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Problema 1. Sia U il sottospazio dello spazio vettoriale R* dato da tutte le soluzioni
dell’equazione x1 — 2 + x3 = 0.
1.a. Si esibisca una base di U.

Soluzione. U ¢ il luogo in R* delle soluzioni di una sola equazione, quindi ha dimen-
sione 3. Una possibile base ¢ la terna di vettori

B = {v1 =(1,1,0,0);v2 = (0,1,1,0);v3 = (0,0,0,1)}

che & formata di vettori linearmente indipendenti, come risulta (per esempio) osservando
che vy, essendo 'unico vettore in B ad avere la prima coordinata non nulla, non ¢ com-
binazione lineare di v2 e v3, e che v2 e vs non sono ovviamente linearmente dipendenti
(altrimenti le loro coordinate nulle coinciderebbero).

1.b. Sia W C R* il sottospazio dato da tutte le soluzioni dell’equazione
1+ 2x2 — x4 = 0.
Si scrivano equazioni cartesiane e parametriche di UNW, e si esibisca una base per UNW.
Soluzione.

Le equazioni cartesiane di U N W si ottengono mettendo a sistema le equazioni di U e
W, ossia sono

1 —x2+2x3=0
x1 + 2209 — x4 = 0.

Le due equazioni sono ovviamente linearmente indipendenti, quindi dim UNW =4—-2 = 2.
Le equazioni parametriche di U N W, scegliendo come parametri 1 =t e x2 = u, sono

$C1=t
o2 = U
r3=—t+u
x4 =t + 2u.

Una base si ottiene ponendo (¢,u) = (0,1) e (¢,u) = (1,0), che dala base {(0,1,1,2);(1,0,—1,1)}.

1.c. Siaa € R un parametro e sia W, il sottospazio dato da tutte le soluzioni dell’equazione
1 + 2ax2 — axs = 0.

Si calcoli la dimensione di W, N U al variare di a.
Soluzione.
Le equazioni cartesiane di U N W, sono

{ x1 —x2+x3=0

T1 + 2ax2 — axg = 0.
La matrice associata al sistema ¢

1 -1 1 0
1 2 0 —a /)’

che ha rango 2 indipendentemente da a, poiché il determinante della sottomatrice 2 x 2
data dalla prima e terza colonna € nonnullo. Quindi dim U N W, = 2 indipendentemente
da a, per il teorema di Rouché.



Problema 2. Sian > 2 e sia K un campo fissato di caratteristica 0. Sia A lo spazio affine
standard sullo spazio vettoriale M, (K) delle matrici quadrate di ordine n ad entrate in

K.

2.a.

2.b.

2.c.

Si consideri il sottinsieme
X o= {A=(ai;) € Mo(K): > ai; =0}
i=1

(X & il luogo delle matrici per le quali la somma degli elementi sulla diagonale &
uguale a zero).
Si dimostri che X € un sottospazio affine di A e se ne calcoli la giacitura.

Soluzione.

L’insieme X ¢ dato dalle soluzioni di un’equazione omogenea nelle coordinate
naturali (le entrate a;; di una matrice) dello spazio vettoriale M, (K). Quindi X &
un sottospazio vettoriale di dimensione uguale a dim M, (K) — 1 = n? — 1. Dunque
X ¢ anche un sottospazio affine, e coincide con la sua giacitura.

Si esibisca un esempio di un sottospazio affine di A parallelo e non uguale ad X,
avente la stessa dimensione di X.

Soluzione. Sia Y := {A = (a:;) € Mp(K) : >0 aii =1},
Y ha X come giacitura, ma non coincide con X, quindi soddisfa la condizione
richiesta.

Si esibisca un esempio di un sottospazio affine di A non parallelo ad X e avente la
stessa dimensione di X.

Soluzione. Sia Z := {A = (a; ;) € M,(K): a1,1 =0}.

Anche Z ha dimensione n? —1 perché & anch’esso il luogo in M, (K) delle soluzioni
di un’equazione omogenea. Z & chiaramente un sottospazio vettoriale diverso da X,
e quindi soddisfa la condizione richiesta.



Problema 3. Si denoti con R[T]<, lo spazio vettoriale dei polinomi a coefficienti in R
nell’indeterminata 7" aventi grado minore o uguale a n.

3.a.

3.b.

3.c.

Si consideri I'applicazione lineare f : R[T]<2 — R[T]<3 definita come segue sulla
base usuale di R[T]<2

f(r™y =1, vn=0,1,2.

Si calcolino nucleo e immagine di f.

Soluzione. Usando le basi usuali, {1,T,T?} e {1,T,T?,T°}, la matrice di f &

0 0 O
1 0 0
0 1 0
0 0 1

Quindi (come si verifica anche direttamente) Imf =< T, 72,73 > e Kerf = (0).

Si consideri I'applicazione lineare
g:R[T)<3 — R[T]<s  a+bT +cT? 4 dT° v b+ 2¢T + 3dT?

con a,b,c,d € R. Si determinino il nucleo e I'immagine di g esibendone una base.
Soluzione.
Usando le basi usuali la matrice di g &

01 0 O
00 2 0
0 0 0 3

da cui si vede che g ¢ suriettiva e che Kerg =< 1 >.

Si considerino le due trasformazioni lineari f o g e g o f e se ne discuta la diagonal-
izzabilita.

Soluzione.

Consideriamo f o g: R[T]<s — R[T]<s3.

La sua matrice rispetto alla base usuale si ottiene

M(fog)=M(f)M(g)
e un calcolo immediato usando le parti precedenti da che la matrice di fog e la
matrice diagonale
M(f o g) = diag(0,1,2,3).
Quindi f o g & (ovviamente) diagonalizzabile. Analogamente, g o f : R[T]<o —
R[T]<2 ha come matrice
M(go f) = M(g)M(f) = diag(1,2,3).

Quindi g o f & (ovviamente) diagonalizzabile.



