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Esercizi per casa 3

Esercizio 0. Si determini il rango della matrice 1 h 2
h 1 1
0 −1 −1


al variare di h ∈ R.

Esercizio 1. Si considerino gli R−sottospazi vettoriali

X :=


xy
z

 ∈ R3 : x = 2y = 2z


X1 :=


xy
z

 ∈ R3 :
(
x y z

)ab
c

 = 0, per ogni

ab
c

 ∈ X


di R3. Si dimostri che X1 è un supplementare di X in R3, e si determinino gli unici vettori

x ∈ X,x1 ∈ X1 tali che x + x1 =

1
1
1

.

Esercizio 2. Sia T un’indeterminata su R. Si dimostri che esiste un unico sottospazio
proprio X di R[T ]≤3 contenente i polinomi

f(T ) := 1 + T, g(T ) := 3− 2T + T 2, h(T ) := T 2,

e si determinino almeno due supplementari distinti di X in R[T ]≤3.

Esercizio 3. Siano K un campo, T, U indeterminate su K, n un intero positivo e K[T, U ]≤n

l’insieme costituito dai polinomi a coefficienti in K nelle indeterminate T, U di grado al più
n. Si dimostri che K[T, U ]≤2 è un K−spazio vettoriale con le operazioni usuali.

(i) Si determini la dimensione e una base di K[T, U ]≤2.

(ii) Dati i K−sottospazi vettoriali

X := {f(T, U) ∈ K[T, U ]≤2 : f(1, 0) = 0} Y := {f(T, U) ∈ K[T, U ]≤2 : f(0, 1) = 0}

di K[T, U ]≤2, si determini dimensione e una base di X, Y,X ∩ Y,X + Y .

Esercizio 4. Si consideri la matrice A :=

(
1 0
2 3

)
∈ M2(R), sia I la matrice identità di

M2(R) e X :=< {I, An : n ∈ N−{0}} >R. Si dimostri che X è un R−sottospazio finitamente
generato di M2(R) e se ne determini dimensione e una base.

Esercizio 5. Siano K un campo di caratteristica 6= 2, X un K−spazio vettoriale e x,y ∈ X.
Si dimostri che < x,y >K=< x + y,x− y >K . La precedente asserzione è vera anche se K



ha caratteristica 2? Si motivi la risposta.

Esercizio 6. Si dimostri che R non è finitamente generato, come Q−spazio vettoriale.
[Suggerimento: può essere utile tenere presente l’Esercizio 5(i) di ”Esercizi per casa 2” ,...]

Esercizio 7. Consideriamo l’insieme R dei numeri reali con la sua naturale struttura di
Q−spazio vettoriale, e sia α :=

√
2 +
√

3. Si determini, se esiste, un intero positivo n tale
che l’insieme {1, αj : j = 1, . . ., n} è linearmente dipendente su Q.

Esercizio 8. Siano n un intero positivo, K un campo e X un K−spazio vettoriale di
dimensione n. Sia r un intero positivo minore di n, e sia

Yr ( Yr+1 ( . . . ( Yn := X

una catena di K−sottospazi vettoriali di X tali che dimK(Yi) = i, per i ∈ {r, . . ., n}. Si
fissino elementi yj ∈ Yj − Yj−1, per ogni j ∈ {r + 1, . . ., n}, e sia B una base di Yr.

(i) Si dimostri che, per ogni j ∈ {r + 1, . . ., n}, l’insieme B ∪ {yh : h = r + 1, . . ., j} è una
base di Yj.

(ii) Si deduca da (i) che < yr+1, . . .,yn >K è un supplementare di Yr in X.

(iii) Sia T un’indeterminata su R. Si usi (ii) per determinare un supplementare in R[T ]≤4

del sottospazio

Y := {f(T ) ∈ R[T ]≤4 : f(0) = f(1) = f(−1) = 0}

[Si costruisca una catena di sottospazi eliminando una condizione per volta e si tenga
presente il Teorema di Rouché–Capelli (omogeneo) ,...]

Esercizio 9. Siano K un campo e I un insieme non vuoto. Si dimostri che l’insieme

K(I) := {f ∈ KI : f−1(K − {0}) è finito}

è un K−sottospazio vettoriale di KI , e se ne determini una base. [Suggerimento: per ogni
i ∈ I, si consideri la funzione χi ∈ KI definita ponendo χi(j) := 1, se j = i e χi(j) := 0, se
j ∈ I − {i} ,...]


