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Esercizi per casa 5

Nel seguito si denotera sempre con Idyx : X — X la funzione identita di un insieme non
vuoto X.

Esercizio 0. Si dimostri o si confuti, con argomento chiaro e conciso, ciascuna delle seguenti
asserzioni.

(i) L’applicazione f : My(R) — R, f(A) := det(A) ¢ lineare.

a
(ii) L’applicazione f: R3> — R2 f(|b]|) := (Z —_i— Z) ¢ lineare, ed esiste un’applicazione
lineare g : R? — R3 tale che g o f = Idgs.

a
(iii) L’applicazione f : R® — R?  f(|0]) := (Z —_F b) ¢ lineare, ed esiste un’applicazione

lineare g : R?> — R3 tale che f o g = Idge.

(iv) Esiste un’applicazione lineare iniettiva f : M3(R) — R™, per qualche intero positivo
n <9.

Esercizio 1. Siano K un campo e V un K —spazio vettoriale. Si dimostri che, se f €
Homg (V, K) ed esiste v € V tale che f(v) # 0, allora f & surgettivo.

Esercizio 2. Si considerino la base standard F := {1, T, T?} dello spazio vettoriale R[T| <5
dei polinomi a coefficienti reali di grado al piu 2 e la base B := {G) , G)} di R?, e sia
¢ : R[T]<y — R? I'applicazione lineare tale che

h h+1 1
MBF(SD):(h 1 1_h) h e R.

(i) Detta & la base canonica di R?, si calcoli Mgr(p).

(i) Sidetermini, al variare di h € R, dimensione, una base ed equazioni cartesiane di Im(y)
e di Ker(yp).

Esercizio 3. Sia X un R—spazio vettoriale di dimensione 3, B := {x,y,z} una sua base e
h,k € R.

(i) Sidiscuta, al variare di h, k € R, esistenza e unicita di applicazioni lineari f : X — X
tali che

fx+2y)=x+y fly+z)=y+2z f(x+hy+z)=x+2+k)y+2kz

(ii) Dopo aver verificato che per (h,k) = (2,—1) esiste un’unica applicazione lineare f :
X — X soddisfacente le condizioni in (i), si scriva Mp(f), e si stabilisca se f & un
automorfismo.



Esercizio 4. Sia £ := {e, es, e3} la base canonica di R?, e sia X :=< e, — e3 >g.
(i) Si spieghi perché esiste un’unica applicazione lineare f : R® — R? tale che
fler—e) =e+e f(ex)=e3 flx=Idx.
(i) Si dimostri che f & un automorfismo, e si calcolino una base ed equazioni cartesiane di
f(X+ < e3 >]R) [§] f71<X+ < e3 >R)-

Esercizio 5. Sia A := ; g , I la matrice identita di My(R), e sia X il sottospazio

vettoriale di My(R) generato dall’insieme {I, A" : n € N —{0}}.

(i) Si verifichi che 'applicazione f : X — X, B — AB, per ogni B € X, ¢ una ben
definita applicazione lineare.

(ii) Si dimostri che f & un automorfismo, e si determini una matrice associata a f e f~'.

Esercizio 6. Siano K un campo, X un K —spazio vettoriale e Y un K —sottospazio vettoriale
di X.

(i) Si dimostri che Iinsieme Y* := {f € Homg (X, X) : f(Y) C Y} & un K—sottospazio
vettoriale di Homg (X, X).
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(ii) Sia X :=R3e Y :=< [ 1], [1]| >r. Sidetermini dimg(Y*) e una base di Y*.
0 1

Esercizio 7. Sia f : R? — R? I'applicazione lineare definita ponendo f( (Z)) = (Z : b)’
(i) e
per ogni { e R°.

(i) Si verifichi che fo f =0, e che I'applicazione f — Idgz & un automorfismo. Si esibisca
I'inversa di f — Idge.

(i) (Generalizzazione teorica di (i)) Siano X uno spazio vettoriale finitamente generato e
f + X — X una applicazione lineare tale che f* = 0, per quanche intero positivo n.
Si dimostri che f — Idy € un automorfismo di X.



