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Esercizio 1
Dimostrare con esempi che 'unione di una famiglia infinita di sottoinsiemi chiusi
di uno spazio topologico non & in generale un sottoinsieme chiuso.

Soluzione
Basta prendere R con la topologia cofinita, se prendiamo ogni punto di N come
chiuso, e ne facciamo 'unione su tutto N abbiamo che 'unione stessa non sara
piu un chiuso.

Esercizio 2

Dimostrare che dati due sottoinsiemi A e B di uno spazio topologico X si
ha:

1. Fr(AUB) C Fr(A)UFr(B)
2. Int(AN B) = Int(A) N Int(B)
Int(AU B) D Int(A) U Int(B)

AUB=AUB

orok W

ANBCANB
Trovare esempi in cui le inclusioni precedenti sono strette.

Soluzione

Dimostriamo il primo, gli altri si faranno allo stesso modo.

Vo € Fr(AU B) allora esiste V' intorno di « tale che V' N (A U B) é diverso
dall’insieme vuoto cosi come V' N (AU B)°.

Ora per6é (AU B)¢ = A°N B°. A questo punto y € (AUB) NV alloray € A
oppure y € B. Mettiamo che y € A, allora VN A e V N A¢ sono diversi
dall’insieme vuoto, quindi x € Fr(A), si procede allo stesso modo se y € B.
Ora per arbitrarietd di « si ha I'inclusione.

Suggerimento: per gli ultimi due esercizi pensare ai primi applicati a A¢ e B€.

Esercizio 3



Definiamo una sottobase di una topologia 7 sull’insieme X come una famiglia
S di insiemi aperti tale che la famiglia

B:{UlﬂUg---ﬂUn : U7;€S}7

costruita da tutte le intersezioni di un numero finito di elementi di S sia una
base di 7.

Siano X e Y due spazi topologici e f : X — Y una applicazione. Siano S e B
rispettivamente una sottobase e una base della topologia di Y. Dimostrare che
le seguenti affermazioni sono equivalenti:

1. f e continua.
2. f7Y(B) ¢ aperto in X VB € B.

3. S) & aperto in X VS € S.

—
4. f(V) c f(V) per ogni sottoinsieme V di X.
—

5. W) D f~1(W) per ogni sottoinsieme W di Y.

Soluzione

Schemi dimostrativi per lo pii visti a lezione.

Esercizio 4

Siano X uno spazio topologico, f, g : X — R"™ applicazioni continue e o € R.
Dimostrare che le seguenti applicazioni sono continue:
f+g: X =R (f+9)(2) = f(z)+g(2);
af : X =R"  (af)(@) = af(z);
=X =R fll(=) = f=@)].

Soluzione

Dimostriamo il primo: insiemisticamente si ha proprio che (f +g)~*(U) per
U aperto in R™ é I'unione di f~(U) con g~!(U), che sono aperti in X.

Esercizio 5 (Facoltativo)
Prendere due oggetti di uso quotidiano, associare a ognuno una topologia e
definire una applicazione tra i due oggetti verificandone la continuita.



