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Esercizio 1

Se X & un sottospazio di R™, con m < n, allora X x R®"™" si dice il cilindro
di base X.
In quest’ottica considerare lo spazio:

Y = {(.%17.’172,,%3) S R3|$12 + .1‘22 = 1}.

Soluzione

Il cilindro Y a questo punto sara lo spazio prodotto ottenuto da S' x R, e i

suoi aperti saranno quelli indotti come il prodotto di aperti di S* per quelli di
R.

Esercizio 2

Il prodotto di n copie di S! si chiama toro n-dimensionale, o n-toro, e si
denota con T". Ovviamente poiche S* C R? si ha che T" C R?".
11 2-toro é omeomorfa al sottospazio di R*

T2 = {(x17x27m3,x4) S R4|£C12 + ;1722 =1= x32 + 1'42}
Verificare che le applicazioni

h(x1, 22, x5, 24) = (X1 + 2)x3, (1 + 2)24, T2)

1 Y2
91, y2,y3) = (V2 + 122 — 2,3,

Va2 + 9% Va2 +3322)
sono omeomorfismi tra 72 e T = {(x1,z2, 23)|(VT12 + 19 — 2)% + 3% = 1}.

Soluzione
Calcoli svolti nelle lezioni tenute dal Dott. M. Nesci.

Esercizio 3

Dimostrare che se X; e X5 sono due spazi topologici allora ’applicazione

O'ZX1 XX2—>X2XX1



definita da o(z1, 22) = (22,21) é un omeomorfismo.

Soluzione

Prendiamo un aperto U di X3 x X e facciamo vedere che o=1(U) é un
aperto in X; x X5. Questo tuttavia é ovvio, perché U = Uy x Uy con U; aperto
di X;, ora per6 ¢~ ! non fa altro che scambiare 'ordine del prodotto, facendo
diventare la preimmagine di U: Uy x Us, che € aperto nel dominio.

Esercizio 4
Sia X uno spazio metrizzabile. Dimostrare che la distanza d : X x X — R
é una applicazione continua rispetto la topologia prodotto.

Soluzione

Esercizio dato per casa.

Esercizio 5

Dimostrare che essere T; (rispettivamente T5, regolare, normale) é una pro-
prietd topologica per uno spazio X.

Soluzione
Proviamo che essere T; é una proprieta topologica. Se X e Y sono due spazi
omeomorfi, poniamo che Y sia T7, allora i punti sono chiusi, ma se i due spazi
sono omeomorfi, esiste una applicazione biettiva f che é continua con inversa
continua. Per la biettivita di f si ha che la preimmagine di un punto é un punto,
e per la continuitd si ha che il punto in X é chiuso, quindi anche X é T;. Con
lo stesso ragionamento si svolge per l'essere Ts, T3 e Ty.

Esercizio 6
Dimostrare che un insieme infinito con la topologia cofinita non é metrizz-
abile.

Soluzione
Esercizio dato per casa.



