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Esercizio 1. Discutere con esempi e cenni di dimostrazione la legge debole e la legge
forte dei grandi numersi.

Esercizio 2. Siano X1, Xs,... v.a. indipendenti con distribuzione di Bernoulli di
parametro p € (0,1) assegnato. Sia

1 n
Zn_EHXi.

(1) Dimostrare che Z, é una martingala rispetto alla filtrazione naturale.
(2) Sia T =inf{n > 1: Z, =0}. Dimostrare che T é un tempo di arresto.
(3) Calcolare la distribuzione di T.

(4) Dimostrare che lim,,_.o, Z,, = 0 quasi certamente.

Esercizio 3. Enunciare il teorema del limite centrale e dare cenni di dimostrazione.

Esercizio 4. Sia X1, X5, ... una successione di v.a. indipendendti positive ciascuna
con densita di probabilita

ft)=XNte™, t>0,
per un certo A > 0 assegnato. Usando il teorema del limite centrale si dimostri che
2n 1
lim P (X X, =—.
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Esercizio 5. Sia {Y,,} una successione di v.a. su uno spazio di probabilita assegnato.

(1) Mostrare che se Y, — 0 g.c. allora'Y,, — 0 in probabilita.
(2) Mostrare che in generale il viceversa non é valido.

Esercizio 6. Si consideri la catena di Markov con spazio degli stati S := {—N,... N},
per un dato N € N, e con matrice stocastica P(i,j), i,7 € S tale che:

P(=N,—-N)=1-p, P(-N,—-N+1) =p,
P(i,i—1)=1—-p, Pli,i+1)=p, —N+1<i< —1
P(0,~1) = P(0,1) = 1 —p, P(0,0) =2p— 1
PG,i—1)=p, Pi,i+1)=1—p, 1<i<N-1
P(N,N—1)=p, P(N.N)=1—p, |
per un certo p € [%, 1) assegnato.
(1) Dimostrare che la catena é regolare.
(2) Sia v il vettore di probabilita definito da v(i) := cAll, i € S, con A\ = 1%’) e

con costante di normalizzazione data da ¢ = (Zﬁ\;_N A= Dimostrare che v
e l'unica misura reversibile della catena.

(8) Sia p un arbitrario vettore di probabilita su S e sia X, la catena di Markov
associata a P e con distribuzione iniziale p. Calcolare lim,, o P(X,, = 0).



Soluzioni

Soluzione Esercizio 2: Possiamo scrivere Z, = [[,Y; dove Y; = X;/p sono
v.a. indipendenti con media 1. Quindi Z,, ¢ una martingala rispetto alla filtrazione
naturale F,, = o(Y1,...,Y,) = o(Xy,...,X,). Osserviamo che

(r=n}={Xi= X, =1}N{X, =0} € F,. (0.1)

Quindi 7 e tempo di arresto rispetto alla filtrazione naturale. Inoltre la (0.1) mostra
che P(1 =n) = (1—p)p"', n € N, e quindi 7 ¢ una geometrica di parametro 1 — p.
Infine, per ogni € > 0 abbiamo

P(|Z,| > ¢) = P(Z, > ) < P(Z, # 0) = P(r > n) = p".

Quindi > P(|Z,] > €) < oo. Allora per il lemma di Borel Cantelli 1, si ha
limsup |Z,| < € quasi certamente, per ogni ¢ > 0. Ne segue che Z, — 0 quasi
certamente.

Soluzione Esercizio 4: Osserviamo che X; soddisfa EX; = % Questo risultato si
puo ottenere calcolando direttamente (integrando per parti) l'integrale

]EXZ-:/ tf(t)dt:/ N2 e M dt
0

0
oppure ricordando che X; e distribuita come la somma di due v.a. esponenziali
indipendenti di parametro A. Quindi, se S, = Y " | X;, per il teorema del limite

centrale si ha che Z, := \/;T (Sn — 27”), dove ¢? ¢ la varianza di X;, converge in
g°“n

distribuzione a una N (0, 1). Allora
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Soluzione Esercizio 6: Notiamo che dati i,j € S, 7 # j, esiste un n = n;; tale
che P"(i,7) > 0. Infatti, se i > 0 e j >4 > 0si ha P/7(i,5) > (1 — p)’~". Inoltre
se i <0ej>0siha PY(i,5) > P'(i,0)P(0,5) = p'(1 — p)’. In questo modo si
possono ottenere tutti gli altri casi. Dunque la catena e irriducibile. Inoltre, poiché
per esempio P(N, N) > 0 la catena & anche regolare (vedi lemma trattato a lezione).

Poiché la catena e regolare abbiamo un’unica misura invariante. La misura v
descritta nel testo e reversibile. Infatti soddisfa le relazioni

v(i)P(i,j) = v(j)P(j, 1), i, €S,
come si ottiene facilmente da una verifica diretta. Ogni misura reversibile & neces-
sariamente invariante e dunque v e 'unica misura reversibile.

Infine, per il teorema ergodico sappiamo che per qualunque distribuzione iniziale
w abbiamo lim,, ., P(X,, = i) = v(i), per ogni ¢ € S. Dunque

1
Iim P(X,,=0)=v(0))=c= ————.
Jim B =0) =v(0) =0 = e

Per la soluzione degli altri esercizi si rimanda agli appunti del corso



