Soluzione Primo Esonero CP2
8 novembre 2006

Esercizio 1. Sia {X,}nen una successione di variabili aleatorie di Bernoulli (p)
indipendendenti, p € (0,1).

1) Enunciare e illustrare con un esempio la legge 0 — 1 di Kolmogorov.

2) Fare un esempio di evento che ha probabilita 1 e non appartiene alla o-algebra

di coda T .

Soluzione: abbiamo Q = {0,1}" = {w = (wy,ws,...), w; € {0,1}}. Poniamo
X,(w) = w, e la o-algebra F su € & la piu’ piccola tale che tutte le X, siano
misurabili: F = (X, Xs,...). La probabilita ¢ quella misura P : F — [0, 1] tale
gli E; sono indipendenti e tale che per ogni n € N, P(E,) = p, P(ES) = 1 — p, dove
E,={w: w,=1},e EE=Q\ E, ={w: w, =0}, dove p € (0,1).

1) Sia 7, = 0(Xpg1, Xpgo,...) esia T := N,T,. La legge 0-1 asserisce che
P(A) € {0,1} per ogni A € T. Per esempio

A=limsup E, =Ny, Ug > Ek,
ovvero A e I'evento {infinite teste occorrono}. Allora A € T e P(A) = 1 come segue
per esempio dal secondo lemma di Borel-Cantelli.

2) Sia E, come sopra. Sia B = U2 | E,. Allora B D A e quindi P(B) = 1 ma
B ¢ T. 1l fatto che B ¢ T segue per esempio dall’osservazione che F; ¢ 7.



Esercizio 2. Sia X una v.a. con funzione di distribuzione Fx(x) data da

0 sex<-—1
se —1<x<0

F —
x(x) se0<xr <1
<

(0.1)

— ol s

se 1l <x

1) Calcolare EX e VarX.

2) Siano X1, Xs, ... v.a. indipendenti ciascuna con funzione di distribuzione data
da (0.1) e sia Wy, = >"p_(Xg)?. Dimostrare che ~W, converge quasi certamente e
calcolarne il limite.

Soluzione:

1) X vale —1 con prob. 1/4, vale 0 con prob. 1/4 e vale 1 con prob. 1/2. Quindi
il suo valo medio ¢ p:= EX = —1/4+1/2 = 1/4. Inoltre X? vale 0 con prob. 1/4 e
vale 1 con prob. 3/4 quindi E(X?) = 3/4. La varianza allora vale 0? := 3/4—1/16 =
11/16.

2) Consideriamo Y, = X?2. Si tratta di v.a. indipendenti e identicamente dis-
tribuite con media 02 + p? = 3/4. Quindi, ripetendo 1'argomento standard (Disug-
uaglianza di Markov + momento quarto + Borel-Cantelli 1) si ha £ W, — 3/4.



Esercizio 3. Sia p > 1 e sia X una v.a. tale che | X|, = (E[|X|p])% < 00.
Utilizzando la disuguaglianza di Holder, mostrare che per ogni € > 0 si ha

p=1
EIX] <e+ [ X[, P(IX[>e) 7. (0.2)

Soluzione: Osserviamo che, se E = {|X| > ¢} allora
E|X|=E[X|1g] +E[|X]|1g] . (0.3)

Il secondo termine nella (0.3) & stimato con
E[|X|1g] <eP(E°) <

€
Infatti, £¢ = {|X| < €} e possiamo stimare |X|1gc < € 1gc puntualmente.
1 _ p-l

Il primo termine nella (0.3) ¢ stimato con Holder, se

p
E(IX]1g] <X, 1el, = 1X], POX] > )5 .



Esercizio 4. Enunciare e dimostrare 1 due lemmsi di Borel-Cantells.

Esercizio 5. Siano {X, }nen i.i.-d. esponenziali di parametro A\ > 0. Sia a, una
successione crescente e non-negativa. Mostrare che, per ogni A > 0 si ha

Xy
]P’[——>O]:1 <~ a, — 0.
a, logn

Soluzione: Sia Y, := X,,/(a,logn). Abbiamo
P(|Y,| > ¢) =P(X, > ea, logn) =n"=** (0.4)

Supponiamo che a,, — co. Allora, dalla (0.4) segue che P(|Y,,| > ¢) ¢ sommabile
sun € N per ogni € > 0 e A > 0 fissati. Per il primo Lemma di Borel-Cantelli si ha
Y,, — 0 quasi certamente.

Supponiamo ora che Y, — 0, P—-q.c. Allora per il secondo Lemma di Borel-
Cantelli (le Y, sono indipendenti) si deve avere Y P(|Y,| > ¢) < oo per ogni e > 0
(altrimenti l'evento {|Y,| > ¢, i.0.} avrebbe probabilita 1). Ma la (0.4) mostra che
per avere probabilita sommabili si deve avere a,, — oo. Infatti, se avessimo a,, < C,
troveremmo (per qualunque A > 0) un € > 0 cosi’ piccolo (basta ¢ = 1/(C' X)) che

Y P(Yal > )= > n Y = 4oo.

Poiché assumiamo a,, crescente, se a, non ha limite superiore si deve avere neces-
sariamente a,, — 00.



Esercizio 6. Siano {Y, }nen v.a. indipendenti tali che

0 con prob. p,
Y, =<1 con prob.1—2p, (0.5)
2 con prob. p,

dove p, € (0,1/2) e p, = 0, n — co0. Sia

Ly = ﬁYk.
k=1

1) Calcolare EZ,
2) Mostrare che lim,,_,o, Z,, = 0, P—q.c. se e solo se

ZPkZOO-
k=1

3) Discutere la validita del lemma di Fatou e del suo inverso.

Soluzione:
1) Si ha EY,, = 1 per ogni n. Per I'indipendenza quindi

EZn:ﬁ]EYn:I.

k=1

2) Notiamo che 'evento {Z,, — 0} coincide con E = U, FE,,, dove
E,:={Z,=0}.

Sia 7, = P(E,). Poiché E, C E,,; per ogni n si ha P(F) = lim,_,, m,. Allora
P(E) =1 se e solo se m, — 1 ovvero se e solo se P(ES) — 0.
Osserviamo che E¢ = {Z, # 0} coincide l'evento {Y; # 0, Vk = 1,...,n}.
Quindi
P(E;) = (1 =p1)(1=p2) - (L—=pn).

Ora, passando ai logaritmi si ha

lim (1 —=p)(1—p2)---(1=p,) =0 <= lim Zlog(l —pp) = —00.
k=1

n—yoo n—soo
Usando le disuguaglianze elementari

—2r < log(l—2)< —x, z€]0,
si vede allora che la condizione P(E¢) — 0 & equivalente a ), p, = +00.

3) Se >, pn = +00 abbiamo dunque Z,, — 0 g.c. ma per il punto 1) sappiamo
che EZ,, = 1 per ogni n. Questo non e in contraddizione con il Lemma di Fatou —
che ¢ sempre valido. Il lemma di Fatou inverso al contrario non ¢ valido poiché la
Z, non ¢ dominata (uniformemente in n) da una funzione integrabile.



