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1. Sia (Q,F,P) lo spazio di probabilita ([0, 1], B,Leb). Per ogni n € N, sia X,, la variabile

aleatoria definita da
X (w) = 1 sewe(1/n,1]
-1 se we[0,1/n]

(a) Descrivere la pid piccola sigma algebra G, C B tale che X, & G,,-misurabile.

(b) Mostrare che I’evento {X,, = —1, i.0.} ha probabilita zero.
(c) Sia 7 =inf{n € N: X,, = 1}. Mostrare che 7 & B-misurabile e che E[r] = +oc0.

Soluzione: (a). Sia £, = (1/n,1], e E = [0,1/n]. Essendo X,, = 1g, — 1gc = 21g, — 1, si ha
Gn =0(E,) ={[0,1],2, E,, ES}.

(b). Se w € (0,1], allora X, (w) = 1 per n abbastanza grande. Se w = 0 allora X,(w) = —1
per ogni n. Notiamo che per ogni w € Qp = (0,1], X,,(w) vale —1 solo per un numero finito
(dipendente da w) di indici n. Dunque X, (w) vale —1 infinite volte se e solo se w = 0, ossia
{X,, =—1,10.} =Q\ Q= {0}. Ne segue che

P({X, = —1, i.0.}) = P(Q\ Q) = 0.

Notiamo, per inciso, che qui non si puo usare il primo lemma di BC per ottenere il risultato
precedente poiché 3 P({X, = —1}) =3, 2 = +o0.

(c). Notiamo che 7 = 1 non & possibile, e che 7(w) = k, kK > 2, se e solo se Xj(w) =1 e
Xk—1(w) = —1, che equivale a w € (1/k,1/(k — 1)]. Quindi 7 & misurabile e

1
Plr=k)=P((1/k,1/(k—-1)]) = ——— k=2,3,....
(=) =B((A/k1/(k = 1)) = gy 3,
Dal punto (b) sappiamo che 7 & finito quasi certamente. Inoltre
= 1 S|
E[r] = =
7 Zkk(k—l) R_1
k=2 k=2
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2. Enunciare e dimostrare il Teorema di Optional Stopping per martingale.
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3. Siano {X,} variabili aleatorie i.i.d. con media nulla e varianza o2 > 0. Sia

n
= IP)(ZXZ- < om).
i=1

Per ogni a € R, mostrare che ¢, («) converge per n — oo e calcolarne il limite.

Soluzione:

Ricordiamo che la legge dei grandi numeri stabilisce che = Zl <nX E[X | =0, P-q.c. e
dunque anche in probabilita. Ne segue che ¢,(a) — 0 se a < 0 e gi) () =& 1 se a > 0. Per
trattare il caso a = 0 usiamo il teorema del limite centrale. Sia Z,, = 1 Z ,, Xi. Sappiamo

che Z,, converge in distribuzione alla v.a. N(0,1). Ne segue che

1
lim ¢, (0) = lim P(Z, <0) = — 2220, = —
g ¢n(0) = lim P(Z, < 0) r%/ooe g

In conclusione,

0 a<0

. _ 1 _
nh_)nolo(;ﬁn(oz)— 5 a=0
1 a>0
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4. Siano Y;, ¢ = 1,2,..., variabili aleatorie indipendenti con distribuzione Poisson di para-
metro A = 1. Sia S, = > | ¥; e ponendo a = e — 1 si definisca

X = eSnfom
n = .

(a) Dire se X,, converge q.c.
(b) Calcolare lim, o P(X,, > e7*™), per b € (0, — 1).

(c) Dire se X,, converge in L'

Soluzione: (a). Ricordiamo che per ogni ¢t € R si ha E[e1] = 370 e ef Nk /! = A1),
dove Y7 & la v.a. di Poisson di parametro A. In particolare, con A = 1, E[e*1] e=1) — ¢ ossia
E[eY1=%] = 1. Scrivendo

_—

abbiamo che X,, & prodotto di n v.a. nonnegative indipendenti di media 1. Pertanto X,, € una
martingala rispetto alla filtrazione naturale F,, = o(Y7,...,Y,,). Inoltre X, ¢ limitata in Lt
essendo E[|X,,|] = E[X,,] = 1. Allora per il teorema di convergenza di Doob, esiste una v.a. X
tale che P-q.c. si ha lim,,_ 00 X5 = Xoo.

(b). Per ogni b € R si ha
P(X, > e ") =P(S, > (a — b)n).

Per la legge dei grandi numeri abbiamo S,,/n — A = 1 P-q.c. In particolare, si ha
P(S, > (1+¢)n) =0,

per ogni € > 0. Allora, se b € (0, — 1), si ha o — b = 1+ ¢ per qualche £ > 0. Ne segue che, per
ogni b € (0,0 — 1),
lim P(X,, > e ") =0.

n—oo

(c). Il punto (b) implica in particolare che per ogni € > 0 si ha lim,_, P(X, > ¢) = 0. Allora
X,, — 0 in probabilitd, e necessariamente X, = 0 P-q.c. In conclusione, X,, non converge in L'
poiché 1 = E[X,] /A E[X] = 0.
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5. Enunciare e dimostrare i due lemmi di Borel-Cantelli.
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6. Siano {X,} e {Y,} due successioni indipendenti di variabili aleatorie su un’opportuno
spazio di probabilita (2, F,P), tali che le {X,,} sono i.i.d. con X; = £1 con probabilita
1/2 e le {Y,} sono variabili i.i.d. con momento secondo E[Y,2] = 1. Sia S,, = > p_; X Y%,
con Sy = 0.

(a) Fornire un esempio di filtrazione {F,} tale che S,, & una martingala rispetto a {F,}.

(b) Dimostrare che per ogni ¢ € R fissato ﬁ (Sp+c) converge in distribuzione alla normale
standard N (0, 1).

(c) Dimostrare che per ogni k € N fissato ﬁ Sp+k converge in distribuzione alla normale
standard N (0, 1).

Soluzione: (a). Notiamo che Z; = XY} sono variabili i.i.d. e usando E[X}] = 0 si vede che Z
ha media nulla:
E[Zy] = E[X}]E[Y;] = 0.

Pertanto ponendo F,, = o(Z1,...,Z,) si ottiene una filtrazione tale che S,, ¢ una martingala
rispetto a {F,}. Un’altra scelta possibile ¢ F,, = o(X1,Y1,..., X, Ys).

(b). La v.a. Zj ha media zero e varianza
o® = E[Z}] = E[X{]E[Y?] = E[Y{] = 1.

Allora per il teorema del limite centrale sappiamo che la funzione caratteristica di S, /vno?

soddisfa .

¢ s (0) ez’ HeR.
n02

Dunque per ogni ¢ € R
i cd leQ
Y sute (0) =@ s, (0)e Vo2 — e27 | 0 cR.
\/m V ’I’LO'2
Allora possiamo dedurre che per ogni ¢ € R, in (S, + ¢) converge in distribuzione alla normale

standard N (0,1).

(c). Scriviamo S, = Z?i]?ﬂ Zy. e notiamo che S, = S + S, che Si e S, sono indipendenti

e che S, ha la stessa distribuzione di S,. Allora ¢ 5. (0) = ¢_s, (), e usando l'indipendenza

no2 no
si ha
P50 (0)=¢ s, (0) 0 s, (0) =0 sa (0) 9 s, (0).
Vno? no? Vno? no? no

1

Poiché sappiamo che ¢ _s, (0) — 6592, ¢ sufficiente mostrare che per ogni k, si ha
n¢72
v s () =1, 0 € R. (1)
V no’2

Usiamo ’argomento che si usa per mostrare che la convergenza in probabilita implica la conver-

genza in distribuzione. Sia ¢ > 0 e sia B, = { \/% > e}. E’ immediato verificare che P(E.) — 0,

n — oo. Allora usando ¢ — 1 = O(|al), per 6 € R fissato e |a| — 0, si ha

o s, (0) = 1| SP(E:) +E(|exp (i0Sy/Vno?) — 1]; ES) < P(E:) + O(e).

no?

Facendo il limite n — oo, e poi lasciando andare ¢ a zero si ottiene (1).



