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1. Si consideri lo spazio di probabilita (2, F,P), dove = [0, 1], F sono i boreliani di [0, 1] e
P & la misura di Lebesgue su [0, 1]. Siano Xy, per k = 1,2,. .., le variabili aleatorie definite
da

Xi(w) =1 (@) + 11 y(w), we[0,1].
(a) Scrivere la funzione di distribuzione F} della variabile X},
(b) Dire se le Xi, k=1,2,... sono indipendenti.

(¢) Dire se X converge quasi certamente per k — oo.

Soluzione:

(a). Se k > 3, per definizione abbiamo che Xj(w) vale 1 se w € Q := [0, 1] U [1 — £,1] e zero
altrimenti. Dunque X} vale 1 con probabilita py := 2/k e zero con probabilita 1 — py. Allora,
per k > 3:

0 <0
1 rx>1

Nel caso k =1 si ha 1 =[0,1], e X;(w) = 2, per ogni w € [0, 1]. Dunque,

0 =<2

Fl(a:):]P(Xl §JI): {1 9

0 <1

(b). Le Xj non sono indipendenti. Per esempio Xj = 0 implica X1 = 0.

(c). Xj converge quasi certamente a zero per k — oco. Infatti se w € (0,1) allora Xj(w) — 0, e

dunque
P{we Q: Xi(w) — 0}) =P((0,1)) = 1.

[Osservazione: se Ej, = {X), = 1}, allora Y 5o, P(E)) = 372, 2 = +oc. Tuttavia non possiamo
concludere che {E,,i.0.} ha probabilita 1 poiché gli eventi non sono indipendenti. In effetti per
quanto visto sappiamo che {F,,i.0.} ha probabilita 0.]
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2. Consideriamo un processo di ramificazione ottenuto partendo da un singolo individuo, con
la regola che a ogni generazione ciascun individuo da indipendentemente vita a un numero
di individui aleatorio con distribuzione di Poisson di parametro A > 0. Sia X, il numero
di individui presente nella n-esima generazione, con Xg = 1.

(a) Sapendo che X, _1 = k, calcolare il valore atteso di X, in funzione di k € N.

(b) Calcolare il valore atteso di X,,, per ogni n € N.

(c) Per quali valori di A sappiamo che lim,, 0o X, =0 q.c. ?

Soluzione:
(a). Se X,,—1 = k allora abbiamo X,, = Zle Z;, dopve Z; sono Poisson di parametro A indipen-
denti. Ne segue che

k
E[Xn|Xn1 =k => E[Z] = kX
=1
(b). Abbiamo
E[X,] = A",

come si ottiene per induzione. Infatti, & vera per n = 0. Supponendo che sia vera per n allora

E[Xnp1] = 3 ElXoi1]Xa = MP(X, = k)
k=0

=Y MP(X, = k) = AE[X,,] = A"t
k=0

(c). Osserviamo che lim,,_, o, X, = 0 equivale all’evento di estinzione {In : X,, = 0}. Dall’analisi
del punto fisso della funzione f(#) = E[§X1], § € [0, 1], sappiamo che X,, — 0 q.c. se e solo se
E[X;] =A< 1.
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3. Dimostrare:

(a) la legge dei grandi numeri debole sotto ipotesi di momento secondo finito;

(b) la legge dei grandi numeri forte sotto ipotesi di momento quarto finito.
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4. Siano X1, Xs,... variabili aleatorie IID con funzione di distribuzione
0 sex <1
Flz)=P(X; <2x2)=
(@) = ) {1—3:_2 sex > 1

Dimostrare che:

(a) liminf X,, = 1, q.c.

n—o0

Xn
b) limsup —
(b) limsup 72

= +00, g.C.

Soluzione: (a). Osserviamo che, essendo F(1) = 0, le variabili X; soddisfano X; > 1 q.c.
Fissiamo € > 0 e definiamo gli eventi

Gp ={X, <1+¢}.

Notiamo che
1

P(Gn)=F(1+¢)=1- Ao

per ogni n > 1. In particolare, per £ > 0 fissato si ha Y~ | P(G,) = +00. Dal lemma BC2 segue
che {G,,,i.0.} ha probabilita 1, e dunque

liminf X, <1+4+¢, q.c.

n—o0

Essendo ¢ arbitrario, e X,, > 1 q.c., si ha

liminf X, =1, q.c.

n—oo

[Notiamo che lo stesso argomento dimostra una stima piu’ forte, ossia che

liminfn(X, —1) =0.

n—oo

Infatti basta prendere ¢ = s/n nell’argomento precedente per ottenere {n(X, —1) < s,i.0.} q.c.
per ogni s > 0. Ma s & arbitrario e dunque lim inf,,_,o n(X, — 1) = 0 q.c.]

(b). Fissiamo ¢ > 0 e consideriamo gli eventi
E, = {X, > tn*/?}.

Notiamo che
1

P(E,) =1— F(tn'/?) = 2
n

)

per ogni n > 1 tale che 2 n > 1. In particolare, si ha Y_°° | P(E,) = +00. Dal lemma BC2 segue
che {E,,i.0.} ha probabilita 1, e dunque

X
limsup — >t, q.c.

n—00 n
Essendo t arbitrario, si ha

X
limsup — = 400, q.c.

n— o0 \/’ﬁ
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5. Sia X, una successione di variabili aleatorie tali che X,, — X q.c., dove X & una variabile
aleatoria con E[X] = 0.

(a) Dimostrare che
liminf E[e®"] > 1.

n—o0

(b) Supponendo che | X,,| < 1 per ogni n € N, e che X =0 q.c., dimostrare che

lim E[eX"] = 1.
n—o0

Soluzione: (a). Poiché eX» — eX q.c., per il lemma di Fatou:

lim inf E[e*"] > E[e*].

n—o0

Per la disuguaglianza di Jensen:
EleX] > X = 1.

(b). Segue dal teorema di convergenza dominata.
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