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1. Si consideri lo spazio di probabilità (Ω,F ,P), dove Ω = [0,∞), F sono i boreliani di [0,∞)
e P è la misura di probabilità su [0,∞) definita da:

P(A) =

∫ ∞
0

e−x1A(x)dx A ∈ F .

Siano Xk, per k = 1, 2, . . . , le variabili aleatorie

Xk(ω) = 1[0,log k](ω).

(a) Scrivere la funzione di distribuzione della variabile Xk

(b) Scrivere la funzione di distribuzione della variabile lim infk→∞Xk

(c) Calcolare la probabilità dell’evento {Xk = 0, i.o.}.

Soluzione:
(a). Per definizione abbiamo che Xk(ω) vale 1 se ω ∈ [0, log k] e zero altrimenti. Dunque Xk vale
1 con probabilità

P([0, log k]) =

∫ log k

0
e−x = 1− e− log k = 1− 1

k
,

e zero con probabilità 1
k . Allora

Fk(x) = P(Xk 6 x) =


0 x < 0

1/k 0 6 x < 1

1 x > 1

(b). Notiamo che se ω ∈ [0,∞), allora esiste j ∈ N tale che ω ∈ [0, log j], e dunque Xk(ω) = 1
per ogni k > j. In particolare Xk(ω) converge a 1 per k →∞, per ogni ω ∈ Ω, e dunque Xk → 1
q.c. Ne segue che lim infk→∞Xk = 1 q.c. e dunque la sua funzione di distribuzione vale F (x) = 0
se x < 1 e F (x) = 1 se x > 1.

(c). Per quanto visto al punto (b) sappiamo che per ogni ω ∈ Ω esiste un intero j tale che
Xk(ω) = 0 per ogni k < j e Xk(ω) = 1 per ogni k > j. Allora {ω ∈ Ω : Xk(ω) = 0 i.o.} = ∅ e
dunque la probabilità richiesta è zero.
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2. Siano Yk variabili aleatorie i.i.d. con distribuzione Poisson di parametro λ = 1. Conside-
riamo la successione di v.a.

Xk = akY
2
k ,

dove {ak} è una successione numerica limitata assegnata. Poniamo

Sn =
n∑
k=1

(Xk − E[Xk]).

Dimostrare che:

(a) Sn
n → 0 q.c.

(b) se limn→∞
1
n

∑n
k=1 ak = 1, allora 1

n

∑n
k=1Xk → 2, q.c.

Soluzione:
(a). Se ak è limitata abbiamo

sup
k

E[X4
k ] = E[Y 8

1 ] sup
k
a4k <∞,

dove usiamo il fatto che una variabile di Poisson ha tutti i momenti finiti e in particolare
E[Y 8

1 ] <∞. Dunque vale la legge dei grandi numeri forte:

lim
n→∞

Sn
n

= 0 , q.c. (1)

(b). Abbiamo

Sn
n

=
1

n

n∑
k=1

ak(Y
2
k − E[Y 2

k ]) =
1

n

n∑
k=1

Xk −
E[Y 2

1 ]

n

n∑
k=1

ak. (2)

Calcoliamo

E[Y 2
1 ] =

∞∑
k=0

k2
e−1

k!
=
∞∑
k=2

k(k − 1)
e−1

k!
+
∞∑
k=1

k
e−1

k!
= 1 + 1 = 2

Allora la conclusione segue da (1)-(2).
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3. Dimostrare i due lemmi di Borel Cantelli.
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4. Per α > 0 fissato, sia X la variabile aleatoria con funzione di distribuzione F (x) = 1−G(x),
dove

G(x) =

{
1 se x 6 1

x−α se x > 1

(a) Per quali valori di p > 0 si ha X ∈ Lp ?

(b) Se {Xn} sono variabili aleatorie i.i.d. con funzione di distribuzione F , dimostrare che

lim sup
n→∞

Xn

n1/α
= +∞ , q.c.

Soluzione: (a). Osserviamo che X > 1 q.c., essendo F (1) = 0. Si ha

E[Xp] =

∫ ∞
1

xpdF (x) = α

∫ ∞
1

xpx−α−1dx.

L’integrale è finito se e solo se p < α, ovvero X ∈ Lp se e solo se p < α.

(b). Fissiamo T > 0 e consideriamo gli eventi

En,T := {Xn > Tn1/α}.

Notiamo che

P(En,T ) = G(Tn1/α) =
1

Tαn
,

per ogni n > 1 tale che Tαn > 1. In particolare, si ha
∑∞

n=1 P(En,T ) = +∞. Dal lemma BC2
segue che AT := {En,T , i.o.} ha probabilità 1, e dunque

lim sup
n→∞

Xn

n1/α
> T, q.c.

Essendo T arbitrario, per monotonia si ha

P
(

lim sup
n→∞

Xn

n1/α
= +∞

)
= lim

T→∞
P
(

lim sup
n→∞

Xn

n1/α
> T

)
= 1.
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5. Si considerino lanci indipendenti di una moneta equa. Sia Xi la variabile aleatoria definita
come segue: Xi = 1 se l’i-esimo e l’(i + 1)-esimo lancio sono entrambi “testa”, e Xi = 0
altrimenti. Sia Sn =

∑n
i=1Xi.

(a) Calcolare la varianza di Sn.

(b) Dimostrare che Sn
n converge in probabilità per n→∞.

Soluzione: (a). Scriviamo

Var(Sn) =

n∑
i,j=1

Cov(Xi, Xj) =

n∑
i=1

Var(Xi) + 2
∑
i<j

Cov(Xi, Xj).

Per i < j − 1, sappiamo che Xi e Xj sono indipendenti. Allora,

Var(Sn) =
n∑
i=1

Var(Xi) + 2
n−1∑
i=1

Cov(Xi, Xi+1)

Calcoliamo

p := E[Xi] = P(i-esimo e (i+ 1)-esimo lancio sono entrambi “testa”) =
1

4
.

Dunque Var(Xi) = p− p2 = 3
16 . Inoltre, notiamo che

E[XiXi+1] = P(i-esimo, (i+ 1)-esimo e (i+ 2)-esimo lancio sono tutti “testa”) =
1

8
.

Quindi Cov(Xi, Xi+1) = E[XiXi+1]− E[Xi]E[Xi+1] = 1
16 . In conclusione

Var(Sn) =
3n

16
+

2(n− 1)

16
=

5n

16
− 1

8
.

(b). Per la disuguaglianza di Markov: ∀ε > 0,

P(|Sn
n − p| > ε) = P((Sn − pn)2 > ε2n2) 6

1

ε2n2
E[(Sn − pn)2] =

Var(Sn)

ε2n2
6

5

16ε2n
→ 0.

Dunque Sn
n → p in probabilità per n→∞.
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