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1. Sia X una variabile aleatoria su uno spazio di probabilita (Q, F,P). Per z € R, sia A, =
{we Q: X(w) <z} esiaZ I'insieme

Z={A,, xR}
Dimostrare che

(a) Z ¢ un m-sistema
(b) Z genera la pit piccola o-algebra su €2 che rende X misurabile, ossia o(X) = o(Z).

(c¢) La funzione x — P(A;) ¢ continua da destra.

Soluzione: Per il punto a) notiamo che A, N Ay = A ings,) € dunque A, N A, € T.

Per il punto b) osserviamo che la o-algebra generata da X ¢
o(X) ={X"Y(B), BeBR)}.

Inoltre A, = X 1((—00,2]), z € R. Se C = {(—~oc0,z],z € R} allora Z = {X~1(C), C € C}.
Vogliamo mostrare che o(X) = o(Z). Poiché T C o(X), e sufficiente mostrare che per ogni
B € B(R) si ha X~ 1(B) € o(Z). Definiamo

E={BeBR): X B) o)}

Si vede senza difficolta che £ ¢ una o-algebra. Inoltre C C £ C B(R). Allora B(R) = o¢(C) = €.
Dunque ogni B € B(R) soddisfa X ~}(B) € o(Z).

Per il punto ¢): F(x) = P(A;) € monotona non decrescente. Allora

lim F(z) = lim F(zo+n"") = P(Mpen{X <z +n"'}) = P{X < x0}) = Flxo),

a:—m:g n—oo

dove abbiamo usato la monotonia della misura nella seconda uguaglianza.
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2. Enunciare e dimostrare il teorema di convergenza dominata.
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3. Consideriamo infiniti lanci indipendenti di una moneta equa, e sia Y, il numero di teste
nei primi n lanci. Dimostrare le seguenti affermazioni:

(a) P(limy—oo Yy = 00) = 1.

(b) P (limp oo 2 = 1) = 1.
(¢) limy oo P(Y;, > €n) = 1 per ogni € € (0, 3).

Soluzione: (a). L’evento lim,,_,~ Y;, = oo coincide con ’infinite teste’. Allora (a) segue da Borel-
Cantelli 2.

(b). L’affermazione P (limnﬁoo % = %) =1 ¢ la legge dei grandi numeri forte per le variabili

aleatorie i.i.d.

0 se moneta k & croce
X = .
1 se moneta k ¢ testa

e dunque puo’ essere mostrata per esempio con l'argomento del momento quarto (le Xj sono

limitate). Notiamo che (b) implica (a) poiché lim,_, % = % implica lim,, s Y, = oo.

(c). Se limy 00 YW = % quasi certamente, allora lim, . % = % in probabilita, ossia per ogni
0 > 0 si ha
Y, 1
lim IP’("—’ >5> =0.
n—o00 n 2

Se € € (0,1/2)65:%—6>0a110ra% < € implica ‘%—%‘ > § e dunque

]P’(Yn>en)—1—IP<<e>21—]P’< —;‘>5>—>1.
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4. Sia X una variabile aleatoria limitata. Si consideri la funzione
R 3 X @(\) = logE[e™].

(a) Dimostrare che p(A) > AE[X] per ogni A € R.
(b) Usare la disuguaglianza di Holder per dimostrare che ¢ ¢ convessa.

(c) Dimostrare che P(X > ¢) < e=*%) per ogni e > 0e X > 0.

Soluzione:
(a). La funzione  + e*® & convessa per ogni A € R e dunque per la disuguaglianza di Jensen si
ha

E[e)\X] > 6)‘E[X].

Allora ¢(A) > AE[X] per ogni A € R.

(b). Siano a,b € Re s € (0,1) e A = sa+ (1 — s)b. Allora se p,q > 1 sono tali che 1/p+1/¢=1
si ha:

E[e*] = E[e*®X (190X L R[ePseX]V/PR[e1(1-5)b X V/a — er? P50+ (a(1=s)b)

Ponendo p =1/s e ¢=1/(1 — s) e passando ai logaritmi si ha

p(sa+ (1= s)b) < sp(a) + (1 = 5)p(b).

(c). Se e, A > 0 si ha

dove abbiamo usato la disuguaglianza di Markov.
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5. Siano Xj, Xo, ... variabili aleatorie i.i.d. con distribuzione uniforme in [—1, 1]. Dimostrare
che

(a) limsup,,_,., Xn =1 q.c.
(b) liminf, ,~ X, = —1 q.c.
(¢) liminf, oo n(1+ X,) =0 q.c.

Soluzione:

(a). Notiamo che se € > 0 ¢ fissato, P(X,, > 1 —¢) = §. Allora per Borel-Cantelli 2 si ha quasi
certamente X, > 1 — e per infiniti indici n. Dunque lim sup,,_,,, X» = 1 —€ q.c. e poiché X, <1
e € > 0 e arbitrariamente piccolo si ha limsup,, ,, X, =1 q.c.

(b). Per simmetria delle variabili X,, si ha liminf,, . X, = —limsup,,_,., X, = —1 q.c.
(c). Osserviamo che se € > 0:
P(n(l+ X,) < ¢) =P(X, < —1+¢/n) = %
che non & sommabile in n. Allora per Borel-Cantelli 2 si ha quasi certamente n(1 + X,) < €

per infiniti indici n. Dunque liminf, oo n(l + X,,) < € q.c. e poiché X,, > —1lee > 0¢
arbitrariamente piccolo si ha liminf, . n(1 + X,,) = 0.



Nome:




