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1. Dare la definizione del valore atteso E[X|G] di una variabile aleatoria X condizionato a
una sotto sigma-algebra G. Dimostrare che E[E[X|G]] = E[X]. Illustrare con un esempio.
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2. Siano X; variabili aleatorie i.i.d. con funzione di distribuzione
F(z) =(1—-e")la>o0.
Sia M, =1 1(X; —1).

(a) Scrivere la funzione caratteristica della variabile M.

(b) Mostrare che n=®M,, converge in distribuzione per ogni o > 1/2 e descriverne il limite.

Soluzione: Si ha ‘ ‘
oun, (6) = B[] = B[O = oy (0)"

La variabile X ha funzione di distribuzione F'(z) = (1 — e~*)1,;50 e dunque & un’esponenziale
di parametro 1. Allora ¢x, 1(0) = e~ (1 —i0)~1.
Poiché X7 ha media 1 e varianza 1 si ha lo sviluppo in serie intorno a 6 = 0:

(le_1<9) =1- %92 + 0(92).
Allora, per ogni 0 € R fissato:
P, (0) = ox,-1(n70)" = (1 — 30726 + o(n™>%))".

Se a > 1/2 si ha pp-ap, () — 1, e dunque n~*M,, converge in distribuzione alla variabile
aleatoria identicamente uguale a zero.

1
Se a = 1/2 si ha p,-ap () — e 2%
aleatoria normale standard.

, ossia n~*M,, converge in distribuzione alla variabile
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3. Siano Y, variabili aleatorie indipendenti tali che Y, = ﬁ con probabilita 1 — k%, e

Y}, = k% — 1 con probabilita k—g Sia

n
M, = H Y.
k=2

(a) Dire se M, converge quasi certamente.

(b) Dire se M, converge in L.

Soluzione: Le Y} sono indipendenti, Y3 > 0 e E[Y}] = 1. Allora M,, & una martingala limitata
in L'. Dunque M,, converge quasi certamente. Per il lemma di Borel-Cantelli sappiamo che
Y, = k% — 1 solo per un numero finito di indici k& quasi certamente e dunque M, — 0 quasi
certamente. Allora M,, non pud convergere in L', essendo EM,, = 1 per ogni n.
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4. Siano X; variabili aleatorie i.i.d. con distribuzione uniforme su {—2,+2}, e sia S, =
Yo Xi, So =0. Per k € N fissato definiamo

T =inf{n > 1: |S,| = 2k}.

Calcolare il valore atteso E[7y].

Soluzione:

Sia @, = S,% — 4n, e osserviamo che @, € una martingala. Infatti Q11 — Q, = 25, Xn+1 +
XTQL 41 — 4, e prendendo il valore atteso condizionato alla sigma-algebra F,, = o(X1,...,X,) si
ha

E[@n+1 — QnlFn] = E[XTZL+1] —4=0.

Allora essendo Qnar, dominata dalla variabile integrabile k? + 47y, si pud passare al limite in

E[Qnar,] = 0 e ottenere
Elre] = $E[SZ] = k*.
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5. Enunciare e fornire cenni di dimostrazione del Teorema del Limite Centrale
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