8.57. Soient f(z) et g(z) deux fonctions réguliéres dans un certain domaine
D et soit g(z)=0. Montrer que le produit f(z) g(z) n’est pas négatif dans
tout le domaine D si, et seulement si, f(z) = Cg(z), ot C est une constante
non négative.

8.58. Les conditions du probléme 8.57 restant les mémes, montrer que
le produit (z) g(z) est réel dans tout le domaine D si, et seulement si, f(z) =
= Cg(z), ou C est une constante réelle.

8.59. Soient fi(z), fx(2), g:1(2), g.(z) des fonctions régulicres dans un
certain domaine D et soit |g,(2)|2+ |g.(2)|220. Montrer que I’expression
f12)g,) +£:(2) g5(z) est réelle dans tout le domaine D si, et seulement si,

f1(2) = 1181(2) + 21585(2),  fol(2) = 23181(2) + 22085(2),
ol les constantes oy, o9, %y, %, Satisfont aux conditions
Imay; =0, Imoy=0, @ oy,=00-
Indication. En écrivant la condition de réalité sous la forme

F1(2)g:(2) +£o(2)gx(2) =11(2)81(2) +o(2)gx(2),
la différentier deux fois par rapport a z et trouver la condition de compati-
bilité des trois équations linéaires a deux inconnues m) et g—2(7) obtenues.
8.60. Les conditions du probléme 8.59 étant les mémes, montrer que
Pexpression fl(z)g_l(;) + J‘z(z)ag) n’est pas négative dans tout le domaine D
si, et seulement si,

[i(@) =01181(2) + 21,85(2),  f(2) = 2y181(2) + 208 «2),
ol les constantes ot;;, %5, %y, &y Satisfont aux conditions
a;3=0, =0, ap=0u,, lotga|® = 0tq1005 -

8.61. Soient F(z) et G(z) deux vecteurs d’un espace complexe a n di-
mensions, dont les composantes sont des fonctions régulicres dans un
certain domaine D, et soit G(z) non identiquement nul. Montrer que le

produit scalaire (F(z), G(2)) = ZFk(z)Gk(z) est réel dans tout le domaine D

si, et seulement si, F(z)= CUG(z), ol C est une constante réelle, U étant
une matrice unitaire constante.

8.62. Les conditions du probléme 8.61 restant les mémes, montrer que
le produit scalaire (F(z), G(z)) est positif dans tout le domaine D si, et

seulement si, F(z) = CUG(z)U, ou C est une constante positive, U étant une
matrice unitaire constante.

REPONSES

8.01.
1. Nulle part. 2. Sur 1’axe réel et sur I’axe imaginaire. 3. Au point z=0. 4. Surla
droite Rez=Im z. 5. Au point z=0. 6. Partout.
8.08.
1. shzethiz, 2, 2ezcos (2¢2).
3. I=i)coszchz+(1+i)sinzshz 4. (1-2z)e 2.
(1+ z%(cos z— z sin z) — 2z% cos z

1
5. |—=—|e* {0 A e Zi=
(z z)e i (+2p i
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p? D 1
Tae=lizlpmai2 i eRlel —1. 3.0.
2 b4 4e (p+ IZI)
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4, A il
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8.51.

Loi(l—=20)z0. 2 zees B Zicos Z/ 4.z ichiz
5. el*z%2 Ima=0, a=const. 6. Ae?*2, A>0 — const.
7. e+l Ima=0, oo=const. 8. Aze?, A=0 — const.

§ 9. Interprétation géométrique de la dérivée

Soit w(z) une fonction définie dans un domaine D. L’application linéaire
w = Az + BZ + C est appelée partie linéaire principale au point z=z, de P'ap-
plication w=w(z) si
ik \w(z) — (Az+ Bz+ C)| iy

|z -2yl
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