§ 13. Théoréme d’unicité. Prolongement analytique

Les problémes qui suivent nécessitent I utilisati'on du th({oréme,d’umlcne :

Si une fonction f(z) est réguliére dans un domaine D et 5i elle s’annule ftér
vun ensemble E, qui a au moins un point limite dans le domaine D, cflors 1@ i

13.01. Soit f(z) une fonction réguliere dans la fermeture D d’un d(_)malge
D. Montrer que le domaine D ne contient qq’un m?mbre fini de solutions de
I'équation f(z) =a (pour une valeur arbitraire fixée de a).

13.02. Soit f(z) une fonction régulidre au point z=2. Montrer que la
limite lim E‘-I—f(liﬂ—f‘l)—l existe et quelle est égale a un entier positif.
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13.?)32:) Est-ce qu’il existe une fonction (2 regul.@re dg\ns u,n'certam
voisinage du point z=0 satisfaisant 2 I'une des conditions enumerees plus
bas (n=1,2, ...) ?

2 f(;l{)=—’l;coscm

5. £ (3)-zr

1 ()5

> (%)=2n+élosnrz'

e -9
7. 1(a)-s(-5) -
o sfle-

9. f(%) ok

1

=

e i} -2
1. k{2t

1 cos i 1
7 (;) gy

n—52 <

jam—y

I

n

12.

13.04. Soient f;(2) et f,(z) deux fonctions régulieres dans un domaine D
y vérifiant I'équation différentielle f'(z) = P(z, f(@), ou P(z, w) est un poly-
nome a ses indéterminées. Montrer que, si en un certain point z,€ D I'éga-
lité £,(zy) =fo20) a lie, alors fi(z)=/2).

13.05. Soient f;(z) et f,(z) deux fonctions régulicres daus un domaine D
y vérifiant I'équation différentielle

f(m)(z) ==P(Z, f; f.,a piele s f(m—-l)),

oit P est un polyndme i ses indéterminées. Montrer que, si en un certain
point z,€ D les égalités

Sz =fze)s -+ fi("l—l)(zo) "‘:fé(m—l)(zo)

ont lieu, alors fi(2)=fX2).
13.06. Montrer que I’équation fonctionnelle f{z) =f(22) n’a pas de so-
lutions réguliéres au point z =0 et non identiguement constantes.

13.07. Soit g = €™, ol « est un nombre irrationnel. Montrer que I'équa-
tion fonctionnelle f(z) =f(gz) n’a pas de solutions f(z) régulieres pour 1/2 <
< |z} =2 et non identiquement constantes.

13.08. Soit f(z) une fonction périodique réguliére dans un certain do-

maine contenant le point z= ~. Montrer que f(z)=const dans tout le do-
maine de régularité.

REPONSES
13.03.

1. Non. 2.Non. 3.Oui. 4 Oui. 5 Non. 6.Oui. 7.Non. 8. Non. 9.Oui

10. Non. 11. Non. 12. Non.
13.10.

frd
1. Tout le plan, sauf les points z=—2— Qn+l), n=0, %1, £2, ...
2. Tout le plan, sauf les points z=u7n, n=0 £l £2, ...

o

3. Tout le plan, sauf les points z:~2£ @n+1), n=0, 1, £2, ...
n

4. Tout le plan, sauf les points G @n+-1), n=0, £1, £2, ...

5. Tout le plan, sauf les points z:% @ni1), n=0 21;+£2, ...

6. Tout le plan, sauf les points 2:7521— @uEl)y n=00 1 20000
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9. Tout le plan, sauf les points z— " Qnil) n=00 1, 200

7. Tout le plan.

8. Tout le plan, sauf les points z=In
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