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POINTS SINGE S RS, SERIE Hi PAURENT, RESIHD S

§ 19. Points singuliers isolés de caractire tniforme

Soit f(z) une fonction réguliére dans la couronne 0<|z~a|<p (ou bien
dans la couronne p < |z < sj g= =) sans étre définie au point z=gq. Dans
ce cas, 1_e point a est appelé point singulier isolé de caractére uniforme pour
Ia fonction £(z).

Spiyant le comportement de 1a fonction f(z) & proximité du point z=g¢
on dxstu_zgue }es trois types de points singuliers isolés de caractére uniforme ’

1. Si la limite lim J(2) existe et est finie, le point z=g est appelé point

Z2=a
singulie{' éliminqble pour la fonction f(z).
2. Si la limite lim S(2) existe mais est ¢gale 2 Dinfini, le point z~g¢ est

~a
appelé pole 'de‘la fonction f{z).
3. Si la limite lim J(z) wexiste pas, le point z=a est appelé point singulier
2—qa
essentiel de la fonction f2).
19.01‘. Mor}trer que le point z=a est un point singulier éliminable pour
les fonctions ci-dessous -

22_1 - .
L= (@=1. 2 2% (@=0). 3, = (a=0).

1-
4 —F2@=0). 5 ctgz-1 (4q).

Z"‘
1 1 _ 1 1 %
6. e-1 sinz (@=0). 7. COSzZ*Z*;j (a=-2~) .
S

r*-1

8. m (a: m)‘

19.02, Montrer que le point z=g est un pole des fonctions suivantes :

1 1 2
l. = (@=0). LY S 2*+1 .
=z (a 0) 2, (:2+ l)z (a = l). 3. -;—1— (a =z eo),
z z ) ;
° i—_ cos z (a=0). 5. m (a'—’o). 6. Ctg—:; (a: cn).
z )
7. #71 a=ai). 8. tg:cz(a= i—%, :I%, )

15.63. Soient J(z) et g(z2) deux fonctions réguliéres au point z =g, et soit
J(@)=g(a)=0. Montrer que P ’

im 7@ i S @ @ . (2@
L lim—2=1imL¥) 5 AL &2)fz)
zq &(2) Zf.r? &) - :h_n: 2(z) zlg}} { f’(z)g‘-’(z)} .
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IHest plus commode d atiliser 1a premicre formule pour lever

une indéternination du type o dupomt g, ctla deuxieme formule pour

Reonrargue.

d -,
19.04. Soient f(z) et g(z) deux fonctions réguliéres au point z=gq, et soit

fla) = g(a) = 0. Montrer que le point z=a est un point singulier isolé de carac-
tere uniforme pour la fonction F(2)=f(z)/2(2) et qu’il ne peut pas étre un

point singulier essentiel.
19.05. Soit z=a un point singulier isolé de caractére uniforme pour une

fonction f{(z). Montrer que le point z=a est un point si ngulier essentiel pour
la fonction f(z) si, et seulement si, il existe deux suites T4y Zyy ...tz zy, .
telles que

limz;=limz=a et lim fz)=A, limf(z))=B, A=B.

N+ f—+oo N+ nN-»co

19.06. Montrer que le point z=

la fonction sin z.
Indication. Utiliser le résultat du probleme 19.05 en posant z,=nm,

= est un point singulier essentiel pour

z) = 2n+—;— w on=1,2, ...

19.07. Montrer que le point z=a est un point singulier essentiel des
fonctions ci-dessous :

1. & (a==).  2e? (a=o). 3. sin; (a=0).

4. 22 cosi:- (a=0). 5. e*gz( =%) 6. sin(e®) (a= =).

z . n .
7. cos —¢ (a=-1). 8. sin p {a=-i).
19.08. Trouver tous les points singuliers isolés de caractére uniforme

pour les fonctions ci-dessous et déterminer leur type :
z 1 az

z I-cosz 2 o A
‘smz’ * st s " 3.z Sll’]:‘:-_';'—l. 4. ZT:—ICOSZ'Fl .
1 1 ety Z . 1
Soetgz-—. 6. z{et-1). 7. ¢E. 8. sin (e).
REPONSES
19.08. .
1. z=0 : point singulier éliminable; z= £, i%’”’ 5 poles.: poles.
2. z=0 : point singulier éliminable; z= £, 3, & 57, ...
ge=w :pble;z=—1: point singulier eslifnt.lezl': —1 : point singulier essentiel.
= et z=1 : points singuliers éliminables; £3m, ... : poles.

. . = o + 9
: point singulier éliminable; z=+ &, + 27, | ) les
:‘;)%int sin%g‘:xlier ¢éliminable; z=0 : point singulier essentiel

.. : points singuliers essentiels.
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3.
4, z==
5.
6. z=
= e
7.z—il,:¥:2,_3, .
8. z=0 : point singulier essentiel.



