§ 35. Recherche des applications réalisées par des fonctions élémentaires

Dans les problémes du présent paragraphe on rencontre un grand
nombre de domaines dont la configuration est parfois assez compliquée.
Certains de ces domaines sont donnés par des figures, d’autres a [ aide des
inégalités. Compte tenu de ce fait, convenons sur certaines désignations
destinées & abréger I'écriture.

Par le symbole [a, b], ot @ et b sont des nombres complexes finis, on
désigne le segment de droite joignant les points a et b.

Par le symbole [a, + =], oit @ est un nombre réel, on désigne la demi-
droite g =z < + =, et par le symbole [ — =, ¢] la demi-droite —=<z=a.

C’est pour cela que I’écriture

D: {[z|<1, Im z>0, ze[-;l,i]}

signifie que le domaine D représente la moitié supérieure du disque |z] <1
muni d’une coupure suivant le segment de droite [i/2, i], tandis que Pécriture

D : {z¢[--, O]}

veut dire que D représente le plan complexe entier muni d’une coupure
suivant le demi-axe réel négatif.

35.01. Soient x=Re z, y=Im z et C une constante positive. Trouver les
images de chaque ligne des familles indiquées ci-dessous par I’application
w=1/z : :

1. La famille de circonférences x2+ y2=Cx.

2. La famille de droites y=x+ C.

3. La famille de droites y=Cx.

35.02. Soient x=Re z, y=Im z. Trouver les images de chaque domaine
des familles indiquées par ’application w=1/z :

1. La famille de disques x2+ 2= Cx (ici, C est une constante positive).

2. La famille de disques x2+ y2<Cx (ici, C est une constante négative).

3. La famille de disques x2+y2<Cy (ici, C est une constante positive).

4. La famille de demi-plans y>Cx (ici, C est une constante positive).

5. La famille de disques |z—a| <R, ol a est un point fixé, tandis que la
constante positive R vérifie la condition R<|a].

6. La famille de disques |z—a| <R, ol @ est un point fixé, tandis que
la constante R vérifie la condition R>|a|.

35.03. Trouver 'image du disque |z — 1| <2 par les applications suivantes:

5 2iz Lz Wz
1. w=1-2iz. 2. W=sra. Sawesosilidowe o

35.04. Trouver 'image du demi-plan Re z<1 par les applications sui-
vantes:

o ie: Z Rse Z
1. w=1+iz+1. 2. Wt s 3. u =5
_ 4z Wz=30
4, Ve e 5. e
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35.05. Trouver les images des domaines D donnés ci-dessous par les
applications indiquées :

1-z

=DM {[Zl<1, Im Z>0}, W=1+—z .

N

2.D: f{z¢[-2, 1), w=t2

23
3. D: {lz—i|>1, Imz>0}, w=

4 DAt 2

z—-1

CEE

35.06. Rechercher les fonctions homographiques w(z) vérifiant les con-
ditions suivantes :
1. w(0)=4, w(l+i)=2+2i, wi)=0.
2. w(0)=0, w(l+i)=2+2i, w2i)=4.
3. w@=0, wl+i)=-e, w(2i)=2i.
Trouver I'image du disque |z—i] <1 par les applications réalisées par
ces fonctions.
35.07. Rechercher les fonctions homographiques w(z) vérifiant les con-
ditions suivantes :
1. w(@)=2, w(=)=1+i, w(=i)=0.
2. w(i)=0, w(e)=1, Ww(—1i)=o.
3. wd)=-2, w(=)=2i, w(—1)=2.
Trouver 'image du demi-plan Re z=>0 par les applications réalisées par
ces fonctions. 1
35.08. Trouver la fonction w(z) qui réalise une représentation conforme
du domaine D sur le domaine D, en vérifiant les conditions indiquées :
L D: {lz|]<1}, Dy : {Iwl<1}, w(z))=0, arg w'(z) =a(|z,| <1).
2. D : {lzl<1}, Dy : {Iwl<1}, w(z)=wy, arg w'(z))=c (Iz5] <1,
[wol <1).
3. D: {Imz=0}, D, : {{w] <1}, w(zp)=0, arg w'(zy) =a (Im z,>0).
4. D : {Imz=>0}, D; : {Iw| <1}, w(z))=w,, argw'(z))=a (Im z,>0,
[wol <1).
5.D: {Imz=>0}, D, : {Imw=>0}, w(zy)=w,, arg w'(zy) =«
(Im z,>0, Im w,>0).

6. D : {lzl<1}, Dy : {Ilwl<1}, w(l)=1, w(z')=3i_4

, w(=1)=-1.

i

{izI<1}, Dy : {Iwi<1}, w@)=i, “’(E)‘.E'

D
1 1 1 kL
8. D : {lz|<1}, Dy : {lwl<1}, w(i)=§,,argw (7)=—2—.
D

{Imz>0}, D; : {Iwl<1}, wO)=F, w(-1)=1, w(=)=—1.
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10. D : {Imz>0}, Dy : {Iwi<1}, w(0)=~i, w2)=%.

11. D : {Imz=0}, Dy : {lwl<1}, w(l+i)=0, argw'(1 +i)=xm.

12. D : {Imz=0}, D; : {Imw=>0}, w(—1)=0, w(0)=2, w(l)=-.
13. D : {Imz=0}, D, : {Imw=>0}, w(—1)= -2, w(—-2+i)=1+3i.
14. D : {Imz=0}, D; : {Imw=>0}, w(l+i)=i, arg w’(1+i)=g.
15. D : {lz-1-il<2}, D; : {Iwl<1}, w(i)=0, argw'(i)=> .

16. D : {Rez>-1}, D, : {|w|<1}, w(0)=0, arg w'(0) =w.

35.09. Trouver la forme générale de la représentation conforme des
domaines ci-dessous sur la couronne 1<|w| <R :

1. |1z-3]=9, |z-8|<16. 2. |z-5|=4, Rez=0.

35.10. Trouver les images des lignes ci-dessous par I’application w=z2:

1. argz=a (—w<a=m). 2. Rez=a (a=0).

3. Imz=a (a=0). 4. |z|]=p, |largz| <£f :

35.11. Trouver les images des domaines ci-dessous par l’application
w=z%:

1. Imz>0. 2. Rez=>0. 3. n<argz<§2£.

4. |z] <1, <argz<37. 5. Imz=<-1.

6..Rez=1. 7 |zl<2; 0<argz<§.

. lzl==, Rez=0.

35.12. Trouver les images des domaines D donnés ci-dessous par I'ap-
plication de la branche réguliére de la fonction w=}/z séparée par la valeur
de cette derniére au point indiqué :

1+

19D": (Imz=0}, * ¥z|- = -

2.D: {Rez=0}, Vz|ur=1.
3.D : {z¢[0, +=]}, Vz|om—1=-i
4. D : {z¢[—, +11), Vz|ima=
5.D: {lzi<l, Imz=0}, Vz|_s="3
2
6. D ; {Izl>1, 37:’<argz<57n} 5 V;|2=—1=i-
7.D : {Imzp>2Rez+1}, Vz|m1=-i

8.D: {Imz=0, Imz?=4Rez+4}, Vz|m_1=i.
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35.13. Trouver les images des ensembles E indiqués par les applications
correspondantes :

1. E : {argz=;}, w=2z5,

2 {Izl—l <argz<:}, w=7z%
(=<1, Imz=0), w=zn  w(g]-LE.
4. E: {lz1>4, Rez>0}, w=z32 wl=-5.

SES: {[argz1<§, z¢[0, 1]}, w=2z8,

35.14. Trouver des fonctions w(z) quelconques réalisant les représenta-
tions conformes des domaines donnés sur les fig. 37 & 51 sur le demi-plan

dm w=0.
I 35.15. Trouver la fonction w(z) qui réalise une représentation conforme

u domaine
P2=4(x+1) (x=Rez, y=Imz)

sur le disque |w] <1 et qui satisfait aux conditions :
w(—4)=0, argw'(—4)=0.

35.16. Trouver la fonction w(z) qui réalise une représentation conforme
de I'angle |arg z| <m/4 sur le disque |w| <1 et satisfait aux conditions :

w(1)=0, argw'(l)=m.

35.17. Trouver la fonction w(z) qui réalise une représentation conforme
du demi-plan Im z>0 muni d’une coupure suivant le segment [0, {] sur le
disque |w| <1 et qui satisfait aux conditions :

w (241) =0, WD =i

% * *
35.18. Trouver les images des lignes ci-dessous par I’application réalisée

par la fonction w =% (z + —i—] ¢

1. jzl=1, Imz=0. 2. |z|=1, —i;f<argz<—-zn.

utlzl=2. 4! |z]=-—. 5. argz=

-hla

[ ]

3z
6. arg z T
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35.19. Trouver les images des domaines ci-dessous par I'application

réalisée par la fonction w=% (z +%) ~

1 4 3z
1. |zl=2. 1§ 2% [z[<-2—. 3. FoAagZ<T.

T

3 4<argz<-:§—z, z4[0; il 5. |zl <1, Z¢[0,11]:
6. |z| =1, z¢[-2, —1], z¢[l, +=].

7. Im z=0, ze{]zl =il 0<argz<f, §;—’<argz<n} A

81 lal=y Tniz=0; zq[-i, 2].

9. |z] <1, 0<argz<—’% 3
3z .
10. |z] <1, —F=agz<-,.

35.20. Trouver les images des domaines D ci-dessous par I'application
réalisée par la branche réguliére de la fonction w=2z+}z>—1 séparée par
la valeur de cette derniére au point indiqué (dans les égalités qui définissent
le domaine, on pose x=Re z, y=1Im z, g, b et o étant des constantes réelles) :

1.D : {"‘ +—"’—>1} (@=1), w(=)=0.

a®  a*—-1

2D : -2} ©<a<1), wO=i
3.D: {z¢[-=, —1], z¢[l, +=]}), wO)=i
4. D : {z¢[-1, 1]}, w(=)=-.
5.D: {Imz=0}, w(+i=)=0.
& D: {§+a%<1, y>o}, @=1), W(+i0)=i.
x2
7. Dt {cm’a—m%>l’ x=0, y>0}, (0<a<%) w(+ «)=0.
o fxt »? . :
8.0 : {£+20c1, ze[-1, 1), (@>1), w(+i0)= i,

xz 2
9D {a—,+%<l, %,—+Fy_il->l} (a=b=1), w(z)>=1 pour b=z=a.

35.21. Montrer que I'image du domaine |z —ik| =) 1+ A2 par I'applica-

tion w =% (z = —;—) est représentée par tout le plan des w muni d’une coupure

suivant I'arc de circonférence dont les extrémités se situent aux points
w= =1 et qui passe par le point w=ik.

35.22. Trouver des fonctions w(z) quelconques réalisant les représen-
tations conformes des domaines donnés sur les fig. 52 & 67 sur le demi-plan
Im w=0.
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35.23. Trouver des fonctions w(z) quelconques réalisant les représen-
tations conformes des domaines donnés sur les fig. 68 & 75 sur le disque

lwl<1.
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35.24. Trouver la fonction w(z) qui réalise une représentation conforme
du demi-disque |z| <1, Im z=>0, sur le disque |[w|<1 et qui vérifie les

conditions
i L
w (—2-) =0, argw (7) =0.

35.25. Trouver la fonction w(z) qui réalise une représentation conforme

du domaine
x2-y2<1(x=Rez y=Imz)

sur le disque |w| <1 et qui vérifie les conditions w(0)=0, w(1)=1.

35.26. Trouver la fonction w(z) qui réalise une représentation conforme
du disque |z| <1 muni d’une coupure suivant le rayon [ — 1, 0] sur le disque
|w] <1 et qui vérifie les conditions

)=, w(—1+i0)=ﬂ,

L=t

35.27. Trouver la fonction w(z) qui réalise une représentation conforme
de tout le plan des z muni d’une coupure suivant I'arc de circonférence
|z] =1, Im z=0, sur tout le plan des w présentant une coupure suivant le
segment [ — 1, 1] et qui satisfait aux conditions w(l) =1, w(=) = =.

* * *

35.28. Trouver les images des domaines D ci-dessous par les applications
réalisées par les fonctions indiquées :

1. D : {-w<Imz=<0}, w=¢é.

2. D : {{Imz|<m}, w=¢.

3. D : {|IImzj<=/2}, w=é.

4. D : {0<Imz<27, Rez>0}, w=¢.

5.D: {0<Imz<m/2, Rez>0}, w=e*.

6. D : {0<Rez<m, Imz=0}, w=e~

7. D : {z¢[0, +<=]}, w=lnz, wW(—1)= —wi.

8. D : {Imz=0}, w=Inz w@)=mif2.

9. D : {z¢[--, 0], z¢[1, +=]}, w=Inz, w(i)=mil2.
10. D : {lzl<1, Imz=0}, w=Inz, w(i-i0)= —3mi/2.
1. D : {lzl<1, z¢[0, 1]}, w=Inz, w(-1+0)= —wmi.
12. D : {|Imz|<m/4}, w=thz

13. D : {0<Rez=<am}, w=tgz.

14. D : {0<Rez<m/4}, w=ctgz.
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15. D : {0<Rez<l, Imz=0}, w=tgaz.

16. D : {0<Imz<m}, w=chz

17. D : {Rez=0, -1<Imz<0}, w=chaz.

18. D : [Rez=0, 0<Imz<1, z¢[5, ]}, w-chaz.

19. D : {|Imz|<m, Rez>0}, w=shz

20. D : {0<Rez<2m, Imz=>0}, w=sinz.
‘21. D : {Rez=0}, w=In(z+V22+1), w(+0)=mi.

22. D : {Rez=0, Imz>0}, w=In(z+Vz2+1), w(2)>0.
2395D {(Im 2)2—(Rez)2s—%-} , w=In(z+V22+1), w(0)=2xi.

24. D : {z¢[-=, —1], z¢[1, + =]}, w=arcsin z, w(0)=0.
35.29. Trouver des fonctions w(z) quelconques réalisant les représenta-

tions conformes des domaines donnés sur les fig. 76 a 91 sur le demi-plan

Im w=0.
35.30. Trouver des fonctions w(z) quelconques réalisant les représen-

tations conformes des domaines donnés sur les fig. 92 a 97 sur la bande

O0<Imw=<l.
35.31. Trouver la fonction w(z) qui réalise une représentation conforme

dela bande |Im z| < sur la bande |Im w| <z et qui satisfait aux conditions :
W)=+, wWw(+e)=—mi, w(-mi)=—-c.

35.32. Trouver les fonctions w(z) qui réalisent les représentations con-
formes des domaines D donnés ci-dessous sur le rectangle

O0<Rew=<l, 0<Imw=a,

les valeurs de a =0 étant telles que les points z;, z,, z, z, indiqués soient
respectivement transformés en les points

wy=0, w,=1, wy=1+ai, w;=dai

et déterminer la constante a :

1. D : {l1<|z|<2, Imz=0},
z,=1,'2,=2, z3=-2, zg="~-1.

2.D: {Iz-8|<16, |z-3]|=9, Im z =0},
z,=—6, z,=12, z3=24, z;= - 8.

3.D: {3x®+4y%<12, z¢[-2, 1]} (x=Rez, y=Im2),
z;=—2+0i, z,= —1+0i, zg=-1-0i, zy=-2-0i

4. D : {3x2+4y?<12, z¢[-2, -1], z¢[l, 2]} (x=Rez, y=Im2),
zy=—2+0i, z,=—-2-0i, z3=2-0i, z,=2+0i.

* * *
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35.33. Trouver les fonctions w(z) qui réalisent les représentations con-
formes des domaines D ci-dessous sur le domaine [w|<1 et qui vérifient
les conditions w(e)= <, w(«=)=0 :

1. Domaine D : le plan des z muni d’une coupure suivant 'arc de

circonférence |z + i ctg «| =§nl—a situé dans le demi-plan supérieur (0 <o <).
: . ; 1 ¢ 1
2. Domaine D : iz+zctgoc|<sin—a, }z—zctga|<-§n—a O<a<=m).
3. Domaine D : |z+i ctg «| <$ ,Imz=0 (O<a<m).

: 1 7
A lz+lctgocl >'s—m (0<d.<z) X

] - y 1
4. Domaine D : lz+1ctg2a|<sin—2a

35.34. Trouver w'(=) pour les fonctions w(z) du probléme 35.33.

On appelle rayon conforme d’un domaine D par rapport & un point
zp€D le rayon du disque |w| <R sur lequel on peut réaliser une représen-
tation conforme du domaine D par une fonction w(z) vérifiant les conditions
w(zg) =0, wW'(z) =1 si zy= =, et la condition w(z)~1/z (z— =) pour z,= .

35.35. Trouver les rayons conformes des domaines D ci-dessous par
rapport aux points z, indiqués:

LD 1Z2l=Rs Zl<R 20D & Imz=0% Tmz=0.
3. D :le disque |z| <R muni de coupures suivant les segments de droite
[re*,Rei*], [—reP, — Rei*] (0<r<R); z,=0.

4. D : I'extérieur du segment de droite [a, b]; zy= .
5. D : Pextérieur d’un arc de circonférence correspondant & I’angle au
centre 2e et ayant pour extrémités les points z=a et z=>b ; z;= .

REPONSES

35.01.

1. La famille de droites Re w=1/C.
2. La famille de circonférences

1+i 1
W = -

2C | cyz
3. La famille de droites Im w= — C Re w.

35.02.

1. La famille de demi-plans Re w=>1/C.

2. La famille de demi-plans Re w<1/C.

3. La famille de demi-plans Im w< —1/C.

4. La famille de demi-plans Im w= — C Re w.
5. La famille de disques

lal? R
M ) " aP-R*

6. La famille de disques
la|®
Y alar- Ry

R
> .
RE— gt
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35.03.
1. |w—142i|<4. 2. |wl<1. 3. [w=2|>4. 4. Rew<l/4,

35.04.
1. Rew+Imw<3. 2. Rew—-Imw<lI.
3. Iwl<1. 4. |[w=3|=1. 5. w|>1.

35.05.
T
1. —_2_<argw<0. 2. w0, + ].
3. —12<Imw=<0. 4. Rew=>—1, [w—2/3]>4/3.
35.06.
2z
1. w=2iz+4, lw-2|<2. 2. w= "—, |w=2|=2.

z—1"
g
w=(—i)z., Re w=>0. 3
z—1-i
35.07.
z+i z—i
Low=(+8) ——, (w—1]>1. 2 we=-— Imw=0.
Z—1 zZ+1
z—1
3. w=2i——, |w|<2.
z+1
35.08.
o e _ =tk
1. w= % z_o e 2 w= et wtzo)z+wo i 3
1-zz, (woe* = Zp)z+ 1 — gzpei™
PR BN e ey
z-% (1+iwpet®)z — 7, — izgWpel™
s (Wo— Woe®)z+ ZgWeel® — wyZ, c 2z—1
L w= % . W= 2
(1 —e®)z+ zpeir— 7, 2—z
2z+1i (5-3)z-4 i-1-z
7. w= . 8wm— _ W e—
2—-iz 4z—5-3i z+ 14+
iz+ 1 i—1—1§ 2z+2
TRt AR PR L PR &
z+i z—1+4+i 1-z
-1 2iz+2
Bl iy Al e SN IS
z+2 2—z z+3-i
16. w= ——z——.
z+2
35.09.
1. w=eiz. , Ima=0. 2 w=2e‘°‘-“—_--, Ima=0.
35.10.

i
1. argw=2a. 2. Rew=a*—— (Imw)
44°

1
3. Rew=—a2+m (Imw): 4. |w|=p% Rew=0.

35.11.
L wgl0, +-]. 2. we[--, O].

3. Imw=>0. 4. |wi<l, §<argw<n.
1 1
5. Rew= —l+z (Imw)®. 6. Re w>1—-z (Im w)2

1 1
7. iwl<=4, Inw=0. 8. |w|>z, wé| — =, —Z]

35.12.

1. —m<argw=—-af2. 2. |arg w|<m/4.

3. Imw<0. 4. Rew=0, w¢[0, 1].

5. iwl<1, O<argw=m/2. 6. |w|=>1, |7n/2—argw|=<=mn/8.

7. Imw<-}2/2. 8. Rew=0, Imw=>1.

35.13.

1. argw=3xn/4. 2. |w|=1, m[2<argw<m.

3. wl<1, —w<argw=<m/2. 4. |w|<1/8, |m—argw|=3n/4.
5. wg[—=, 1].

35.14. ek
- ' .
1. Fig. 37 : w=)z>+#. 2. Fig. 38 : w=(1/?——J.
1z
1)\2 14 z)2/3
3. Fig. 39 sl ) 4L Fig 40 w=(i—) ]
z—-1 1-z
z—1)2 z+i)2
5. Fig. 41 : w=|{——]. 6. Fig. 42 : w=i|-—|.
waswe(Z5). 6 ms (%)
+i)2/3 z—1)4
7. Fig. 43 : w=i(z—i_) . 8 Fig 44 : w=(—-—].
z—i z+1
1 4/5 z
9. Fig. 45 : "’:('iﬁ) . 10. Fig. 46 : w=V——~.
=Z —Z
g z : z2°+4
11. Fig. 47 : w=V:. 12. Fig. 48 : W—sz—-f-l n
z+1 z2
Cw=emilalf — | . Fig. 50 : w= :
13. Fig. 49 : w=e¢ |/ o) 14. Fig w e
V251
15. Fig. 51 : w= s
-+ % z+1
35.15.
2i-Vz
W= .
1z
35.16.
1-2z2
i 1422
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35.17. : z-1 e sz+102+l6
3+ 4)EF1 o Eig ol RAEL T Tl eanns:
W= ——— S e s
3i+4)z2+1 V251 2X(1-h?)?
i W= — . Fig. 60 : w=| 1+ ————.
35.18. 8. Fig. 59 : w e 9. Fig 4 P+ 2
1. Imw=0, —i<Rew=<1. B T 21— 2
. Fig. P w= —_—_
2. Im w=0, —V—E<Re w<§. B4 z49)?
16 . 16 ; . V Z%(1 — Il)?
2. '23”2"";' =1 (@WEReW, v=Tniw), 11. Fig. 62 : w= ———hﬂlw(l-i-zﬂld)?'
16 . 16 212 i
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