
Angoli
Definiamo su ℝ la seguente relazione d’equivalenza:

𝑥 ∼ 𝑦 ⟺ ∃𝑘 ∈ ℤ| 𝑥 − 𝑦 = 2𝜋𝑘 , (1)

e denotiamo con [𝑥] o con 𝑥̃ la classe d’equivalenza indotta da 𝑥:

[𝑥] ≔ 𝑥̃ ≔ 𝑥 + 2𝜋ℤ .

Denotiamo anche con 𝑆1 l’insieme delle classi d’equivalenza indotte da ∼:

𝑆1 ≔ ℝ∕(2𝜋ℤ) = {𝛼 = [𝑥]| 𝑥 ∈ ℝ} . (2)

Introduciamo, ora, una metrica su 𝑆1 ponendo

𝑑(𝛼, 𝛽) ≔ inf
𝑘∈ℤ

|𝑥 − 𝑦 − 2𝜋𝑘| , 𝑥 ∈ 𝛼 , 𝑦 ∈ 𝛽 . (3)

Es 1 (i) Dimostrare che tale definizione è ben posta, ossia, non dipende dai rappresentanti
di 𝛼 e 𝛽.
(ii) Dimostrare che (𝑆1, 𝑑) è uno spazio metrico completo

Sia 𝕊1 = {𝑒𝑖𝑡| 𝑡 ∈ ℝ} ≔ 𝜕𝔻 il bordo del disco unitario in ℂ.
Es 2 (i) Dimostrare che (𝕊1, 𝑑0) è uno spazio metrico completo, dove 𝑑0(𝑧, 𝑤) = |𝑧 − 𝑤|
(per 𝑧, 𝑤 ∈ 𝕊1).
(ii) Dimostrare che (𝑆1, 𝑑) e (𝕊1, 𝑑0) sono isomorfi come spazi metrici.


