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La formula generalizzata di Cauchy

Lemma Sia 𝐾 ⊆ ℂ compatto e sia 𝐹 ∶ (ℎ, 𝑡) ∈ 𝐾 × [𝑎, 𝑏] → 𝐹(ℎ, 𝑡) ∈ ℂ continua. Allora,
la funzione

𝑓(ℎ) ≔ ∫
𝑏

𝑎
𝐹(ℎ, 𝑡)𝑑𝑡 (1)

è continua su 𝐾 e quindi

lim
ℎ→ℎ0

∫
𝑏

𝑎
𝐹(ℎ, 𝑡)𝑑𝑡 = ∫

𝑏

𝑎
𝐹(ℎ0, 𝑡) , ∀ ℎ0 ∈ 𝐾 . (2)

La dimostrazione segue facilmente daHeine–Cantor, che implica che𝐹 è uniformemente
continua su 𝐾 × [𝑎, 𝑏].
Come applicazione dimostriamo il seguente fondamentale

Teorema Sia Ω ⊆ ℂ un insieme aperto e 𝑓 ∈ 𝐻(Ω). Allora 𝑓 è derivabile un numero
arbitrario di volte suΩ e vale la seguente “formula generalizzata di Cauchy”

𝑓(𝑛)(𝑧) = 𝑛!
2𝜋𝑖 ∫𝐶+

𝑓(𝜁)
(𝜁 − 𝑧)𝑛+1

𝑑𝜁 , ∀ 𝑧 ∈ 𝐷 , ∀𝑛 ∈ ℕ0 , (C𝑛)

dove𝐷 è un qualunque disco aperto la cui chiusura è contenuta inΩ e 𝐶+ è la sua frontiera
orientata positivamente.
Dimostrazione Sia 𝐷 = 𝐷𝑅(𝑧0) e dimostriamo (C𝑛) per induzione su 𝑛 ≥ 0. (C0) è la
formula di Cauchy. Assumiamo (C𝑛−1), con 𝑛 ≥ 1, e dimostriamo (C𝑛). Da (C𝑛−1) segue
che

𝑓(𝑛)(𝑧) = lim
ℎ→0

𝑓(𝑛−1)(𝑧 + ℎ) − 𝑓(𝑛−1)(𝑧)
ℎ (3)

= lim
ℎ→0

(𝑛 − 1)!
2𝜋𝑖 ∫

𝐶+
𝑓(𝜁) (𝜁 − 𝑧)𝑛 − (𝜁 − 𝑧 − ℎ)𝑛

ℎ
1

(𝜁 − 𝑧 − ℎ)𝑛(𝜁 − 𝑧)𝑛
𝑑𝜁 .

Ricordando la formula per la differenza di potenze, si ha che

(𝜁 − 𝑧)𝑛 − (𝜁 − 𝑧 − ℎ)𝑛
ℎ =

𝑛−1∑

𝑗=0
(𝜁 − 𝑧)𝑗(𝜁 − 𝑧 − ℎ)𝑛−1−𝑗

≕ 𝑔(𝜁, ℎ) → 𝑛(𝜁 − 𝑧)𝑛−1 , per ℎ → 0 .

Se 0 < 𝛿 < 𝑅 − |𝑧 − 𝑧0| e 𝑧(𝑡) = 𝑧0 + 𝑅𝑒𝑖𝑡, la tesi segue dal Lemma e la (2) con 𝑎 = 0,
𝑏 = 2𝜋, 𝐾 = {ℎ ∈ ℂ| |ℎ| ≤ 𝛿}, ℎ0 = 0 e

𝐹(ℎ, 𝑡) = (𝑛 − 1)!
2𝜋𝑖 ⋅ 𝑓(𝑧(𝑡)) ⋅ 𝑔(𝑧(𝑡), ℎ)

(𝑧(𝑡) − 𝑧 − ℎ)𝑛(𝑧(𝑡) − 𝑧)𝑛
⋅ 𝑧′(𝑡) .


