Numeri complessi

Il campo complesso C

L'equazione
x*4+1=0 (1)

non ha soluzioni reali x (essendo x? > 0 per ogni x € R). I numeri complessi nascono
dall’esigenza di voler “risolvere” (ossia, voler trovare soluzioni) di qualunque equazione
polinomiale ed in particolare, quindi, dell’equazione (1). E naturale, allora, introdurre
un simbolo i, chiamato unita immaginaria, con la proprieta che moltiplicato per se stesso
coincide con —1:

i“=i-i=-1, )
(che sara quindi soluzione dell’equazione (1)). Dopodiché, essendo le equazioni polino-
miali equazioni algebriche che coinvolgono moltiplicazioni e addizioni & naturale for-
mare combinazioni lineari di numeri reali con l'unita immaginaria e formare cosi numeri

complessi
z=Xx+Iiy, con x,yeR; 3)

la moltiplicazione di un numero reale con il simbolo i &€ “commutativa” (ossia iy = yi per
ogni y € R) e i0 = 0. L'addizione e la moltiplicazione si definiranno nel modo naturale,
tenendo conto della relazione fondamentale (2), ossia, se z; = x; + iy; € 2z, = X5 + iy,
sono due numeri complessi (x; e y; numeri reali), si porra:

zy + 23 = (xp +iy) + (X2 + i) = (X1 + Xx2) + i1 +y2), 4)
e per la moltiplicazione
Oy +1y1) - (2 +1y2) = X1 + X115 + iy1X0 + 291,
(122 = y1y2) + i(x1y2 + X201) - (5)

Zy+Zy

Spesso, come fatto per il prodotto reale, si omette il punto e si denota semplicemente z; - z,
con z;z,. Da queste definizioni segue che:

(i) laddizione e la moltiplicazione di numeri complessi sono operazioni binarie commu-
tative e associative;

(ii) 0 = 0+ i0 ¢ l'elemento neutro rispetto alla somma® e lopposto diz = x + iy é —z =
—x +i(=y);

(iii) 1 é l'elemento neutro rispetto al prodotto®;
(iv) vale la proprierta distributiva®;

(v) ogni numero complesso z diverso da zero ha un reciproco z~* tale chez - z7! = 1.

LQuesta “definizione” di numeri complessi pud non essere soddisfacente dal punto di vista formale: a fine sezione ne
daremo una definizione rigorosa (ma meno intuitiva).

2Ciog, z+0=2z per ogni numero complesso z.

3Ciot,z-1=2z per ogni numero complesso z.

4w (2, + 2,) =w - z; + w - 2, comunque presi w, z;, z, numeri complessi (come ¢ immediato verificare).



Mentre (i) +(iv) si verificano immediatamente, l'esistenza del reciproco (v) ha bisogno
di una breve discussione. Diamo alcune utili definizioni. Dato un numero complesso z
come in (3), x si chiama parte reale di z e y parte immaginaria di° z e si denota:

x = Re(z), y = Im(z), (z=x+1iy); (6)

Z denota il complesso coniugato di z, ossia il numero complesso

Z=x+iy=x—1iy; (7
infine, il numero reale non negativo |z| denota il modulo del numero complesso z:

lz| = |x +iy| =V x2 +y2. )

Si noti che
z|?=z2Z. 9

Si noti anche che z = 0 se e solo se x = 0 = y e questo, a sua volta ¢ equivalente a |z| = 0
e quindi (come per R) un numero complesso é 0 se e solo se il suo modulo é 0. Inoltre, dalla
definizione di complesso coniugato seguono immediatamente le relazioni

z+Z z—2Z
Rez = R Imz = -
2 2i

(10)

Ora, se z € un numero complesso non nullo (ossia tale che |z| > 0), si ha che il numero
complesso definito come

-1 z _ —2 X . -y
= —— =7z = +1 , 11
soddisfa, grazie a (9), la relazione®
zz7l=z71z=1, (12)

e verra quindi chiamato il” reciproco di z # 0.
Riassumendo, i numeri complessi con le operazioni sopra introdotte formano un campo

che verra denotato con C: in altri termini, i numeri complessi verificano I’analogo dei
primi nove assiomi dei numeri reali, che in algebra sono, appunto, chiamati gli assiomi
di campo.
Disuguaglianza triangolare
Anche per il modulo complesso vale la disuguaglianza triangolare

|z1 + 25| < |z1] + |22], Vzy,2, €C; (13)

infatti, tale disuguaglianza segue immediatamente dal seguente®

3 Attenzione: la parte immaginaria di un numero complesso ¢ dunque un numero reale!
. . 3-2i . . o\ 1-i . .
6 Ad esempio, [1+i] =1/2e :’ =3=20)1+i)7! :(3—21)% = % —lg = % +i( - 2)
1
7 immediato verificare che se zw = 1 allora w = z™.

8La (13), per definizione di modulo complesso, & esattamente la (15).



Lemmal Siano x;,y;, i = 1,2, numeri reali. Allora®

[x1%2 + Y12 S\/xf+yf-\/x§+y§, (14)

\/(x1+x2)2+(y1+y2)2S\/xf+yf+\/x§+y§. (15)

Dimeostrazione Elevando al quadrato ed eliminando i termini comuni, si vede che la
(14) € equivalente a

2.,2 2.,2
2x1x2y1y2 leyz +x2y1’

relazione, a sua volta, equivalente a (x1y, — x,;)?> > 0, che & sempre verificata.
Elevando al quadrato la relazione (15), svolgendo i quadrati dei binomi e semplificando
si vede che (15) & equivalente a (14).

Definizione assiomatica di C

Chiudiamo questa breve introduzione ai numeri complessi con la definizione assiomati-
ca di C che fa esclusivo riferimento agli assiomi dei numeri reali. L’idea € che i numeri
complessi z = x + iy sono identificati dai due numeri reali x e y che ne sono, rispetti-
vamente, la parte reale e la parte immaginaria. Identificando quindi i numeri complessi
z = x+iy con la coppia (x, y) € R? possiamo (ri)dare una definizione formale del campo
complesso C:

Definizione 2 Il campo complesso C ¢é I'insieme R? equipaggiato con due operazioni bi-
narie, “+” e “x”, dette rispettivamente ‘somma e prodotto complesso, definite come segue:

(X1, ¥1) + (X2, ¥2) = (X1 + X2, ¥1 + ¥2) (SC)
(x1,¥1) * (X2, ¥2) = (X1X3 — Y1Y2, X1V2 + Y1X2) (PC)
Naturalmente questa definizione € consistente con (3), (4) e (5). Osserviamo che lele-
mento neutro della somma &'° 0 := (0,0) e 'elemento neutro del prodotto & 1 := (1,0);

lopposto di (x,y) & (—x,—y) = —(x,y) e il reciproco di (x,y) # 0 = (0,0) ¢ dato (come

X

si ri-verifica immediatamente) da (x,y) ™! := . Osserviamo anche che

x2+y2 x2+y2

©,1) % (0,1) E (-1,00 = (1,00 = -1

e dunque se poniamo i := (0, 1) otteniamo la relazione fondamentale (2), mostrando che,
in questo approccio 'unita immaginaria i non & altro che il numero complesso (0, 1).
Se, poi, identifichiamo i numeri reali x € R con i numeri complessi (x, 0) ritroviamo la
formula (3) che pero adesso ha la seguente interpretazione:

z:=(x,y)=(x,0) % (1,0) + (0, )(y,0) == x * L +i%y

ossia, omettendo nuovamente il simbolo di moltiplicazione complessa “*’, z = x + iy.

9La (14) si chiama disuguaglianza di Cauchy; la disuguaglianza (15) si chiama disuguaglianza triangolare.
10In questa definizione il simbolo 0 ha due diversi significati: a sinistra & (per definizione) I'elemento neutro in C della
somma complessa e tale elemento neutro & dato dalla coppia (0,0) € R? (dove lo 0 & I'elemento neutro della somma in R).



Osservazione 3 Il campo C, a differenza del campo R, é algebricamente chiuso, ossia,
ogni polinomio (a coefficienti complessi) ha almeno uno zero in C. Forse sorprendente-
mente, le dimostrazioni piu semplici di questa affermazione non sono puramente algebri-
che, ma usano I'assioma di completezza di Dedekind: nel capitolo finale (§ ), daremo una
dimostrazione classica di questo fondamentale risultato, noto, appunto, come il teorema
fondamentale dell’algebra.

Esercizi

Esercizio 1" Calcolare parte reale e parte immaginaria dei seguenti numeri complessi:

(2 +30)% 1/(V2 = 2i); @ — i)/(1 + D); i" (n € N).

Esercizio 2 (i) Verificare che la formula del binomio di Newton, insieme alla sua dimostrazione,
siestendead ae b in C.

(ii) Verificare che la formula della somma geometrica, insieme alla sua dimostrazione, si estende a
C.

Esercizio 3 Siaa,+a,z+---+a,z",cona; € Cea, # 0, un polinomio complesso nella variabile
z € C di grado n. Dimostrare che se P(z,) = 0 per un qualche z, € C, allora P(z) = (z — z,)Q(2)
con Q polinomio di grado n — 1.

[Suggerimento: Porre P(w) := P(z, + w) con w nuova variabile complessa e osservare che P(0) = 0, il che
vuol dire che P non ha termine noto... |

Esercizio 4* Sia dato w = a + i3 € C (a, 8 € R). Trovare le soluzioni di z* = w.

2

[Suggerimento: Se z = x +iy,z> = w < x?—y? = a & 2xy = . Si deve dunque discutere questo sistema

nelle incognite x, y al variare di o, 8 € R.]

Esercizio 5 Sia P(z) = az? + bz + ¢ un polinomio di grado 2 (a # 0) a coefficienti complessi
(ossia, a,b,c € C). Dimostrare che esiste sempre z, tale che P(z,) = 0 e che se b> # 4ac vi sono
esattamente due soluzioni di P(z) = 0 e, in tal caso, determinare le due soluzioni.

[Suggerimento: Si “completi il quadrato” e si usi l'esercizio precedente. ]

Funzioni complesse di variabile reale

Definizione 4 Sia E C R esia f una funzioneda E in C, ossia, f : x € E — f(x) =
u(x) + iv(x) € C, dove u(x) = Re f(x) ev(x) = Im f(x). Diremo che:

(i) f continua in x, € E < u e v sono continue in xy; f € C(E) = C(E,C) <
u,v € C(E);

(ii) f derivabile in x, < u e v sono derivabili in x,; in tal caso poniamo f'(x;) =
Df(xg) = u'(xy) + iv'(xy); analogamente per le derivate di ordine superiore;

(iii) se E é un intervallo, diremo che f é Riemann-integrabile su E, f € R(E) = R(E,C)
< u,v € R(E); in tal caso poniamo

Lf(x)dx = fu(x)dx + ifv(x)dx
E E



(analogamente per gli integrali con estremi a e b in E e per integrali impropri nel caso
E o |f| non siano limitati).

Esempio 5 (Formula di Eulero) Per t € R poniamo
el .= cost +isent, (teR). (16)

Questa ¢ la meravigliosa formula di Eulero'!. Si osservi che da (16) segue immediata-
mente che che

- eit 4 o-it oil _ pmit o
eit = ¢~it cost = ————, sent= — Delt = jeit, 17
i

Dalle formule di addizione delle funzioni trigonometriche e dall’algebra dei numeri com-
plessi, segue subito che
ei(s+t) - eis . eit , (18)

che porta immediatamente alla formula di de Moivre'?
(eX)" = einx | (xeR,nez). (19)
Se z = x + iy, poniamo, poi . .
eZ = et 1= ¥ el (20)
E immediato verificare che anche in questo caso si ha

eFHW = o7 . oW | De?t = zeit | Vz,weC. (21)

La Definizione 4 permette di estendere a funzioni complesse vari risultati relativi alle
funzioni reali; ad esempio, se f = u + iv € R(E,C), E intervallo di R, ed f ha una
primitiva, ossia, esiste F = U + iV derivabile tale che F’ = f, allora vale il teorema
fondamentale del calcolo: per ognia,b € E,

b b b b
/f:/F’::/ U’+if V' =[UL +i[V]L = F(b) — F(a).

In particolare, se n € Z\{0},

2

27 ) einx einx 27
[ ell’lle< D - dx:[ ]0 =0, VVLEZ\{O} (22)

in in

Rappresentazione polare dei numeri complessi
Dalla definizione di seno e coseno segue che la mappa

t€[0,2m) — el =cost+isent € S' :={z e C||z| =1},

it «

¢ biunivoca (iniettiva e suriettiva) e il punto e'* “percorre in senso antiorario” il cerchio S*

partendo dal punto z = 1.

11https://en.wikipediat.org/wiki/Euler%275 _formula
12https://en.wikipedia.org/wiki/DefMoivre%27s _formula



Sez = x+iy € C\{0}er = |z| > 0, il numero complesso w = z/|z| ha modulo 1, il
che significa che w € S! e, dunque, esiste un unico t € [0,27) tale che cost + isent = w

Quindi, ogni numero complesso z # 0 ha un’unica rappresentazione “polare” della forma*?
z=rel! =rcost+irsent, r>0,te0,2xr). (23)

La mappa
@ : (r,t) € (0,+00) x[0,27) — re! =rcost +irsent € C\{0} (24)

& biunivoca; esplicitamente la mappa inversa ¢! ¢ data da

7!z =x+iy € C\{(0} = (r,t) = (|z], Tx+Arccos | x||z| 1) € (0, +00)x[0, 27), (25)

3
con“‘fx:o,sex,yzo;rx:%sex<0§y;7:x=7rsex§0ey<0;7:x=Ense
y<o0<x.

Esercizi

Esercizio 6 Dimostrare che la rappresentazione polare (23) rimane unica se t € I dove I & un
qualunque intervallo fissato lungo 27 con uno solo degli estremi incluso.

Esercizio 7 Dimostrare che la mappa inversa di ¢ in (24) & data da ¢! in (25).

La topologia (standard) di C
Definizione 6 Per n € N, siano z,, = x, + iy, nhumeri complessi.

(i) Unintorno di z, € C ¢ un “disco aperto” D,(zy) = {z € C| |z — zy| < r} con®®
r>0;

(ii) Diremo che la successione {z,} tende a z,, in formule, lim z, = z,, o anche
n—+oo
Z, = 2, Se |z, — zg| — 0.
(iii) Gli aperti di C sono o l'insieme vuoto o gli insiemi A tali che ogni punto z, € A é
interno ad A, ossia, esiste un disco D,(z,) C A; i chiusi sono i complementari degli
aperti.

Osservazione 7 Dalla disuguaglianza

max{|x|, [y[} < |z| = Va2 +y2 < V2 max{|x|, |yl}, (z=x+iyeC), (26)

segue immediatamente che z, := x,, + iy, — 2z := Xy + iy seesolose x,, > xgey, = y.

3£ facile vedere che tale rappresentazione rimane unica se t € I dove I ¢ un qualunque intervallo fissato lungo 27 con uno
solo degli estremi incluso (Esercizio 6).

14Esercizio 7.

15ge r = +00, D,(zy) = C.



Molte delle dimostrazioni date per la topologia standard in R si estendono immediata-
mente a C se si sostituisce agli intervalli aperti i dischi aperti di C: In particolare, si ha
che:

Proposizione 8 Un insieme C C C é chiuso se e solo se comunque presa una successione
{z,}in C convergente si ha chelim z,, € C.

Anche la compattezza si estende in modo ovvio: un insieme K C C si dice compat-
to se per ogni successione {z;} in K esiste una sottosuccessione {z, } con limite in K.
Naturalmente, vale il Teorema di Bolzano-Weierstrass:

Teorema 9 Un insieme K C C é compatto se e solo se é chiuso e limitato.

A titolo esemplificativo dimostriamo che se K € chiuso e limitato, allora K &€ compatto:
sia {z;} una successione in K e sia x; = Rezj, y; = Imz;. Poiché K ¢ limitato esistono
a<bec <dtalicheK C [a,b] X [c,d] (identificando C con R?). Quindi a < xj<be
¢ <yj < d. Dunque, per il Teorema di Bolzano-Weierstrass in R, esiste x; — xy € R
e, analogamente, esiste Yin, = Yo € R. Allora Zj,, = Z0 = Xo + iyo. Poiché K ¢ chiuso,

per la Proposizione 8, z, € K.

Anche la continuita si estende in modo ovvio o tramite definizione “con € e §” o trami-
te le successioni (tenendo a mente che grazie al teorema ponte le due definizioni sono
equivalenti). Diremo, dunque, che f : A C C —» C[oanche, f : A C C — R] é con-
tinua se comunque preso z; € A e una successione {z;} in A convergente a z, si ha che

f(zj) = f(zp)- Ad esempio, i polinomi (a coefficienti in C) sono funzioni continue da C
n

inC:seP = Z a;z* con n > 1 (per n = 0 l'affermazione & banalmente vera), allora
k=0

|P(2) — P(2)|

IA

n

k
D lagl 12 = 2
k=1

n
= |z -z Z |ak|‘zk‘1 + 282z 4+ + zg_zz + zlg_l ,
k=1
da cui la continuita segue immediatamente.

Un altro teorema fondamentale che si generalizza immediatamente a funzioni da C in R
¢ il Teorema di Weierstrass:

Teorema 10 (Weierstrass) Sia K C Ccompattoe f : K — R continua. Allora f assume
massimo e minimo su K.

Dimeostrazione Basta dimostrare il caso del massimo. Sia M = sup{f(z)| z € K}; dalla
definizione di estremo superiore segue l’'esistenza di una successione {z;} in K tale che
f(zr) = M. Per il Teorema di Bolzano-Weierstrass esiste {ij} inK talechezy, — zp €K

e per continuita f(z;,) — f(z,) = M. |



Teorema fondamentale dell’algebra

Teorema 11 Ogni polinomio di grado n € N ha una radice in C.

n

In altri termini, se P(z) = Z a;z* cona, € C,n > 1ea, # 0, allora esiste z, € C tale
k=0
che P(z,) = 0.

Dimostrazione Chiaramente (sostituendo P con P/a,,) possiamo assumere che a, = 1.
Definiamo

m = inf{|P(z)|| z € C} € [0, +o0), ry:=max{1,2(|ag|+-+|a,_1]), V2m +2}. (27)

Allora, se |z| > 1y, da (27) segue che

|P(z)] = |z"+a,_12" 1+ +ag
> papr (1 el Loy
|z |z|"
> |Z|n(1_|an—1|+"'+|a0|)
|z

Z}’l
> —|2| >m+1.

Da questa disuguaglianza segue che IiII;f |P(z)| = m + 1 e dunque
Z|2rg
inf |P(z)| =inf |P(z)|=m. (28)
|z|<rg C

Per il Teorema di Weierstrass, I'estremo inferiore sul compatto {z| |z| < ry}della funzione
continua |P(z)| &€ un minimo, ossia

320 € Cllzol <o, € IP(Z)| <IP(2)| VzeC. (29)

Dimostriamo che P(z;) = 0. Supponiamo, per assurdo, che P(z;) # 0. Definiamo il
polinomio di grado n

P(zy + 2)
Q(z) = ——— (30)
P(z)
Si noti che
Q0)=1; Q=) =1,VzeC, (31
e che esiste 1 < k < n tale che
Q) =1+ b2k + - +byz", b £0, b= ——. (32)
P(zy)
Se definiamo w := —|by|/by, allora |[w| = 1 ed esiste un unico ¢, € [0,27) tale che
el = w. Quindi se t, := t, /k si ha che
. . b
elk[g — ezt* =w= _M , (33)



il che implica

breko = —|by|, 1+ bgrkelo =1—|b|rk € (0,1), VO <r<|b 7k,

(34)

Quindi, nel caso k = n si ha |Q(re’o)| = 1 — |by|r¥ € (0,1) per ogni 0 < r < |by|~V/¥,

che contraddice (31). Se k < n, poniamo

. |be| _
r{:=minijl, ,|b|1/k,
! { 2lbggrl + -+ )" F |

allora, per ogni 0 < r < ry siha

32 . .
= |1 + byrkeikto 4 ... 4 b, rheinto

|Q(re')|

34 .
2 1= lbilr + e+ byrneino

(1= 1bglr®) + (Ibesa| + -+ + [ba )kt

1= rk(1bel = r(1bessl + -+ + bal))

IA

(35) b
< 1—rkM<1,

il che contraddice nuovamente (31). |

(35)



