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Definizione 1

(1) Dati due insiemi non vuoti A e B una relazione R di A in B é un sottoinsieme
R C A x B. Una relazione in A ¢é una relazione di A in A.

(ii) Una funzione f di A in B é una relazione di A in B tale che se (xz,y) € [ e
(z,y') € f, allora y = v, in altri termini, una funzione é una relazione tale che due
elementi distinti non possono avere la stessa prima componente’.

Il dominio di una funzione f C A x B ¢é l'insieme Dy = {x € A|(z,y) € f}.

Il range o limmagine di f ¢ l'insieme Ry := f(Dy) :={y € B|(x,y) € f}.

Una funzione da A in B ¢ una funzione di A in B con Dy = A (e si denota
f:A— B); diremo anche che una funzione da A in B ¢é una funzione con dominio
A e codominio B;

una funzione da A su B (o funzione “suriettiva”) é una funzione da A in B con
Ry = B;

una funzione da A in B si dice iniettiva se (x,y) € f e (2',y) € [ implica x = 2';
una funzione biunivoca da A in B & una funzione iniettiva da A su B.

(iii) Una operazione binaria su A ¢é una funzione da A x A in A.
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Definizione 2

L’insieme dei numeri reali, denotato R, é un insieme su cui sono date due operazio-
ni binarie, “somma” (denotata con “+7) e “prodotto” (denotata con “”) e una rela-
zione di “ordine” (denotata “<”), che soddisfano i sequenti quindici assiomi “algebri-
ct” [(S1)+(S4), (P1)=(P4), (01)+(04), (SP), (SO), (PO)] ed un sedicesimo assioma

[(ES)] di “completezza” o “dell’estremo superiore”.

“@ »

Assiomi della addizione:

(S1) (z+y)+z=x+(y+2) Vaz,y,z€R proprieta associativa di +
(S2) 30€R taleche z+0=2 VzeR esiste elemento neutro per +
(S3) Vz €R, Jy €R, tale che r+y=0 esistenza elemento opposto
(S4) z4+y=y+2x Vz,yeR proprieta commutativa di +
Assiomi del prodotto®:

(Py) (x-y)-z=2-(y-2) Va,y,z€R proprieta associativa di -
(P2) 31€R,1#0, taleche z-1=2z VzeR esiste elemento neutro per -
(P3) VxeR,z#0, 3y €R tale che x-y=1 esistenza del reciproco
(Py) z-y=y-x Vz,yeR proprieta commutativa di -

Proprieta distributiva:
(SP) z-(y+z2)=(r-y)+(x-2) Vz,y,z €R

Assiomi di ordine? totale:

IDi solito, una coppia “in relazione” (z,y) € R si denota anche rRy.

2Di solito, una coppia (z,y) di una funzione f, si denota con (z, f(z)); per una funzione
f si usano anche le notazioni standard f : z — f(x) o semplicemente f(x).

3Spesso, in seguito, ometteremo il simbolo “” denotando z - y semplicemente con xy.

4Una relazione che soddisfi esclusivamente le proprieta riflessiva, antisimmetrica e
transitiva si dice relazione di “ordine parziale”.
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(01) z<z VzeR proprieta riflessiva di <
(0O2) z<y,y<azx allora z=y proprieta antisimmetrica di <
(0O3) z<y,y<z allora z<z proprieta transitiva di <
(0O4) z<yoy<zxz Vz,y €R ordine totale di <

Assioma di somma e ordine:

(SO) z<y allora z+2<y+2z VzeR
Assioma di prodotto e ordine:

(PO) 0<z, 0<y allora 0<z-y

Assioma di di completezza (o dell’esistenza dell’estremo superiore):
Prima di enunciare l’assioma di completezza diamo le sequenti definizioni: dato A C R
non vuoto, si dice che A ¢ limitato superiormente se 3 M € R tale che x < M,
V€ A; un tale M si chiama maggiorante di A.

(ES) Per ogni A C R limitato superiormente esiste un numero s, detto estremo
superiore di A che ¢ il pu piccolo dei maggioranti di A.

Definizione 3
Sia A C R non vuoto.

A si dice limitato inferiormente se esiste m € R tale che m < x per ogni x € A;
un tale m prende il nome di minorante per A.

Se A ¢é limitato inferiormente, un numero r che sia il pit grande dei minoranti di A
prende il nome di estremo inferiore di A.

Un insieme limitato superiormente e inferiormente si dice limitato.

Se un maggiorante M di A appartiene ad A, tale M prende il nome di° massimo di
A. Analogamente, se un minorante m di A appartiene ad A, tale m prende il nome
di minimo di A.

Definizione 4

y—x:=y+(—z) Vz,yeR differenza o sottrazione

x/y = T.= z-y b VayeR, y#0 rapporto o divisione
Yy

2:=1+1

2’ i=x-x

T >y e equivalente, per definizione, a y < x.

x <y e equivalente, per definizione, a x <y ex #y; xr >y & equivalente a y < x
r+y-z:=x+(y-2)

L’insieme dei numeri positivi {z € R| x > 0} si denota con Ry; linsieme dei
numeri non negativi {r € R| z > 0} si denota con Ry. Analogamente, R_ e R_
denotano, rispettivamente, i numeri negativi e i numeri non positivi.

5In altre parole, A ammette massimo (minimo) se esiste M € A (m € A) tale che v < M
(m < x) per ogni z € A.
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Definizione 5
Per ogni z € R definiamo la sequente funzione, detta “valore assoluto” o “modulo”
di x:

T, sex >0,
—x, sex<O0.

o] = max{z, o} = { 1)

Definizione 6
Per ogni x € R definiamo la sequente funzione, detta “segno” di x:

< se x #0 ,

) =l
sgn () := 2
(=) 0, se x = 0. @)

Definizione 7

(i) Dato un insieme A C R, —A denota l'insieme {—m’x € A}

(i) Un insieme A C R di dice simmetrico se —A = A; equivalentemente, A é
simmetrico se x € A implica —x € A.

(#ii) Sia A un insieme simmetrico. Una funzione f : A — R si dice pari se f(—x) =
f(x), si dice dispari se f(—x) = —f(x).

Definizione 8
(i) Un insieme I C R viene detto induttivo se:

e 1le1]

erxec] — x+1el.

(ii) L’insieme dei numeri naturali N ¢ il pit piccolo insieme induttivo di R, cioé

N:={z€R| z €,V ICRinduttivo} = [] I

I induttivo

Definizione 9

L’insieme dei numeri interi Z ¢é l'insieme Z := NU{0} U —N; l’insieme degli interi
non negativi si denota Ng := {0} U N; l’insieme degli interi negativi si denota
Z_:={neZln<0}.

Definizione 10
L’insieme dei numeri razionali ¢ definito come

p
Q::{r:§|p€Z, g € N} .

I numeri in R\Q si chiamano irrazionali.
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Definizione 11
(i) Un intero m é divisibile per un intero d # 0 se esiste n € Z tale che m = dn; in
tal caso scriveremo d|lm e diremo che d ¢ un divisore di m.

(i) Un numero naturale n > 1 si dice primo se gli unici divisori positivi di n sono
1en.

(ii) Dati due interi m e n si definisce il massimo comun divisore (m.c.d.), e si
denota con (m,n), il massimo dell’insieme D := {d € N| d|m e d|n}.

(iv) Due interi m ed n si dicono primi tra loro o coprimi se (m,n) = 1 ossia se
l'unico intero positivo che divide sia m chen é 1.

Definizione 12
La quantita (x +y)/2 si chiama media aritmetica di x e y, mentre

d(z,y) = |z -yl

¢ la distanza (euclidea) tra = e y.

Definizione 13
Sia x € R; si definisce parte intera di z, e si denota [z], il massimo dell’insieme
{n € Z | n <z}. Tale intero é l'unico intero che verifica [x] < x < [z] 4+ 1.

La funzione x — R+ {z} := x — [z]| prende il nome di parte frazionaria di z.

Definizione 14
Sia A un insieme non vuoto. Una successione in A (o “a wvalori in A”) é una
funzione a :n € N+ a, € A, ossia una funzione con dominio N e codominio A.

Definizione 15

- . . . T sen=1
Definizione ricorsiva di z” con n € N, x € R: 2" := D1 ’
T-T , sen>2.

Definizione 16

Definizione ricorsiva di n! con n € Ny: n!:=
n-(n—1)"~, sen>1.

{ 1, sen=20,
Definizione 17

Definizione ricorsiva di sommatoria: Data una successione {a,} si definisce,
n

ricorsivamente, la sommatoria g ar, degli ap, per k che varia tra 1 e n come
k=1

a , sen=1,

n
> "Zl
ap =
klk an + ap , sen>2.

k=1
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Definizione 18

Sian €Z conn <0 exeR\{0}. Sidefinisce
1
=1 x"::fn,Vn<O.

Definizione 19

Siax >0, n€NeR,:={t>0t"<uzx}. Lestremo superiore di R, si chiama
: 1

radice ennesima (o “n—ma”) di z e si denota con {/x o con xn.

Definizione 20 ) )
Sea>0en €N, poniamo: a”n := (an)"!.

Definizione 21

Sen € Z ¢ un numero intero dispari e x < 0, poniamo
1 1 . .
xn = —|z|n (x <0, n dispari) . (3)

Definizione 22 )
Sea >0, r € Q poniamo a” := (aP)a dovep € Z e ¢ € N sono tali che r = p/q.

Definizione 23

Sex <0 er=mp/qéun numero razionale con q é dispari, poniamo 2P/ = (ml/q)p.

Definizione 24

(i) Un polinomio su R ¢ una funzione P : R — R della forma

n n
P(x) =) ape® :=ao+) apa® =ao+ oz + -+ ana” (4)
k=0 k=1

dove ay (i “coefficienti del polinomio”) sono numeri reali fissati. Il numero intero
d := max{k|1 < k < n e a, # 0} si chiama grado di P; il grado del polinomio
identicamente nullo (tutti gli a = 0), per convenzione, ¢ —1.

(ii) Una retta in R* (non parallela all’“asse delle y” {(z,y) € R?*| z = 0}) & una
funzione r : R — R della forma r(x) = ax + b con a,b € R (ossia r é un polinomio di
grado d < 1); il coefficiente a si chiama coefficiente angolare della retta r.

(iii) Un polinomio x € R — p(x) = az?® + bx + ¢ di grado 2 (o0ssia a # 0) si chiama
b
parabola (“con asse di simmetria verticale”); i numeri A := b*> — 4ac e xg := ———

a
st chiamano, rispetivamente, discriminante e vertice della parabola p; l'asse di
simmetria ¢é la retta parallela all’asse delle y data da {x = xo}.

Definizione 25

Sia f: A— f(z) €R.
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(i) Si definisce sup [inf, max, min| di f e si denota sup f [igf f, max I, mAin f]
A

lestremo superiore [I’estremo inferiore, il massimo, il minimo| dell’insieme im (f) :=
{f(z)|z € A}. Si dice che f non & limitata superiormente [inferiormente] se
im f non é limitato superiormente [inferiormente].

(i) f si dice crescente (o “non decrescente”) su A se f(x) > f(y) Vo >y, x,y € A.
f si dice strettamente crescente su A se f(x) > f(y) Vo >y, z,y € A.

f si dice decrescente (o “non crescente”) su A se f(z) < f(y) Vz >y, z,y € A.
[ si dice strettamente decrescente su A se f(x) < f(y) V z >y, x,y € A.

[ si dice [strettamente] monotona su A se é o [strettamente] crescente o [stretta-
mente| decrescente.

Definizione 26

I simboli +00 e —oo prendono il nome di pit € meno infinito. L insieme
R* :=RU{—o0} U {—0o0}

prende il nome di estensione dei numeri reali o retta estesa. Un elemento di R*
si dice finito se appartiene a R.

Si estende la relazione d’ordine “<” a R* ponendo
—o0 < 400, —co<r<+400, VreR;
diremo che +00 [—00| € un elemento positivo [negativo] di R*.

Definizione 27
Se A CR é un insieme non vuoto e non limitato superiormente, poniamo

sup A := 400 ;
se A CR é un insieme non vuoto e non limitato inferiormente, poniamo
infA:=—00.

Definizione 28

Un insieme non vuoto I C R ¢ un intervallo se comunque prese due punti v <y di
I si ha chet €I per ogni x <t <y.

Se I ¢ un intervallo il suo estremo superiore [inferiore] (che, in generale, é un ele-
mento di R*) prende il nome di estremo destro [sinistro] dell’intervallo I.

Sia I un intervallo e sia a :=infI < b:=supl con a,b € R*. Se a e b non apparten-
gono ad I l'intervallo si dice aperto e si denota con (a,b); se a e b appartengono ad
I lintervallo si dice chiuso e si denota con [a,b]; sea € I eb & I, I si denota con
[a,b); sea ¢ I ebel, I sidenota con (a,b].

Se I € un intervallo limitato di R e a < b sono i suot estremi, la lunghezza o misura

di I é il numero non negativo
I):=b—a;

tale numero si denota anche mis(I) o |I|; se I é un intervallo non limitato, poniamo
(1) = 4o0.



8 Universita “Roma Tre” — L. Chierchia

Definizione 29

Sia x € R; un qualunque intervallo aperto che contiene x prende il nome di intorno di
x; un intervallo (a,+00) é un intorno di +oo; un intervallo (—oco,b) é un intorno
di —o0.

Sia x € R; un intorno simmetrico di = ¢ un intervallo della forma (z — 6,z + 0)
con 6 >0 e si denota con Is(x).

Definizione 30

Sia P(x) una affermazione che dipende da x € R*. Diremo che “P(x) é definitiva-
mente vera per x che tende a xo” o “P(x) é vera per x vicino ad xo” se esiste un
intorno U di xq tale che P(x) é vera per ogni x € U\{zo}.

Definizione 31

Sia A un sottoinsieme non vuoto di R.

(i) x € A si dice punto interno di A se esiste un intorno U di x contenuto in A.
L’insieme di tutti i punti interni di A si denota Ae prende il nome di interno di A.
(ii) x € A si dice punto isolato di A se esiste un intorno U di x tale che UNA = {z}.
(iii) x € R* si dice di accumulazione per A se per ogni intorno di U di x si ha che
(UNA\{z} #0, in altri termini, x é di accumulazione per A se in ogni intorno di
vi & almeno un punto di A diverso da x. L’insieme dei punti di accumulazione di un

insieme A ¢ un sottoinsieme di R* che prende il nome di derivato di A e si denota
con DA.

Definizione 32
Sia ACR, 20 € YA, L €R* ¢ f: A— R. Diciamo che

L= lim f(z)
T—T0
(in parole, “L é il limite di f per x che tende a xy”) se comunque preso un intorno
V di L esiste un intorno U di xq tale che f(x) € V per ogni x € (U N A)\{zo}; in
formule:

T—T0

L= lim f(zr) <= VVintornodiL , 3U intornodizg | f(x) € V,Vax € (ANU)\{xo}

Qualora non vi sia ambiguita scriveremo lim f o anche lim f al posto della piu
T—xQ

completa notazione mli_)lrrml0 f(x).

Definizione 33
Due elementi di R* hanno lo stesso segno se se sono o entrambi positivi o entrambi
negativi.

Definizione 34
Sia A C R. Un punto xg > —oo si dice punto di accumulazione sinistro di A se
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z9 € 2(AN(—00,19)). Sia L € R* e f: A— R. Diciamo che L ¢ il limite sinistro
di f per x che tende a x¢ da sinistra e scriveremo

L= lim f(z),
T—To—

se si ha che YV intorno di L 3 U intorno di xo tale che f(x) € V,V x € (A NUN
(—oo,xg)).
La definizione di limite destro e analoga:
Sia A C R. Un punto xg < +0o0 si dice punto di accumulazione destro di A se
Ty € .@(A N (xo, +oo)). Sia L € R* e f : A — R. Diciamo che L ¢ il limite destro
di f per x che tende a xo da destra e scriveremo

L= xEIzI;+ f(ﬂ?) ’
se si ha che VV intorno di L 3 U intorno di x tale che f(z) € V.,V z € (ANUN
(LUQ, —l—OO)) .
I limiti da sinistra o da destra si chiamano anche limiti laterali.

Definizione 35
Siano f,g: A — R exog € ZA, diremo che f si comporta come g (f ~ g) vicino

a xg, se g # 0 vicino a xg e lim = =1.
T—T0 g

Definizione 36
Sia f: A— R exg € A. Si dice che f & continua in x( se

xo € un punto isolato di A oppure liﬁ\m f(z) = f(xo) . (5)
T—x0

Se f & continua in ogni punto di A si dice che f & continua su A. L’insieme di tutte
le funzioni continue su A si denota con C(A).

Definizione 37
(i) Siano A e B sottoinsiemi non vuoti diR; f: A—R, g: B— R e im(f) C B. Si
chiama funzione composta e si denota con go f la funzione

gof:ze A go f(z):=g(f(z)) €R.

(i) Sia A # 0 un sottoinsieme di R; sia f : A — R una funzione iniettiva e sia
B = im (f) l"immagine di f. Si chiama funzione inversa di f la funzioneg: B — A
che a y € B associa l'unico © € A tale che f(x) = y; equivalentemente, g é l'unica
funzione da B in A tale che go f = id dove id é la funzione identita: id (z) = x.
Talvolta la funzione inversa di f si denota con f~'. Diremo anche che una funzione
niettiva € tnvertibile.
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Definizione 38
Sia {an} una successione a valori in R, {a,} :n € N+ a, € R. Allora

lim ay, significa : lim ay,
n—-+4o0o
anp — L significa : lim a, =1L
n—-+oo
an significa : Gp41 > ap , VN EN .
an ML significa : Gpt1 > Qn € lim a, =L
n—-+o00
N significa : n41 < ap , VN EN.
an \¢ L significa : On1 < Qp € lim a,=1L.
n——+00

La successione {ayn} soddisfa la proprieta P definitivamente se esiste N tale che
{an} soddisfa P per ognin > N.

Definizione 39 (Numero di Nepero)

e= tm (1+ %)n . (6)

n—-4o00

Definizione 40
Per ogni x € R si pone:
(i) 17 :=1;

i) pera>1, a*:= lim a;
( ) p ’ teQ,t—x ’

(iii) per 0 <a < 1, a® := (a=1)7% ;
(iv) la funzione x € R — e® (e numero di Nepero) prende il nome di funzione

esponenziale;

(v) per a > 0, la funzione x € R — a” prende il nome di funzione esponenziale in
base a.

Definizione 41
Datia > 1 e x > 0 si chiama logaritmo in base a di z, e si denota con log, x, il
numero reale

log, © :=sup{t € R| a' < x} . (7)

Se 0 < a < 1, definiamo log, x := —log,1 x.
Il logaritmo in base e (numero di Nepero) prende il nome di logaritmo naturale di
x e si denota con log x.
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Definizione 42

Prendono rispettivamente il nome di seno iperbolico, coseno iperbolico, tangen-
te iperbolica, cotangente iperbolica, secante iperbolica e cosecante iperbo-
lica le sequenti funzioni

et —e* e +e*

senhzy := ———— | coshr (= ————
2 2

senh x cosh z
tanh x = , cotanhxz =

cosh x senh x

1 1

sechx = , cschx = .

cosh x senh z

Le funzioni senhx, coshx, tanhx e sechx sono definite per ogni x € R, mentre
cotanhz e cschx sono definite per x # 0.

Definizione 43
La funzione

x € R y:= senh 'z := arcsenhz = log (v + V22 + 1) , (xeR), (8)

¢ la funzione inversa di y € R — senhy e si chiama seno iperbolico inverso o
arcoseno iperbolico.
La funzione

z € [1,400) = y := cosh™ ! z := arccoshz = log (v + V22 — 1) , (x>1), (9

¢ la funzione inversa di y € [0,400) — coshy e si chiama ramo principale
(o positivo) del coseno iperbolico inverso o ramo principale (o positivo)
dell’arcocoseno iperbolico.

Definizione 44
Sia {a,} una successione di numeri reali. La serie con termini a,, ¢ la successione

{sn} con

n
sn::Zak:al-f—ag—i-”-—i-an. (10)

k=1
Si dice che la serie {s,} é: regolare se lim s, € R*; convergente (a s) se lims, =

s € R; divergente (a £00) se lim s,, = +00; irregolare se {s,} non ha limite.
+oo 00

Se la serie {s,} & regolare il suo limite si denota E an o anche con E an. E anche

n=1 n=1
+00

di uso frequente indicare con il simbolo Z an (o0 anche solo con ) ay) la serie stessa
n=1

{sn} (ad esempio per “comportamento di Y a,’

successione {sp}”).

Si dice che due serie Y a, e >_ b, hanno lo stesso comportamento, in simboli

Zan szn )

)

st intende “comportamento della
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se convergono entrambe o se divergono entrambe a 00 o se sono entrambe irregolari.
Una serie Y a, si dice a termini positivi se a,, > 0 per ogni n; una serie si dice
a segni alterni se i suoi termini sono della forma a, = (—1)"b, con b, > 0 (o
b, < 0); una serie si dice si dice telescopica se i suoi termini sono della forma
Gn = by — bpy1 con b, €R.

Una serie Y ay, si dice assolutamente convergente se converge la serie Y |ay)|.

Pit in generale, dato m € Z e numeri ay, con k > m, si puo considerare la serie {s,}
con

m—1+4n n
Sn= D GE= D Gmoiik =t Gt G (11)
k=m k=1

Le definizioni date sopra si estendono in modo ovvio a questo caso.

Definizione 45
La parte positiva di x ¢ la funzione
x|+

rER— xy = 5 = max{z,0} € [0, +00) ;

la parte negativa di x ¢ la funzione

reER— o= ]w\Q—x = —min{z,0} € [0,400) .

Definizione 46

La serie

(o)=Y — (12)

S
n=1 n
si chiama funzione zeta di Riemann.
Definizione 47 (Serie esponenziale)
Per x € R poniamo
exp(x) ==Y . (13)
k=0

Definizione 48
Siano n,k € Ng con k < n. Si chiama coefficiente binomiale n sopra k il numero

(Z) ~ ku(:'_k): (14)

Definizione 49

Sia f:A—Rexge ANZDA.



Universita “Roma Tre” — L. Chierchia 13

(i) f ha una discontinuita di salto (o di prima specie) in xo se esistono (finiti)
i limiti laterali in xg e lim f(z) # lim f(x).
T—x0— Tr—x0+

(ii) f ha una discontinuita essenziale (o di seconda specie) in xo se uno dei
limiti laterali non esiste (finito).

(iii) f ha una discontinuita eliminabile (o di terza specie) in zg se lim f =1L €
Tr—xQ
ReL# f(zo)

Definizione 50
Per ogni x € R poniamo

& 2k 2 4 6 8 10
X X Xz xr Xz Xz
o kzo( ) @ 2 217 720 " 10320 ~ 3628800
o 2k+1 3 5 7 9 11
i X x X X x
SeLr kzo( ) Ck+1)! 776 T 120 5040 " 362880 39916800

Definizione 51
Pi greco, 7, ¢ il doppio del primo zero positivo del coseno: w := 23 dove B € (1,2)
¢ tale cos =0 e cosz > 0 per ogni z € [0, ).

Definizione 52

(i) Si dice che una funzione f : R — R ha periodo T' # 0 (o che T # 0 ¢ un periodo
per f o che f ¢ periodica di periodo T) se f(x+T) = f(x) per ogni x € R.

(ii) Un periodo T > 0 per f si dice minimo se non esiste un periodo T’ per f con
0<T'<T.

Definizione 53

tanz = Senx, VCE#E+/{?7T, keZ, (15)
cos T 2
cotanz = —oF , Vao#kr, keZ. (16)
sen x

Definizione 54
(Rami principali delle funzioni trigonometriche inverse)

(i) L’inversa della funzione
xr € [-m/2,m/2] — senz € [—1,1]
prende il nome di (ramo principale) dell’arcoseno:

z € [-1,1] — Arcsenz € [—7/2,7/2] .
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(ii) L’inversa della funzione
x € [0,7] — cosx € [—1,1]
prende il nome di (ramo principale) dell’arcocoseno:

xz € [-1,1] — Arccosz € [0,7] .

(iii) L’inversa della funzione
x € (—7m/2,7/2) — tanz € R
prende il nome di (ramo principale) dell’arcotangente:

x € R+ Arctanz € (—n/2,7/2) .

Definizione 55
Una sottosuccessione (o successione estratta) di una successione {an} € una
successione {by} data da by = ay, con {ny} strettamente crescente e a valori in N.

Definizione 56
(i) Due insiemi non vuoti A e B si dicono in corrispondenza biunivoca o che
hanno la stessa cardinalita, e si denota A ~ B, se esiste una funzione biunivoca

da A su B.

(ii) Un insieme F' si dice finito se esiste n € N tale che F ~ I, dove I, := {k €
N| £ < n}. Tale n viene chiamato la cardinalita di F' e si denota con #F.

(iii) Un insieme E si dice infinito se non é finito.
Definizione 57
Sia {an} una successione a valori in R.
(i) Definiamo linsieme dei possibili limiti di {a,} come
L= ‘C{an} = {L S R*‘ = A, — L} , (nk /‘) . (17)
(ii) Definiamo il limite superiore/inferiore o massimo/minimo limite come
limsup a, := lima, := max L ,
liminf a,, := lima,, := min £ (18)
Definizione 58
Sia {a,} una successione a valori in R.

(i) Poniamo: @, :=sup{ay: k>n} =supay; {:=infa,
k>n

(ii) Poniamo: a, = inf{ay : k> n} = inf ax; £:=supa,
k>n n
(iii) M € R* si dice maggiorante definitivo di {a,} se esiste N tale che a, < M,

Vn>N.
Poniamo: M := ﬂ{an} := {maggioranti definitivi di {a,}} e m = inf M.

(iv) M € R* si dice minorante definitivo di {a,} se esiste N tale che M < ay,
V.n>N. Poniamo: M := My, y = {minomnti definitivi di {an}} e m = sup M.
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Definizione 59
Una successione {a,} si dice di Cauchy (o fondamentale) se per ogni e > 0 esiste
N € N tale che |a, — am| < €, per ognin,m > N.

Definizione 60 (Assiomi di topologia)
Una topologia su un insieme X é una famiglia A di sottoinsiemidi X, detti insiemi
aperti, che verifica:

(7'1) @, X eA;
(r2) se A; € A, VieJ, allora U A, € A;
ieJ
(r3) se A; € A, per1 <i<mn, allora ﬂ A; € A

1<i<n
Un insieme E C R si dice chiuso se E¢ := X\E € A ossia se il suo complementare
e un insieme aperto.

Definizione 61
La topologia standard su R ¢ la famiglia A in cui A € A se e solo se 0 A = () oppure
ogni suo punto éun punto interno ossia ¥ x € A esiste 0 > 0 tale che (x—0,z+0) C A.

Definizione 62
DB :=9ENR.

Definizione 63
(i) La chiusura di un insieme E, E, ¢é il pit piccolo insieme chiuso che contiene E,
ossia E ¢ chiuso e se D ¢ un chiuso che contiene E allora E C D.

(ii) La frontiera (o frontiera insiemistica) di E ¢ definita come OE := E\E.
Definizione 64
Un insieme K C R si dice compatto per successioni (o semplicemente “compatto”)

se comunque presa una successione in K esiste una sua sottosuccesione il cui limite
appartiene a K.

Definizione 65
Sia f: E— R e A CR. La preimmagine di A per f, f~'(A), ¢ il sottoinsieme di
punti di E la cui immagine appartiene ad A: f~1(A) :={x € E: f(z) € A}.

Definizione 66
Una funzione f: E — R si dice uniformemente continua su E se

Ve>0, 36>0 tec |flx)—fly)l<e, VayeE, |lz—yl<d. (19)

Definizione 67
Sia f: E—ReACFECB. La restrizione di f ad A é la funzione

fla:A—=R te. flalx)=f(z),VzeA. (20)

Una estensione f di f su B ¢ una funzione f : B — R tale che f|E = f.



