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Dimostrazione Discutiamo il caso dell’estremo superiore (lasciando per esercizio il caso
dell’estremo inferiore).
Sia M = supE e costruiamo la succesione {xn} per ricorrenza.
Se M = +1, significa che E non è limitato superiormente. Sia x1 un punto qualunque di
E e se, per n � 1, xn 2 E, (poiché E non è limitato superiormente) esiste xn+1 2 E tale
che xn+1 > max{n, xn}: per costruzione xn è strettamente crescente e per il Teorema 2.33
xn > n % +1.
Sia ora M 2 R \ DE e sia x1 < M un punto qualunque di E. Sia, per n � 1, xn 2
E: per la Proposizione 1.85 e per il fatto che M è d’accumulazione esiste xn+1 2 E tale
che max{xn,M � 1

n} < xn+1 < M : per costruzione xn è strettamente crescente e per il
Teorema 2.33 M � 1

n < xn % M .
Infine se M 2 R ma non è d’accumulazione significa che M è un punto isolato di E e dunque
si può prendere xn = M per ogni n (ed in questo caso la successione non potrà naturalmente
essere strettamente monotona).

Il viceversa segue immediatamente dalla Proposizione 1.85.

Esercizio 2.18 Si completi la dimostrazione della Proposizione 2.35.

Il prossimo risultato mostra come è anche possibile caratterizzare la nozione di limite tramite
successioni.

Proposizione 2.36 (Teorema ponte) Sia f : A ! R; x0 2 DA e L 2 R⇤. Allora vale la
seguente equivalenza:
limx!x0 f(x) = L se e solo se presa comunque una successione {xn} a valori in A\{x0} tale
che xn ! x0 si ha che f(xn) ! L.

Dimostrazione Assumiamo che limx!x0 f(x) = L e che {xn} sia una successione a valori in
A\{x0} tale che xn ! x0. Sia V un intorno di L. Poiché limx!x0 f(x) = L, esiste un intorno
U di x0 tale che f(x) 2 V per ogni x 2 U\A\{x0} e poiché xn ! x0, esiste N tale che xn 2 U
per ogni n � N ed, inoltre, (essendo {xn} a valori in A\{x0}), si ha che xn 2 A \ U\{x0}.
Ma allora, f(xn) 2 V per ogni n � N , provando che f(xn) ! L.

Dimostriamo il viceversa per contrapposizione, ossia facciamo vedere che se f non tende a L
per x che tende a x0, esiste una successione {xn} a valori in A\{x0} convergente a x0 ma
tale che f(xn) non converge a L. Infatti, “f non tende a L per x che tende a x0” significa
che esiste un intorno V di L tale che per ogni intorno U di x0 esiste un x 2 U\{x0} tale che
f(x) /2 V . Scegliamo allora, per ogni n 2 N, i seguenti intorni Un di x0:

Un :=

8
>>>><

>>>>:

�
x0 � 1/n, x0 + 1/n

�
, se x0 2 R

(n,+1) , se x0 = +1

(�1,�n) , se x0 = �1

. (2.4)

Quindi, per ogni n esiste10 xn 2 Un\{x0} tale che f(xn) /2 V e d’altra parte (per il

Teorema 2.19 del confronto) xn ! x0.

Una conseguenza immediata del teorema ponte è un ulteriore criterio di non esistenza del
limite di una funzione:

10Qui si sta facendo uso dell’Assioma della scelta numerabile.


