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(n + 1)–segmenti. Per (b) {bk} e {ck} sono anche due n–segmenti e quindi (per l’ipotesi
induttiva) bn = cn, ma allora (essendo (n+ 1)–segmenti) bn+1 = f(bn) = f(cn) = cn+1.
Passiamo alla dimostrazione del Teorema 1.29. Poniamo, per ogni n, an := bn dove {bk}
è un qualunque n–segmento (che esiste, per ogni n, per (a)): tale definizione è ben posta
(ossia non dipende dal particolare n–segmento) grazie a (c). Poiché per ogni n–segmento
{bk}, b1 = ↵, si ha che a1 = ↵. Per ogni n � 2, an = bn per un qualche n–segmento {bk};
quindi an = bn = fn�1(bn�1) = fn�1(an�1) (per definizione di n–segmento, per definizione
di ak e per (c)). Quindi la successione {ak} verifica (i) e (ii).

Resta da dimostrare l’unicità. Supponiamo che {ân} sia un’altra successione che verifichi
(i) e (ii). Dimostriamo, ancora per induzione, che an = ân per ogni n. Da (i) segue che
a1 = ↵ = â1. Supponiamo ora che an = ân. Poiché entrambe le successioni verificano (ii),
dall’ipotesi induttiva segue che an+1 = fn(an) = fn(ân) = ân+1 e dal principio di induzione

segue che an = ân per ogni n.

4.2 Definizioni ricorsive e potenze n–me

Alcuni esempi fondamentali di applicazione del teorema di ricorsione sono contenuti nella
seguente

Definizione 1.30 Sia {an} una successione in R. Definiamo, rispettivamente, sommatoria
(o somma) di ak per k che varia tra 1 e n e produttoria (o prodotto) di ak per k che varia
tra 1 e n come:

�n :=
nX

k=1

ak =

8
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>:

a1 , se n = 1 ,

an +
n�1X

k=1

ak , se n � 2 .
(1.21)

⇡n :=
nY

k=1

ak =

8
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>:

a1 , se n = 1 ,

an ·
n�1Y

k=1

ak , se n � 2 .
(1.22)

L’esistenza ed unicità della successione {�n} segue dal Teorema 1.29 con A = R, ↵ = a1 e
fn : t 2 R 7! an + t; l’esistenza ed unicità della successione {⇡n} segue dal Teorema 1.29 con
A = R, ↵ = a1 e fn : t 2 R 7! an · t.

Esercizio 1.9 0 Si dimostrino per induzione le seguenti a↵ermazioni:

(i)
nX

k=1

1 = n.

(ii)
nX

k=1

c · ak = c

nX

k=1

ak.

(iii)
nX

k=1

(ak + bk) =
nX

k=1

ak +
nX

k=1

bk :=
⇣ nX

k=1

ak

⌘
+

⇣ nX

k=1

bk

⌘
.

Esempio 1.31

(a)
1X

k=1

(5 + k) = 6


