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1. NUMERI 1

L’analisi su R: una visione d’insieme

1 Numeri
Definizione assiomatica dei numeri reali

L’insieme dei numeri reali R è un insieme
1
su cui sono definite due operazioni binarie

2
,

somma (o addizione) “+” e prodotto “·”, e una relazione3 d’ordine totale “” che

soddisfano i seguenti quindici assiomi “algebrici” ed un sedicesimo assioma di “completezza”:

Assiomi di addizione4

(S1) (x+ y) + z = x+ (y + z), 8x, y, z 2 R [proprietà associativa]

(S2) 9 0 2 R tale che x+ 0 = x , 8x 2 R [esistenza elemento neutro]

(S3) 8x 2 R, 9 y 2 R, tale che x+ y = 0 [esistenza elemento opposto]

(S4) x+ y = y + x , 8x, y 2 R [proprietà commutativa]

Assiomi di prodotto
(P1) (x · y) · z = x · (y · z) , 8x, y, z 2 R [proprietà associativa]

(P2) 9 1 2 R, 1 6= 0, tale che x · 1 = x , 8x 2 R [esistenza elemento neutro]

(P3) 8x 2 R, x 6= 0, 9 y 2 R tale che x · y = 1 [esistenza reciproco]

(P4) x · y = y · x , 8x, y 2 R [proprietà commutativa]

Assioma somma–prodotto
(SP) x · (y + z) = (x · y) + (x · z) , 8x, y, z 2 R [proprietà distributiva]

Assiomi di ordine:
(O1) x  x 8x 2 R [proprietà riflessiva]

(O2) x  y, y  x allora x = y [proprietà antisimmetrica]

(O3) x  y, y  z allora x  z [proprietà transitiva]

(O4) 8x, y 2 R, x  y oppure y  x [ordine totale]

Assioma somma–ordine

(SO) x  y allora x+ z  y + z , 8 z 2 R [invarianza per ‘traslazione]’

Assioma prodotto–ordine
(PO) 0  x, 0  y allora 0  x · y [invarianza per prodotto]

Assioma di completezza5

(D) Siano A e B due sottoinsiemi non vuoti6 di R tali che x  y, 8x 2 A e 8y 2 B. Allora,
esiste s 2 R tale che x  s  y, 8x 2 A e 8y 2 B; diremo che un tale numero reale s separa7

gli insiemi A e B.

Proprietà algebriche elementari

Da questi assiomi, usando il linguaggio della logica standard e le idee fondamentali della teoria
degli insiemi, si dimostra la validità delle proprietà “familiari” dell’algebra elementare, tra le
quali8:

1
Un insieme A è una ‘collezione di oggetti (o elementi)’ per cui è sempre possibile stabilire se un elemento x

appartiene a A (x 2 A) oppure x non è un elemento di A (x /2 A). A è un sottoinsieme di B, in simboli A ✓ B se

ogni elemento di A è anche un elemento di B: x 2 A implica x 2 B.

2
Una operazione binaria su di un insieme A è una legge che ad una coppia (ordinata) di elementi di A associa in

modo univoco un elemento di A; l’insieme delle coppie ordinate di A si denota con A ⇥ A. In generale, il prodotto
cartesiano di due insiemi A e B, denotato con A ⇥ B, è l’insieme delle coppie ordinate (a, b) con a 2 A e b 2 B.

3
Una relazione R su A è un sottoinsieme del prodotto A ⇥ A: R ✓ A ⇥ A. Le coppie in R sono le coppie che

stanno nella relazione R; normalmente se (x, y) 2 R si scrive xRy.
4
Nella formulazione degli assiomi appaiono i quantificatori logici ‘8’, che si legge ‘per ogni’ e ‘9’ che si legge ‘esiste’.

5
L’assioma di completezza traduce in linguaggio matematico preciso l’idea geometrica euclidea che la ‘retta’ (come

rappresentazione dei numeri reali) non ha ‘buchi’.

6
L’insieme vuoto ? è, per definizione, l’insieme che non contiene alcun elemento, ossia x /2 ? qualunque sia x.

L’introduzione dell’insieme vuoto è necessaria in qualunque teoria degli insiemi.

7
Si noti che nulla viene detto sull’appartenenza di s a A o a B.

8
Nelle seguenti a↵ermazioni, x, y, z sono elementi di R. In queste note elenchiamo le proposizioni o a↵ermazioni

matematiche con numeri romani in grassetto. Ognuna di tali a↵ermazioni è un ‘teorema’ ossia una a↵ermazione
matematica la cui validità può essere dedotta dagli assiomi. Anche ‘lemmi’ o ‘corollari’ sono proposizioni (l’uso di uno

di questi termini anziché l’altro è alquanto soggettivo e matematicamente irrilevante).
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