
APPELLO B - Parte 2 (Soluzioni)– AM110 – CL Matematica (AA 2020/21 – L. Chierchia). 1/2/2021

Es 1 Discutere, al variare di x > 0, il limite lim
n→+∞

xn(1− tanhn).

Soluzione xn(1 − tanhn) = xn
(

1 − en − e−n

en + e−n

)
= 2

( x

e2

)n 1

1 + e−2n
∼ 2

( x

e2

)n
. Dunque, il limite

è uguale a 0 se 0 < x < e2, è uguale a 2 se x = e2 ed è uguale a +∞ se x > e2.

Es 2 Discutere il lim
x→π

2

( cosx

1− senx

)10
.

Soluzione Facendo il cambio di variabile y = x−π
2

, si ottiene lim
x→π

2

( cosx

1− senx

)10
= lim
y→0

( sen y

1− cos y

)10
=

+∞, essendo, vicino a 0,
∣∣∣ sen y

1− cos y

∣∣∣ ∼ 2

|y| .

Es 3 Discutere, al variare di x > −1, la serie

∞∑
n=1

n · sen
1

nx
· log(1 + xn).

Soluzione Se |x| < 1, n
∣∣∣ sen

1

nx

∣∣∣ | log(1 + xn)| ≤ n log(1 + |x|n) ∼ n |x|n, e poiché la serie
∑

n|x|n

converge per |x| < 1 (per il criterio della radice), segue che la serie data converge assolutamente per
|x| < 1 (per confronto asintotico e, poi, per confronto).

Per x = 1, 0 < n · sen
1

nx
· log(1 + xn) = (log 2) n sen

1

n
∼ log 2, quindi la serie diverge.

Per x > 1, 0 < n · sen
1

nx
· log(1 + xn) ∼ log x

nx−2
. Quindi, per confronto asintotico con la serie di

Riemann, la serie diverge per 1 < x ≤ 3 e converge per x > 3.

Es 4 Sia an :=
{n

2

}
+
{n

3

}
, dove {·} denota ‘parte frazionaria’. Discutere il minimo e massimo

limite della successione {an}.
Soluzione I valori di {n/2} al variare di n ∈ N sono 0 e 1/2; valori di {n/3} al variare di n ∈ N sono
0, 1/3 e 2/3. Dunque an ∈ D := {0, 1/2, 1/3, 2/3, 5/6, 7/6} e quindi L{an} ⊆ D.
Il minimo limite si ottiene facilmente con la sottosuccessione ank con nk = 6k, essendo ank = 0 per
ogni k.
Il massimo limite è 7/6 che si ottiene con la sottusuccessione amk con mk = 6k + 5, essendo

amk =
{mk

2

}
+
{mk

3

}
=
{

3k + 2 +
1

2

}
+
{

2k + 1 +
2

3

}
=

1

2
+

2

3
=

7

6
.


