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SECONDO ESONERO - Parte 2 – AM110 – CL Matematica (AA 2020/21 – L. Chierchia). 15/1/2021

TESTI con soluzioni

Es 1 [Pt. 10] Discutere il lim
n→+∞

log
(

cos 1
n

)
senh

(
1
n2 − 1

n4

) .

Soluzione log
(

cos 1
n

)
= log

(
1 + (cos 1

n
−1)

)
∼ cos 1

n
−1 ∼ − 1

2n2 e senh
(

1
n2 − 1

n4

)
∼ 1

n2 − 1
n4 ∼ 1

n2 .
Quindi

lim
n→+∞

log
(

cos 1
n

)
senh

(
1
n2 − 1

n4

) = −1

2
.

Es 2 [Pt. 6] Discutere il lim
n→+∞

n2 + 3n

e
√

log n
.

Soluzione
n2 + 3n

e
√

log n
∼ n2

e
√

log n
= e

log n·
(

2− 1√
log n

)
e, per l’algebra dei limiti estesa, si ha che

logn ·
(
2− 1√

log n

)
→∞, quindi

lim
n→+∞

n2 + 3n

e
√

log n
= +∞ .

Es 3 [Pt. 12] Discutere la serie

∞∑
n=2

1

n · logn · log logn
.

Soluzione 1
n·log n·log log n

↘ 0 quindi, per il criterio di condensazione di Cauchy e il criterio di
confronto asintotico si ha che

∞∑
n=2

1

n · logn · log logn
≈

∞∑
n=2

2n · 1

2n · log 2n · log log 2n
=

1

log 2

∞∑
n=2

1

n(logn + log log 2)

≈
∞∑

n=2

1

n logn
≈
∞∑

n=2

2n · 1

2n log 2n
=

1

log 2

∞∑
n=2

1

n
≈
∞∑

n=2

2n · 1

2n
=

∞∑
n=2

1

= +∞ .

Es 4 [Pt. 16] Discutere, la variare del parametro x ∈ R, la serie

∞∑
n=1

tanh(x2 − 2)n

n
.

Soluzione Convergenza assoluta:
∣∣∣ tanh(x2−2)n

n

∣∣∣ = tanh |x2−2|n
n

. Se |x2 − 2| ≥ 1, tanh |x2−2|n
n

≥ tanh 1
n

e la serie diverge assolutamente (per confronto con la serie armonica); se |x2 − 2| < 1, ossia se

x ∈ E := (−
√

3,−1)∪(1,
√

3), allora si ha che tanh |x2−2|n
n

∼ |x
2−2|n
n

e la serie converge assolutamente
per il criterio della radice.
Studiamo, ora, la serie in Ec = {x

∣∣x2 − 2 ≥ 1} ∪ {x
∣∣x2 − 2 ≤ −1}. Se x2 − 2 ≥ 1 (ossia, |x| ≥

√
3),

tanh(x2−2)n

n
≥ tanh 1

n
e la serie diverge a +∞. Se x2− 2 ≤ −1 (ossia, |x| ≤ 1), la serie è a segni alterni

e converge condizionatamente per il criterio di Leibnitz.

Es 5 [Pt. 16] (i) Discutere il massimo e minimo limite della successione an :=

{
n
4

}
n2 + 1

n(n + 1)
, (dove

{·} denota la parte frazionaria). (ii)∗ Qual è l’insieme L{an} dei possibili limiti di {an}?

Soluzione (i): La funzione n ∈ N 7→ {n/4} è periodica di periodo 4 e D :=
{
{n/4}

∣∣n ∈ N
}

={
0, 1

4
, 1

2
, 3

4

}
, dunque 0 ≤ an ≤

3
4
n2+1

n(n+1)
→ 3

4
. Quindi L{an} ⊆ [0, 3

4
]. Se nk = 4k, ank = 1

n(n+1)
→ 0; se

mk = 3 + 4k, amk =
3
4
n2+1

n(n+1)
→ 3

4
. Quindi lim inf an = 0, lim sup an = 3

4
.

(ii) Sia {ajk} una qualunque successione convergente a L e sia bk :=
{

jk
4

}
. Allora, si ha che

bk = ajk

(
1 + 1

j2
k

)
− 1

j2
k
→ L e quindi si deve avere L ∈ D. Ma allora, L{an} ⊆ D. Abbiamo visto che

0, 3/4 ∈ L{an} e se n̄k := 1 + 4k e m̄k = 2 + k, si ha che lim an̄k = 1/4 e lim am̄k = 1/2. Quindi
L{an} = D.


