Equazioni differenziali

CAPITOLO 6
EQUAZIONI DIFFERENZIALI
6.1. Bquazioni a variabili separabili v

o Richiami: ricordiamo che un’equazione differenziale del primo ordine & detta o variabili
separabili se & della forma,
V(@) = () 9(y(@))
dove f, g sono funzioni continue nei loro insiemi di definizione.
Per determinare lintegrale generale di un’equazione a variabili separabili, si procede in due
phssi: ‘
(i) si determinano gli eventuali valori reali 7 tali che g(7) = 0, da cui si ottiene che le fun-
zioni costanti, date da y(z) = T, sono soluzioni singolari (o anche soluzioni particolard)
dell’equazione;

N

(ii) per y # 7, si procede con la separazione delle varisbili, ottenendo

/—ﬂ@—-dz=/f(m)dz

a(y(m))

ed effettuando un cambiamento di variabile nel primo integrale, si ottiene

( / ;(ly—) dy)yzy(z) - / f(z) da .

Dette G ed F due primitive di 1/g ed f, rispettivamente, si ha

G(y(m)) = F(z) +C

da cui si ricavera esplicitar-nente lintegrale generaie dell’equazione proposta, una volta che si
& in grado di invertire la funzione G.
{2 ben noto che, dati due intervalli reali [ e J, con x5 € I e yo € J, e considerato il problema di
Cauchy

y(2) = @) 9(v@) ;
y(zo) = Yo ;

dove f € CO(I) e g € C*(J), esso ha sempre una ed una sola soluzione di classe C!, definita in un
intorno del punto iniziale zo. Essa andra cercata o tra le soluzioni singolari (se ne esistono e una
di queste verifica la condizione iniziale) oppure, in caso contrario, imponendo la condizione iniziale
all'integrale generale ottenuto per separazione di variabili, ‘

+ Fsercizi

ESERCIZIO 6.1. Determinare la soluzione del seguente problema di Cauchy

y(0) =1,

187



M. Amar - A.M, Bersani

Svolgimento: ‘equazione differenzigle proposta ¢ definita pery £ 0. Poiché essq & un'equazione a
variabili separabili e non ha soluzioni singolari, si ottiene [ y* dy = J & dz che fornisce Uintegrale
generale

5
Imponendo la condizione iniziele, si ottiene

1 5 2 .
=z ovvero Y ém) = %— + % da cui: y(z)= {/ g:ﬁ +1.

ESERCIZIO 6.2. Siano yn(t), n € N, le soluzioni del problema di Cauchy
. {y'(t) = —y"+1(t) ;
y(0) =1,

Calcolare nlingo yn(1).

Svolgimento:  L’equazione ¢ a variabili separabili, quinds | “integrale generale ¢ dato dalla;soluzione
singolare costante y(t) = 0 e, imponendo y # 0, da

dy
yn+1

=/dt = %y*ﬂ:HC CeR.

Imponendo subito la condizione iniziale, otteniamo C = 1/n, da cui
1
VYnt+1 '
Notiamo che la soluzione é definita solo nell’intervallo (~1/n, +00). Infine,
. . 1
wm I =l s =1
ESERCIZI0 6.3. Dati i problemi di Cauchy

Yalt) = (nt + 1)~V/n =

Vet EaTeE -1 =0 V@) + (o) - 1 =0
() , ()
- 3log3—1 : Yo
(0)-"%3-, y(0) =13

determinare le rispettive soluzioni,

Svolgimento : - Poiché 22 +z+1 > 0, per ogni z € R, lequazione ¢ definita su tutto R. Osserviamo

che Uequazione comune ad entrambi i problemi di Cauchy & a variabili separabili ed ha come

integrale singolare la funzione y(z) = 1. Pertanto, (++) ha come unica soluzione definita su tutto

Vasse reale la funzione costante y(z) =1, cioé I ‘integrale singolare, Per trovare invece 'unica

soluzione di (*), si procede separando le variabili e, dopo una semplice integrazione, si ottiene
gTi——-l-=310g($2+z+l)+C

da cui, esplicitando ¥ e imponendo la condizione iniziale, si ha

1

3log (=44l

che risulta definita per # ~2,1. Essendo stata assegnata la condizione iniziale nel punto z =0,

la soluzione richiesta sar definita in (~2,1).

v@) =1+
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ESERCIZIO 6.4. Determinare Ia soluzione del seguente problema di Cauchy

{ ' (@) + 2%y () + 2%y (z) = 0 ;
y(O) =1,

ESERCIZIO 6.5. Determinare la soluzione del seguente problema di Cauchy

y'($) - Mf.y_(ﬂ H

y(-1)=1.

6.2. Equazioni lineari del primo ordine

\

o Richiami: ricordiamo che le equazioni differenziali lineari del primo ordine sono .equazioni
differenziali. della forma

y'(@) + a(2)y(z) = b(z)

con a, b funzioni continue nel loro insieme di definizione 7. Se b(z) =0in I, P’equazione si chiama
omogenea ed &, in particolare, anche un’equazione a variabili separabili; se invece b non & la funzione
identicamente nulla, allora 'equazione & detta non omogenea.

L’integrale generale di un'equazione lineare del primo ordine & dato da

y(JIZ) = Ce-—fa(z) dz + e—fa(.’l:) dm/b(w) efa(:r,) dz dr .

Osserviamo che il primo addendo della precedente formula & Iintegrale generale dell’equagzione
omogenea associata(!), mentre il secondo addendo & una soluzione particolare dell’equazione com-
pleta®,

I ben noto che il problema di Cauchy per un’equazione differenziale lineare del primo ordine
ha sempre una ed una sola soluzione dj classe C* definita in tutto intervallo 7 ed essa viene
determinata imponendo la condizione iniziale nell’espressione precedente. Infatti, siano zq € I y
o € R e sia assegnato il seguente problema di Cauchy

{ y'(z) + a(z)y(z) = b(z) ;
y(@o) =vo .

Allora la soluzione & data da

» ® z 4
y(@) = e oo e +o Jme® dt/ b(t) owo 208) 2 dt .

To

® €330 si pud determinare per separazione di variabili o, nel caso in cui g sia costante, tramite I'equazione

caratteristica associata,
2) €550 si pud determinare utilizzando il metodo della variazione delle costanti arbitrarie oppure, nel caso in cui

a sia costante e b sia di tipo polinomiale, esponenziale o trigonometrico, tramite il principio di somiglianza.
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* Esercizi

ESERCIZIO 6.6, Determinare la soluzione del seguente problema di Cauchy

{ y'(z) = sy(z) + e ;
y(0)=0.

Svolgimento :  L’equazione proposta é lineare del primo ordine non omogenea, pertanto, dalla
formula risolutiva otteniamo

z x ] x
y(m) = efo 5 d{'/ et e_j:) 5 ds dt = es:/ e~ gt = lesz — El-e“c .

ESERCIZIO 6.7, Determinare 'integrale generale dell’equazione differenziale

y'(z) + —\}-;y(x) =1

e trovare le (eventuali) soluzioni tali che lim y(z) = +co.
T~++00 .

Svolgimento :  L’equazione é definita per z > 0. Usando la jormula risolutiva, abbiamo
yz)=eJ 7 o= [/ef7“=‘ dx d:c+C] =e"?VE [/e2ﬁdx+0] .

Effettuando lo sostituzione t = 2./z, da cui dt = % dz, owvero dz = £ dt, abbiamo

y(z) = e~2V" [% /te‘ dt + C] =e~2VE Pt eol /e‘ dt+C}
. t=2y/E 2 2 =23

—— [%te‘ - 5et c} = e VEYEPT — VE 4 (]

1=2\/7
=z - -12— + Cem?VE |

Imponendo ora la condizione asintotica, si otiiene

. _ . 1 _.2\/‘
A v(a) =t (V- 34 05F) < oo VOER.
ESERCIZIO 6.8. Determinare lintegrale generale dell’equazione differenziale

YO +yt)=1-1.

Svolgimento : L ’equazione proposta ¢ lineare del primo ordine non omogenea; pertanto, utilizzando
la formula risolutiva, otteniamo

y(t)=03~fldt+e-fld'-/(1—t)ef1 at dt:C‘e“+e”‘/(1—t)e‘ dt=Ce™ ' —t+2.
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LSERCIZIO 6.9. Determinare la soluzione del seguente problema di Cauchy

{y’(w) +ay(z) =e"(z +1);
y(0) =2.

“volgimento :  Dalla formula risolutive per le equazioni differenziali lineari del primo ordine, con
alr) =z e b(z) = e (z + 1), si ottiene che 'integrale generale ¢ dato da

y(z) = CeJede o= dm/e’”(:ﬂ- 1) N
= Ce " /2 4 =7 /2 /(z + l)e(’z/2+") dz
= Qe q o=/ /e(‘z/”“)(mz/Z +z) do=Ce '/ 4% |

. L . . o, —g?
linponendo la condizione iniziale, si ricava C =1, da cui la soluzione cercata y(z) = =% /% 4 ¢2.

ESERCIZIO 6,10, Data 'equazione differenziale

y'(w)

tleterminare la soluzione passante per il punto Py = (v/2,1).

3coszx
1+ sinmy

(z) =0,

6.3. Equazioni lineari del secondo ordine

¢ Richiami: ricordiamo che le equazioni differenziali lineari del secondo ordine sono equazioni
differenziali della forma ‘

v"(z) + a(z)y' (z) + blz)y(z) = f(z)

con a,b, f funzioni continue nel loro insieme di definizione I. Se f(z) = 0in I, Vequazione si
chiama omogeneq, se invece f hon & la funzione identicamente nulla, allora 'equazione & detta non
omogenea. Se a,b sono delle funzioni costanti; ’equazione si chiama a coefficienti costanti.
Per determinare 'integrale generale di un’equazione lineare del secondo ordine, si procede in
tre passi:
(i) st trova l'integrale generale dell’equazione omogenea associata;
(ii) si determina una soluzione particolare dell’equazione completa;
(iit) infine, detti y, € yp, rispettivamente, l'integrale generale dell’omogenea associata e 'integrale
particolare dell’equazione completa, la soluzione cercata sara della forma

y(2) = yo(x) +yp(z) Yz el.

Osserviamo che Vintegrale generale dell’equazione omogenea associata yo(z) ¢ della forma
¥o(Z) = C1yo1{z) + Cayoz (), ciot combinazione lineare di due soluzioni indipendenti dell’equazione
omogenea, mentre y, si determina come segue.

Data f, funzione continua, si procede utilizzando il metodo della wvariazione delle costants
arbitrarie, ciot determinando le due funzioni C)(z) e Ca(z), le cui derivate sono soluzioni del

{ Ci(z)yo1 (z) + Cy(2)yoa(z) =0
C1(2)yor (2) + Ch(@)hs () = f(z) .
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Una soluzione particolare sara data da y,(z) = C)(2)y01(z) +Ca(z)yer (z).
E ben noto che il problema di Canchy per un’equazione differenziale lineare del secondo or-
dine ha sempre una ed una sola soluzione di classe C? definita in tutto I'intervallo I ed essa pud

essere determinata imponendo la condizione iniziale nell’espréssione precedentemente trovata per
I'integrale generale dell'equazione completa.

Rimane aperto il problema di determinare le due soluzioni indipendenti dell’equazione omoge-
nea associata; cid & possibile solo in alcune situazioni particolari. Noi ci limiteremo a considerare
esclusivamente i seguenti due casi: quello delle equazioni lineari del secondo ordine a coefficienti
costanti e quello delle equazioni di Eulero, che sono equazioni a coefficienti variabili, ma.che, come
vedremo, si possono ricondurre al caso delle equazioni a coefficienti costanti con un opportuno
cambiamento di variabile.

. Equaiioni a coeficienti costanti: si tratta di equazioni differenziali della forma
aoy"(z) + a1y'(2) + a2y(2) = f(x) ,

con a; € R,iper i =0,1,2, e ap # 0. Per determinare le due soluzioni indipendenti dell’equazione

omogenea, si considera I’equazione caratteristica o secolare associata, ciod ’equazione algebrica del
secondo ordine data da:

a0A2+a1/\+a2:0.

A seconda che il discriminante di tale equazione sia positivo, nullo o negativo, I'equazione avra,
rispettivamente, due soluzioni reali distinte, una sola soluzione reale, due soluzioni complesse co-
niugate. In corrispondenza, avremo le due soluzioni indipendenti dell’equazione differenziale omo-
genea, secondo la seguente tabella:

A >0 soluzioni A;,A; € R distinte
= yo(a) = CreM® 4 Chede® |

Yo1 (z) = eAz )

A =0 unica soluzione e R
yo?(z) = z.e)‘z )

= yo(z) = C1e* 4 Chae?®

— 3T
A <0 soluzioni axifeC, o,fecR {yal (z) = % cos(Bz) ,

Yoo (2) = e*® sin(fBz) ,

= yo(z) =e[C) cos(Bz) + C, sin(fz)] .

Ricordiamo anche che, nel caso delle equazioni a coefficienti costanti e per particolari funzioni
continue f, una soluzione particolare dell’equazione completa si pud determinare evitando tutta la
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procedura della variazione delle costanti, ed utilizzando, invece, il metodo di somiglianza:

o flz) =apz” + 2™V .t opoiz + ar polinomio di grado r

wInzy

polinomio di grado s =r+2—-m
dovem = 0,1,2 & il pil grande indice
t.c. am # 0 nell’equazione
differenziale;

Yp(z) = pox® + p1&* ™! + ...+ Py1T + Ps

~

o f(z) =eM[apa” + 017" L+ ey + )

=4

dove m =0, se A non & soluzione

dell’equazione caratteristica, m = 1, 2,
= Az m r -1 . oz .
Up(@) = e poa” + pra™ ot prosz ] se tale & la molteplicita con cui 4 &

soluzione dell’equazione caratteristica,

A =0 funzione trigonometrica pura,

o f(@) = e[k cos(Ba) + k; sin(Bz)] { B =0 funzione esponenziale pura,

’

se A + iB non & soluzione
e*%[p; cos(Bz) + p; sin(Bx)]

dell’equazione caratteristica.
u(@) = . se A + 1B & soluzione dell’equazione
ze”®[p; cos(Bx) + pz sin(Ba)]
caratteristica;

Restano da determinare i coeflicienti p;, che si ricavano come soluzioni dell’equazione ottenuta
inserendo l'espressione trovata per y,(z) nell’equazione differenziale completa.

Nel caso in cui f risulti essere la somma di pilt termini fy + fa+. .., st pud ricorrere al principio
di sovrapposizione, cioe si determina una soluzione particolare relativa all'equazione completa con
secondo membro dato di volta in volta da ciascuna f; separatamente (ciod: apy”(z) + a1y'(z) +
azy(z) = fi(z)); una soluzione particolare relativa al secondo membro pari ad f si otterrd som-
mando le soluzioni cosi trovate. Questo principio pud risultare molto utile proprio quando tutte o
almeno alcune delle f; si possono determinare con il metodo di somiglianza.

» Equazioni di Eulero: si tratta di equazioni lineari a coefficienti non costanti di forma partico- -
lare, che si possono ricondurre ad equazioni a coefficienti costanti. Pill precisamente, un’equazione
di Eulero del secondo ordine & della forma:

apz®y" (z) + a2y’ (2) + a2y(z) = f(z) .

Non & difficile verificare che, con la sostituzione di variabile ¢ = et, nel caso si cerchino soluzioni
per z > 0, la precedente equazione si trasforma nell’equazione lineare data da

(6.1) aof" (t) + (a1 ~ a0} (t) + a2§(t) = F(¢) ,
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dove f(t) = f(e'). A questo punto abbiamo un’equazione a coefficienti costanti, che si tratta
come visto in precedenza. Una volta trovato Vintegrale generale come funzione di t, si effettua la
trasformazione inversa di variabile ¢ = log %, ottenendo cosi Pintegrale generale dell’equazione di
Eulero proposta, che sara della forma y(%) = eryo1(z) + coyoa(a) + yp(x), con

Yor(z) = g™ 3102(-7:) = 'r)\z 3

A

Yor(z) =z Yor(z) = 2P log z ;

Yor(2) = 2% cos(B10g7)  yop(x) = 2% sin(flog z) ;

dove A1, Az, oppure A, oppure @ % if sono soluzioni dell’equazione caratteristica associata a (6.1),
a seconda del segno del discriminante. Nel caso in cui si cerchino soluzioni per z < 0, si procede
in modo analogo, con la sostituzione z = —el, ovvero t = log(~z).

* Bsercizi

ESERCIZIO 6.11. Determinare la soluzione del seguente problema di Cauchy

{y”(z) +y'(x) — 2y(x) =sinz ;
y(0)=y'(0)=0.

Svolgimento :  L’equazione caratteristica dell’equazione omogenea associata & A2 4 \ — 2 = 0, che
ha come soluzioni Ay 2 = 1; —2; pertanto,

Yo(z) = C1e® + Coe™2 |

Poiché f(z) = sinz (cioé A=0eB =1 nella tabella relativa ol metodo di somiglianza) e A = 0+
non ¢ soluzione dell’equazione caratteristica, il metodo di somiglianza suggerisce che una soluzione
particolare sard della forma

Yp(x) = prcosz + pysinz ,

dove ¢ necessario scegliere sempre una combinazione di seni e coseni, anche se il termine noto
dell’equazione assegnata contiene solo una delle due funzioni trigonometriche, Derivando due
volte la soluzione particolare considerata ed inserendo quanto trovato nell’equazione differenziale
di partenza, otteniamo

' Yp(z) = ~pr sinz + py cos

y"(z) = —py cos — pysing

(=p1 ~ 3pa)sinz + (p, — 3p;) cos z = sin z

da cui i
~m-3p=1, AT R

= 130
P2*3P1=01 P2 = -,

10

L’integrale generale sard, quindi, dato da

1 3
— T —~2z __ _ H
y(z) = Cie® + Che g cos® T
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cAmponendo le condizioni iniziali, si ricava

1 3 . 1
y(0) = (C’lﬁz +Che ™ 15 o8 -~ Esmx)ﬂ() =C1+Cy — 07 0

3
y'(0) = (Cﬁe' — 2067 % 4 ll-osinz -3 cos:c) =C;-20 -~ —=0
=0

10 10
1
> Cl - -é
C. ! ’
ST
da cui

1. 1 5, 1 __3_ .

y(z) = ge - ~1—5-e - —l-acosz 0 sinz .

N

ESERCIZIO 6.12. Data I'equazione differenziale
v'(z) - 3y () - 18y(z) = 11e7%
determinare Pintegrale generale e le (eventuali) soluzioni che verificano le condizioni

YO0 o lim e =0.

Svolgimento :  Poiché l'equazione caratieristica é A% — 3\ — 18 = 0, che ha come soluzioni )y 5 =
6;—3, si oftiene
Yo(®) = C16%% + Che3 |

Poiché f(z) = e™?* e X = ~2 non ¢ soluzione dell’equazione caratteristica, il metodo di somiglianza
suggerisce di cercare una soluzione particolare della forma yp(z) = pe~**. Derivando due volte ed
inserendo nell’equazione differenziale assegnats, ricaviamo

Yp(z) = —~2pe™2*
Yy (z) = 4pe™>®
p(A+6—18) 672 = 11e™%% |

da cui p = ~11/8. L’integrale generale risulta quindi essere

11 _
y(a:) - Cleez + Cze-az - __8__e 2z .

F oiché
s s 8z VC 0 s
llm Iy($)l = llm ICIE I = 400 1 #

occorre imporre Cy = 0. L’altra condizione, tnvece, implica
11
VO =C-+=0 &= CG=11/8,
da cui la soluzione cercata risulta essere unica e dota da

y(m) - }é]; (e~3$ - e—-zz) ,
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ESERCIZIO 6.13. Trovare I'integrale generale dell’equazione differenziale

3y"(z) + 4y(z) = sinz .

Svolgimento: Osserviamo che I ‘equazione differenziale assegnata ¢ un’equazione lineare del secondo
ordine a coefficienti costanti, la cui equazione caratteristica associata & 3)\% 44 = Q. Quest ultima

ha come soluzioni Ay = -\72.51 e Ay = —-\%i; pertanto Uintegrale generale dell’equazione omogenea

associata ¢
2 2
z) =Cicos|{ ~=z | + Cysin'| <=z .
wle) =Croos (Zow) 4 ()

Poiché l'equazione contiene solo derivate pari, & sufficiente considerare, per 1l metodo di somiglian-
za, una soluzione particolare della forma Yp(2) = psinz, da cus segue y''(z) = ~psinz. Da cid, si
otticne p = 1; pertanto l'integrale generale dell’equazione completa & dato da

y(z) = Cy cos (:/2-_5:5) + Cysin <—\—/g_§:c) +sinz .

ESERCIZIO 6.14. Determinare l'integrale generale dell’equazione differenziale

22y (z) - 32y’ () + 8y(z) =0 .

Svolgimento :  L’equazione proposta € un’equazione di Eulero ed ¢ definita per © > 0 oppure
z < 0. Determiniamo la soluzione per z > 0 (in modo analogo si procede per z < 0). Operando lo
sostituzione x = e', equazione i riconduce all ‘equazione lineare del secondo ordine

§'(8) — 47'(t) + 8F(t) = 0

la cui equazione caratteristica associata é data da A* =448 = 0, che ha come soluzioni Ay o = 2424,
Pertanto, lintegrale generale sard dato da

g(t) = e (01 cos(2t) + Cy sin(2t))

ovvero

y(z) = 2° (C'1 cos(2log z) + Cy sin(2log r)) .

ESERCIZIO 6,15, Determinare la soluzione del problema di Cauchy

w"(a) = 59/ (@) + Sy(w) = o? ;
y(1)=0;
Y1) =1.
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Irymento © Moltiplicando per.x Uequazione proposta, si ottiene ['equazione di Fulero z%y"(z) —
o)+ 8y(x) =2’ che, una volta operata la sostituzione z = el, si pud riserivere nella forma
f6y'(2) + 8§(t) = €% Lequazione caraticristica associata ¢ data da A2 — 6A + 8 = 0,
+ Ju come soluzioni Ay = 4 e Ay = 2; quindi, lintegrale generale dell’equazione ornogenea ¢
- Cre*t + Che®. Poiché f(t) = &% ¢ X = 3 non & soluzione dell’equazione caratteristica, dal
“fwdo di somiglianza si ottiene §,(t) = —e3. Pertanto, l'integrale generale ¢ dato da
F(t) = Cret + Coe® - &

0vVETO .
y(z) = Crz* + Cpz® — 2%
Supenendo le condiziond iniziali, si ottiene che la soluzione cercata &
y(z) =z~ 2%,
6.4, Esercizi di ricapitolazione
USERCIZIO 6.16, Determinare la soluzione del seguente problema di Cauchy
y'(z) = dy(z) + &% ;
{ y(0) =0.
I SERCIZIO 6.17. Siano y,(t) le soluzioni del problema di Cauchy
y'(t) = —ngt)
{ y(0)=1.
Caleolare lim (yn(1))%.
n-tco
LSERCIZIO 6.18. Determinare la soluzione del seguente problema di Cauchy
y"(z) ~ g (x) = &2
{ y(0)=0 y'(0)=0 y"(0)=0.
bwolgimento 1 Ponendo 2(z) = y'(z), l'equazione proposta diventa un'equazione lineare non omo-
wenea del secondo ordine a coefficients costanti. Le soluzioni dell’equazione caratteristica associata
somo Ay = %1, pertanto la soluzione dell’equazione omogenen associata € z,(z) = C1e” + Coe™®,
mentre ’la soluzione particolare, che si puo ricavare con i metodo di somiglienza, & 2,(x) = %ez“’, da
cui s ottiene l'integrale generale z(x) = Cre® + Che™7 + %e“. Effettuando, infine, un’integrazione,
wlteniamo . .
y(z) = / [C’le’ + Che™® + 592“} dz = Ce® - Cye ™™ + ge“ +Cs .
Imponendo le condizioni iniziali, si ricave

y(0)=01-02+-é+03=0
L1
¥'(0) = 2(0) = G4 +\Cz+§=0

2
y'(0) =2'(0)=Ci - Cy + z3=0

da cui Cy = =1/2, Cy = 1/6, Cy = 1/2. Pertanto, la soluzione &
1 % 1 -z ! 2z l
g/(x)—~§e, -5 +—6e +2 .
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ESERCIZIO 6.19, Determinare l'integrale generale dell’equazione y' +4dy =56+ 1.
ESERCIZIO 6.20. Determinare la soluzione y € C!(R) dell’equazione differenziale

0 sex > 0
e®  sez <0

V(@) + 4y (x) ~By(z) = fx) ove  f(z)= {

tale che
i = i =0.
Jm y(e) = lim y(z)
Svolgimento : . L’equazione differenziale proposta é un’equazione lkineare del secondo ordine, a

coefficienti costanti e non omogenea, in cui il termine di non omogeneitd non é continuo. Pertanto,
non potremo avere una soluzione y € C*(R). L’equazione caratteristica associata ¢ data da X® +
4X -8 =0 ed ha come soluzioni A2 = 1,-5. Risolvendo separatamente Uequazione differenziale
completa per £ > 0 ed z < 0, poiché ) = 1 é soluzione dell ‘equazione caratteristica con molteplicitd
pari od 1, il metodo di somiglianza suggerisce di_cercare una soluzione particolare della forma
Yp(x) = pze®, perz < 0. Sostituendo nell’equazione, si ottiene y,(z) = t2e®, perz <0. Pertanto,
lintegrale generale sard dato da

C1e" + Che™5 perz>0;
y(z) = 1
Cse® + Cye™5% + —6~ze‘” perz <0 .

Imponendo le condizioni sui limits, si ha
1
— T — % x =52 4 0% | = i -5z
0= zl}’f y(z) = z.llrlloo (Cge + Cge™"% + e ) zl}@w Cye™® |
_ 1 IR £ z -5z\ . 13 T
0= z-l-}r-)r-] ylz) = mBToo (Cre® + Cpe™2) = zk}? Cie® ,

da cui si ricava subito Cy = Cy4 = 0, Imponendo, poi, le condizioni di continuita e derivabilita in
z =0, si ottiene il sistema

Cg = Cs
1
~8Cy = C3 + =
6
che ha come soluzioni Cy = C3 = -3—16-. Pertanto, la soluzione cercata sarg
1 -5z
—-338 perz >0,
y(z) =
1 T 1 T
»—gge +-6-:ce perz <0,

ESERCIZIO 6.21. Determinare, al variare del parametro reale a, la soluzione y, € C!(R) del
problema di Cauchy
{ ¥'(@) - 8y'(2) - 9y(z) = 0 ;
v0) =1 0 =a.
Stabilire per quali valoridi @ € Ril lifn Ya(z) esiste finito.
z—+o00
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Svolgimento :  Osserviamo che l'equazione differenziale proposta ¢ un’equazione lineare o coefficien-

Ui costanti omogenea del secondo ordine, la cui equazione caratteristica ¢ data da A2 ~ 8\ —9 =0,
I : \ - 9

che ha come soluzioni Ay 5 = —1,9, Pertanto, Uintegrole generale sard yo(z) = Cie™® + Cpe®®,

Imponendo le condizioni iniziali, si ottiene

9—a _,  a+l 4
S e @ s
Yo () TR + )
che ammette limite finito per x — +oo se e solo se a = —1,

ESERCIZIO 6.22. Determinare la soluzione del seguente problema di Cauchy

{'y"(-f) =1+")*(=);
9(0)=1 ' (0)=0.

Svolgimento :  Osserviamo che, ponendo y'(z) = 2(z), 'equazione del secondo ordine proposta
(che & non lineare) si trasforma nell’equazione del primo ordine a variabili separabili nell "incognita
z, data da 2'(x) = 1+ 2%(z), con z(0) = 0. Procedendo per separazione di variabili, dopo aver
osservato che non ci sono integrali singolari, e tenendo conto della condizione iniziale, otteniamo

z(z) 1 x
m—— d ::/ 1dt
3 e %=

arctan z(z) =z .

da cui

Tale funzione & ben definita ed invertibile per z € (~n/2,7/2). In tale intervallo, possiamo scrivere
¥'(z) = 2(z) = tanz, ovvero

= T sint
y(z) = / tant dt + 1 = / — dt +1 = —log(cosz) + 1 Yo € (-n/2,7/2) .
0 o cost

ESERCIZIO 6.23. ' Determinare le soluzioni della seguente equazione differenziale
2y"(z) + 3y' () ~ y(z) = ¢*
che soddisfano le condizioni

y(0)=0; lim y(z)=—c0.

T 00

Stabilire se; fra le soluzioni trovate, ne esiste una che soddisfi 'ulteriore condizione y'(0) = 0.

Svolgimento :  Osserviamo che I'equazione proposta & un’equazione lineare del secondo ordine a
coefficienti costanti, la cui equazione caratteristica associata ¢ data da

227 4+30-1=0.

Quest'ultima_ equazione ha come soluzioni My = —‘l}‘ﬁ—z <0eX = 2514—\@2 > 0, pertanto
Uintegrale generale ¢ dato da

1
y(z) = CreM® + Che’®® + 7€
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dove si & tenuto conto che yp(z) = ;}e’ ¢ una soluzione particolare, ottenuta con il metodo di
somiglianza. Imponendo le condizioni richieste, si ottiene

01+C'2+%=0 — Cz=—01—§,
Jim y(z) = zEr_z_lmC,e’\"” = 400 - 5ign(Cy) = ~o0 = C<0;
pertanto, le soluzioni del problema assegnato sono date da
y(z) = CreM® <01 + %) e*?® 4 ie’ i Ci€(-00,0).
Imponendo l'ulteriore condizione y'(0) = 0, si ottiene il sistema
G <0, C1 <0,
(oo = etz mm,

che risulta impossibile. Quindi non esiste nessuna soluzione del problema proposto che soddisfi
anche l'ulteriore condizione y'(z) = 0.

ESERCIZIO 6.24. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

V' (z) ' (x) | 2/y'(2)

e e Nt & 2 A

zlogz  zlogz
y(e) =03
y'(e)=1.

ESERCIZIO 6.25. Determinare la soluzione del seguente problema di Cauchy

- 2 .
V(@) + g v(@) = V5

y(0) =1,

ESERCIZIO 6.26. Determinare la soluzione del seguente problema di Cauchy

1
y'(z) + o y(z) = e} arctanz |

y(1)=0.
ESERCIZIO 6.27. Determinare Pintegrale generale dell'equazione differenziale
v () - 2" (3) + oy (z) = "

al variare di @ € R.

Verificare che, per @ > 1, vi & una sola soluzione Y, tale che

lim y, (z)=0.

00

Facoltativo: Stabilire che cosa accade pera<l.
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Svolgimento :  L’equazione pud essere abbassata di grado, osservando che y e y' non compaiono
esplicitamente. Ponendo z(z) = y"(z), otteniamo z"(z) — 22'(z) + az(z) = ™% . L'equazione
sccolare associata é data do A% ~2X +a = 0, le cui soluzioni sono M = 1+ 1= a, e dipendono,
quindi, de «.

Studiamo separatamente i.tre casi: a) o > 1, b) a=1, c)a<l.
a)sea>1, Alg=1xiva-T1e

2o(x) = K1€® cos(Va — 1 z) + Kee®sin(vVa — 1 z) .

-

Poiché f(@) = e™® e A = ~1 non & soluzione dell’equazione caratteristica, un integrale particolare
dell’equazione non omogenea va cercato nella forma 2p(2) = pe® == 2l (z) = —pe~% == z, (z) =
™%, da cui, sostituendo nell’equazione,

T = a7 -— .
pl+2+a)e™ =e = p= 3
L’integrale generale ¢, pertanto,

~T

z(z) = y"(z) = K1e” cos(Via — 1 z) + Kpe® sin(vr — 1 z) +

! e
a+3

’
Integriamo ora due volte i due membri;

y(z) = / {/ [Kle’ cos(Va — 1 z) + Kqe® sin(\/aTT z) + a_1|_3e"] da:} dzx .

Osserviamo che ogni integrale di funzioni della forma Ky e®® cos(Bx) + K6 sin(Bz) ¢ ancora, o
meno di costanti, della forma C1e%® cos(Bz) + Cye®® sin(fz), con Cy,Cs, in generale, diverse da
Ky, Ky, Invitiamo il lettore a verificare direttamente questa proprietd, ad esempio utilizzando le
formule di Eulero; in tal caso, si pué riscrivere la funzione integranda nella forma

Kie® cos(Va — 1 z) + Kae®sin(va —1 g) = Hye®Ve-T 2 | [, ea-iVaTz

e poi integrare due volte quest ultima espressione, tenendo. conto che

; 1
atiff —
/e dr = P

5 et 4

D’altro canto,

1 : 1, |
e = - = C: Cy,
/[/a-i—Se d:z:J d:c /[ a+3e +C'3] dz a+3e + Csz + C,

quindi, Uintegrale generale, per o > 1 ¢ dato da

1
a+3

Yo(2) = €® [Cy cos(vVa =1 z) + Casin(vVa = 1 z)] + e~ + Csz + Cy ;

b) seq =1 ,/\1 =A2=1 €
zo(z) = K" + Kyze® .
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Poiché f(z) = e e ancora A = ~1 non & soluzione dell’equazione caratteristica, un integrale
particolare dell’equazione non omogenea va cercato nella forma z,(z) = pe™%, da cui, ripetendo §
passaggi svolti nel caso a), si ha

ovvero 1
z(z) = K1e® + Kpze® + i e "

y'(x) = /z(:c) dz = K1e® + Ky(z ~ 1)e® + C — % e

y(a:) = K1e° + I(z(z - 2)81 + Caz + Cy + :} e~ T ,

da cui, rinominando le costanti (Cr =K1 ~ 2K, ; Cy = Ky),
- 1
vi(z) = C1e® + Cyze® + Csz + Cy + Ze" ;

c)sea<l,A1=1+\/1—a; A=1-/Tq e

K1 +VI=a)z 4 g, o(1-vI=a)e se a#0
Zo(z) =
Kie** + Ky se a=0
In questo caso, dobbiamo distinguere due casi diversi:
- A =i~1 ¢ soluzione dell’equazione caratteristica; cio- accade se @ = —3 (valore per il quale
/\1 =3 5 /\2 = "'1),'
- A=-1noné soluzione dell’equazione caratleristica, cioé a # -3 .

Per o <1; a# -3, una soluzione particolare si cerca nella forma 2,(z) = pe~*, da cui, come
gid visto nei precedenti casi,

a,

Kl.e(“'m @ Kpell=vT=a) = . e se a#0
z) =
) {K1e2’+1(2+§e"" se a=0
€, con conts simili ai precedents,
Crelt+VI=a) = 4 0 o(1~vI=a) & Csz + Cy + gize se a#0
z) =
ve) C1e*® + Cra? 4 Cyz + Cy + fem se a=0
Per a = 3, la soluzione particolare va cercata nella forma

2zp(2) = pre™® = 2/(z) = p(l ~ z)e~% = z)(z) = p(z = 2)e”®

:p[x—z—z(1~m)~3z]e—==e~w_—_=>pz,%,

da cui Uintegrale generale
1
2(z) = K€% + Kye™* - Zze'“ ;
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dato che
/ {/ —%ze" dm] dr = / i—(z +1)e™® dz +C;3 = ——%(m +2)e™® + Caz + Cy ,
auremo che, per a = -3,
y-3(z) = 1% + Coe™® + Cyz -+ Cy — %we“”‘ .

Imponendo la condizione al limite e ricordando il comportamento asintotico di polinomi ed espo-

nenziali, avremo .

A bole) =0 =

2 vale) =

—Z

b) () = i-e se  a=]l

¢} yua(x) = [Cz - :ll-a:J e™" se a=-3.

Heasoa <1;a#0; a # —3 va ulterior*mente‘ diviso in due sottocasi, perché esponente
1-yI<q ¢

- negativo = 1<vVi—a <= a<0;

- positivo &= a >0 .

Pertanto
Y& eR se a<0; a# -3
lim Cp e=VIm&8a =
Frheo Cy=0 se O<axl,
da cui
% e % se a=0
Yalz) = { 7z e7° se O<a<l
cze(l—\/l—u)z.\«.;l?e"’f,czeﬂ& se a<0;a#-3.
Ricapitolando,
lim Cp e-VIm®)2 = g oy
T—+400
;}__3 e ¢ seqa >0

Yal(z) = { Cp e(1-V "“)“-l-aige‘”;CzER se a<0j;a#-3
(Co-iz) e CheR se o=-3,

Per.a > 0 si ha una soluzione; per a < 0 si hanno infinite soluzioni,
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ESERCIZIO 6.28. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

¥ () + 8y'(z) + 16y(z) = 3z ~ 2
y(0)=0;
¥'(0)=0.

ESERCIZIO 6.29. Determinare tutte le soluzioni del proBlema
V'(2) ~3y'(2) + y(z) = €7 ;
y(0) =2;
im y(z)=0.
ESERCIZIO 6.30. = Determinare l'integrale generale dell’equazione differenziale non omogenea
V(@) = 2'(2) + y(e) = e

Stabilire quali, tra le soluzioni, soddisfino la condizione

lim 1;(.) 0.

T—400

Svolgimento :  L'equazione differenziale proposta € un'equazione lineare del secondo ordine non
omogenea, la cui equazione caratteristica associate ¢ data da M —2X+1=0, che ha come soluzione
A =1 con molteplicitd 2, Pertanto, la soluzione dell’equazione omogenea sard

y(2) = C1e® + Cyze®

Poiché f(z) = le’ e A =1 ¢ soluzione dell’equazione caratteristica con molteplicitd 2, il metodo di
somiglianza fornisce una soluzione particolare della forma y,(z) = pz®e®. Inserendo tale funzione
nell’equazione differenziale completa, si ottiene p = 1/4, da cui

y(z) = C1e® + Coze® + %xze’

E immediato verificare che non ci sono soluzioni che soddisfino la condizione richiesta,

ESERCIZIO 6.31. Determinare Vintegrale generale dell’equazione differenziale
y'(2) +3y'(z) + 2y(z) = 2% + 3e~2*
ESERCIZIO 6.32. Data Pequazione differenziale
y"(2) +2"(z) +y'(z) = e~
determinare lintegrale generale e la-soluzione del problema di Cauchy relativo alle condizioni

y(0)=1; y¥(0)=2; y'(0)=0.
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ESERCIZIO 6.33. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

y"(z) - ——u"(@) = 1;
y(0) =

y'(0) = 2/3;

y'(0)=2.

ESERCIZIO 6.34, Determinare la soluzione del problema di Cauchy

y"(2) + oy’ (z) = 22/y () ;
y(0)=0;
y(0) =4. .

ESERCIZIO 6.35. Determinare Pintegrale generale dell’equazione differenziale

v'(@) + ¥ (m) 4y(a:) _ cos(2logz)
2 ) :

Risposte agli esercizi non svolti:  6.4: y(z) = ﬁh—_? - 6.5 y(z) =1-6.10: y(z) =

(L +sing)® - 6.16: y(@) = e*® - % . 6.17: y,(t) = 1/27””_1, llm (yn(1))? = 2n1+1
- 6.19: y(t) = Ce™¥ + 3t ~ L . 6.24: y(r) T -e (mtegrale smgola:e) 6 25 y(z) =
= [ Lot 4 5% +4] - 6.26: y(z) = ¥ [ warctanz — Llog( 1+22 ) + slog2—Z] - 6.28:
y(e) = %e"“—r———me"““%wx- 35~ 6.29: y(z) = Cre* + (2~ C’1) 2~ ze? - 6.31: y(z) = Cre~%+
C’ge*h»!- e®~3ze~27 - 6,32; lmtegralegeneraleedato day(z) = Cy+Che "+ yze=" —332 2e%; Ja
soluzione del problema di Cauchy & data da 6—5e~% —3ge~% — -é-:cze“” -6.33: y(z) = —z—-@—ﬂ 6.34;
y(x) = 4z (integrale singolare)- 6,35: y(z) = Cy cos(2log z) + C sin(2 logz) + & logzsm(? log z)
perz>0.

0.
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