SECONDO ESONERO — AM110 — 10/1/22 — Testo, soluzioni e commenti

oo TZ2 + 3ﬁ
Es 1.1 [Pt. 8] Discutere la convergenza della serie Z _—
= n+ 2n
[eS) 1\ n
Es 1.2 [Pt. 8] Sia o := n;n ( — 5) . Calcolare og, o1 € o2.

2
Es 1.3 [Pt. 12] Calcolare una primitiva di: (i) /673952 (= +esz2+z)daz; (ii) /:736130
z2 —

Es 1.4 [Pt. 6] si calcoli 'area della regione piana delimitata dall’iperbole {y = 1/z} e le rette {x = —2},

{z=—6}e{y=0}

Es 1.5 [Pt. 8] Sia L ::/
0 T

(a) L’integrale improprio L non converge; (b) L € (0,4+0o0); (¢) L < 0.

Es 1.6 [Pt. 8] Risolvere il seguente problema di Cauchy: & = /z, 2(2) = 1.

lsen/z

dz. Quale delle seguenti risposte esatta (giustificare):

. . . . o= @ tsen
Es 2.1 [Pt. 12] Discutere, al variare di z € R, la convergenza della serie Z —_—.
n
n=1

Es 2.2 [Pt. 12] Calcolare: (i) / z dz; (i) /

senh? z sent

I log x|
Es 2.3 [Pt. 12] Si discuta, al variare di o > 0, la convergenza di L = &d:v
o senx®
Es 2.4 [Pt. 14] Si consideri ’equazione differenziale (oscillatore armonico smorzato e forzato):
1ol 4 S
1%+ % +z =sent, (*)
(i) Si trovi la soluzione generale dell’equazione associata omogenea. (ii) Dire se esistono soluzioni periodiche
di (). (iii) Trovare la soluzione di (*) con dati iniziali (0) = 0, (0) = 0.

Soluzioni

vn o
Es 1.1 a, = % = 3\F9n con 0, — 1 (si noti che n2/3V™ = exp(2logn — v/nlog3) — 0); quindi

Yan — 1/2 e la serie converge per il criterio della radice.

m
Es 1.2 Z " = L per ogni |z| < 1; quindi, ponendo z = —1/2 si ha 69 = 2/3, 01 = —1/3, 02 = 1/6.

1
Es 1.3 (l) /6_3]; (IE + e3x2+x)diE = /e_3x2wdx+ /eac = —66_3x2 + e”.

(ii)/ igdz_/(1+x2:3_

e+ Lo

1 1 3 1
3)dm:x+3/m+\/§ I_\/gd:c:x+ﬁ/(m_\/§7m>dx:

f

Es 1.4 La regione descritta ¢ data da {(z,y) € R?| —6 <z < —2 e —1/z <y < 0} e l'area di tale regione &
—2 6
1 1
data da/ (f 7>da:: / —dz = log 3.
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T
s N . sen/x 1 _ s sen /T
Es 1.5 La risposta & (b): 2% ~ Jzperz—0e [ —ﬁdm =2(1—+V/&) = 2 per € — 0; inoltre Z2¥= >0
per 0 < z < 1 quindi L € (0, +0c0).

T t
Es 1.6 Per separazione di variabili si ottiene / %dy = ds, da cui v/z = t/2, ossia, x = t2 /4.
1 Y 2

. sen £ . sen &
Es 2.1 Per = 0 la serie converge a 0. Per x — 0, e~ x/n“:+1 e la serie > '+ converge se e solo se

2 > 0. Per il criterio della radice la serie fb—: converge assolutamente per |z| < 1 e diverge in valore assoluto
se |z| > 1. Per x = %1 la serie diverge. In conclusione, la serie data converge assolutamente per 0 < z < 1 e
non converge altrimenti.

Es 2.2 (i) [ fzpdz = — [(cotanhz) zdz = —x cotanhz + [ Cs:l}ﬁidz = —zcotanhz + [ ——dsinhz =
—x cotanhx + log | Senh w|
(i) [ Frgde = — [ 57 (cotanz)'de = — [(1 + cotan® z) dcotanz = — cotanz — m.

@
Es 2.3 Per x — 0t Uogal® | M che ¢ integrabile vicino a 0 se e solo se a« < 1: infatti se a > 1,

sen x®
| log | _ log | M
—a — 2 g ber z vicinoa 0, e f) —sgdxr = 400, mentre se a < 1, per ogni o < 8 < 1, % < =5 per

una opportuna M > 0 (poiché x#~<|logz|® — 0 per z — 01) e fo z—ﬁdac =1-7.
Es 2.4 (i) La soluzione generale dell’equazione omogena associata & e~2t(A + Bt) ('equazione caratteristica

e data da % + A+ 1 =0 che ha un’unica soluzione \ = 2).

ii) Una soluzione periodica ¢ data da zp(t) := —E cost + = sent si ottiene cercando una soluzione della
p

forma acost + bsent).
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(iii) z(¢) = e 2t(% + 3t) + zp ().

Statistiche e commenti:

Es 1.2: La formula della somma della serie geometriche & una della poche formule che va sapute a memoria
(¢ comunque facile da ricavare); solo il 19% ha risposto esattamente.



Es 1.4: il 50% ha dato come risposta (per un’areal!) un numero negativo....

Es 1.5: nessuno (!) ha dato la motivazione giusta circa il fatto che L & un numero positivo, motivazione che
non pud essere data usando il criterio del confronto asintotico (perché??).

Es 1.6: il 30% ha dato due risposte per il problema di Cauchy, che (per equazioni regolari, come in questo
caso) ha sempre una unica soluzione.

Es 2.1: 11 90% ha sbagliato Papplicazione del criterio della radice (o la valutazione asintotica). Il calcolo giusto

n
& tm plEEIsenz/nl el
n—oo n<

Es 2.3: Nessuno ha svolto completamente 1’esercizio e il 75% ha sbagliato la risposta (eppure, usando, il prin-
cipio intuitivo che “il logaritmo non conta in presenza di potenze”, si ottiene che, per a > 0, | log 2|/ sen z®
si comporta, per x — 01, ‘essenzialmente’ come 1/ che & integrabile in (0,1) se e solo se o < 1, il che & la
risposta giusta; poi si trattava di giustificare rigorosamente il risultato).

Es 2.4: & lesercizio andato meglio in assoluto (il che mi fa piacere, essendo 'oscillatore armonico uno dei
modelli pitt importanti in fisica).



