Simulazione Primo Esonero — Soluzioni
28/10,/2026

Es 1.

(i) Siax > 0. Se y < z, allora z — y > 0; poiche’ il prodotto di numeri non negativi e’ non negativo,
x(z—y) >0,

e quindi 2y < zz.

Viceversa, supponiamo xy < zz. Se fosse y > z, avremmo y — z > 0 e, poiche’ z > 0,
x(y—z) >0,
ossia zy > xz, assurdo. Dunque y < z.
(ii) Cerchiamo il piu’ piccolo N tale che 2™ > 10n per ogni n > N. Si ha
2% =32 < 50, 26 = 64 > 60,

quindi necessariamente N > 6. Dimostriamo per induzione che la disuguaglianza vale per ogni n > 6. Il caso
n = 6 e’ verificato. Se 2" > 10n con n > 6, allora

2"t = 29" > 20n > 10(n + 1),
poiche’ n > 1. Pertanto il piu’ piccolo valore e’

N=6|

(iii) Sia F C R non vuoto. Un numero M € E €’ il massimo di E se x < M per ogni z € E. Un numero
s € R e’ Vestremo superiore di E se: (a) x < s per ogni x € E; (b) per ogni ¢ < s esiste x € E tale che t < x.

Per A=10,1) si ha
supA =1,

perche’ 1 ¢’ un maggiorante e, se t < 1, esiste € [0,1) con ¢t < x < 1 (ad esempio, se t > 0, z = (t + 1)/2; se
t <0, basta © = 0). Non esiste max A, poiche’ 1 ¢ A e, per ogni x < 1, esiste un elemento di A maggiore di x.

Per
B:{2—1:n€N}
n

sup B = 2.

si ha

Infatti 2 —1/n < 2 per ogni n, quindi 2 e’ un maggiorante. Se t < 2, scegliendon > 1/(2—1t)siha2—1/n > t.
Non esiste massimo, poiche’

1 1
2 — S92 -
n+1 n
per ogni n.
(iv) Per definizione,
lim f(z) =0
r—2

se per ogni € > 0 esiste d > 0 tale che
O<|lz—-2I<d = |f(o)<e.

Per f(x) = |x — 2|'/3, dato & > 0, scegliamo ,
0=c¢e".

Allora 0 < |z — 2| < ¢ implica
(@)l = o — 23 < 61/ = &,

Quindi il limite vale 0.

Es 2.



(i) Poiche’ 0 < 2t < |z,

T

0<
||

<Vlz|  (z#0).

Ne segue che il limite e’ 0. Verifichiamolo dalla definizione. Dato ¢ > 0, scegliamo § = 2. Se 0 < |z| < 4,
allora

2+
0< <]z <Vé=e.
||
Dunque
+
lim —— =0
z—0 |$‘
(ii) Il limite €’ 1. Infatti, per n > 1,
n’+ ()" (=) n+1 1
n?—1 n2—1 |~ (n—Dn+1) n-1

Dato e > 0, scegliamo N € N tale che N > 1+ 1/e. Allora, per n > N,

n? + (=1)"n
—_— 1 <
n?—1 ‘ Sho1°°
Pertanto
2 1"
T e |
n——+o00 n® —1
Es 3.
(i) Per x < 0 si ha |z| = —z, dunque
lr] =32  —4x -4
R e
Inoltre
V= 1
T —0 (x = —00),
x v—x
per cui
N Ik
T——00 4 ‘.I‘|
(ii) Poiche’ n*/3™ — 0 e n'®/2" — 0,
3" —nt~ 3", ntl 4 2m ~ 2,
Pertanto n
3" —nt 3 .
2 " (2 0o
nl0 4 2n 2 ’
e quindi
. 3" —nt _ .
nirfoo nlo + 27 = To0)
Es 4.
Poniamo

E = {(—1)"+;:neN}U(1,2).

Se n e’ pari, (—=1)" +1/n =1+ 1/n € (1,2); quindi questi termini non aggiungono punti all’intervallo. Se n
e’ dispari,

1 1
n n



e tali punti tendono a —1.

Ne segue che
E° =(1,2)|

I punti isolati sono precisamente quelli della successione con indice dispari:

1
IFE = {—1+:n€N, ndispari} .
n

Infine ogni punto di [1, 2] €’ punto d’accumulazione di (1,2), e —1 ¢’ 'unico punto d’accumulazione della parte
discreta. Quindi

|DE={-1}U[1,2]]

(Anche in R* non compaiono altri punti d’accumulazione, poiche’ E e’ limitato.)

Es 5.
Per x > 0,

1+z 2 2(1+x)
(Vz —1)”
2(1+x)
Se inoltre |z — 1| < 1, allora x >0 e
-1
Wit =221 oy

Ve+1 7~

Pertanto
VE 1| _ 1P
1+ 2|7 2

Dato € > 0, basta dunque scegliere

6 = min{1, \/%} .

Infatti, se |z — 1| < 4, allora

Vi 1

1+x 2




