DEFINIZIONE 6.45

Una funzione f : E — R si dice uniformemente continua su E se:

Ve>0, 36>0 tc |[fX)—fO)|<e, VX,yeEE,|x—y|<d. (6.17)

Uniformemente continue sono le funzioni holderiane.

DEFINIZIONE 6.46

(i) Una funzione f : E — R si dice hdlderiana con esponente o« > 0 in
Yy € E se esiste M > 0 tale che vicino a y si ha:

)= fMI<M|x—y|*. (6.18)

Una funzione f : E — R ¢ hdolderiana su E se esiste M > 0 tale che (6.18)
vale per ogni x,y € E.

(ii) Una funzione holderiana (in y o su E) con esponente o = 1 si dice lipschi-
tziana (in y o su E).

Infatti, se f & holderiana su E, la (6.17) segue prendendo & := (¢/M)V/%,
Una condizione sufficiente per la uniforme continuita di una funzione con-
tinua ¢ che il dominio sia compatto.

TEOREMA 6.47 (Heine-Cantor) Sia f € C(K) con K compatto. Allora, f ¢ uni-
formemente continua su K.

PROPOSIZIONE 6.48 Sia f : E — R uniformemente continua su E.
(i) Se {x,} ¢ una successione di Cauchy in E, allora lo & anche {f(x,)}.

(ii) Sey € DE, allora esiste finito il lim f(x).

X—=Yy

x. L’insieme dei punti di accumulazione di un insieme A € un sottoinsieme
di R* che prende il nome di derivato di A e si denota con D*A; 'insieme dei
punti di accumulazione finiti (ossiain R) di A si denota con DA := D*ANR.



PROPOSIZIONE 6.49 Sia f : [0,4+o0) uniformemente continua. Allora, esiste
a,b > 0 tali che | f(x)| < ax + b per ogni x > 0.

PROPOSIZIONE 6.51 Sia f uniformemente continua su E. Allora esiste un’unica
estensione continua faEe

f() =1lim f(x), Vye€ DE\E. (6.20)
X—y

COROLLARIO 6.52 Sia E C R limitato.

(i) Unafunzione f ¢ uniformemente continua su E se e solo se f ¢ la restrizione
di una funzione f continua su E.

(i) Sia f € C(E). Allora f ¢ uniformemente continua su E se e solo se esiste
finito lim,_,, f(x) per ogniy € DE\E.

(iii) Sia f uniformemente continua su E. Allora f & limitata.
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/ Esercizio 6.12 Sia f : E — R. Si dimostri che se esiste a > 0 e x,,y, € E tali che
Xp < Yp, lim(y,—x,) = 0e|f(x,)—f(y,)| > aperognin, allora f non ¢ uniformemente
continua su E. —J /
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Esercizio 6.13 Si dimostri che f(x) = 1/x non ¢ uniformemente continua su (0,1)
senza usare il Corollario 6.52.
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Esercizio 6.16 Si discuta I'uniforme continuita di f(x) = xsen x su R.

Esercizio 6.17 Si discuta I'uniforme continuita di f(x) = cos x? su R.
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Esercizio 6.15 Sia f € C(E) con E chiuso, limitato inferiormente ma non limitato su-
periormente. Si dimostri che se esiste finito il lim,._, , o, f(x), allora f ¢ uniformemente
continua su E.
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* Esercizio 6.20 Dare un esempio di funzione continua e limitata su (0,1] e tale che non
esiste una estensione continua su [0,1].
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