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1.5 Funzioni Riemann integrabili

In questa sezione I é un intervallo limitato.

Definizione 1.18 f : I — R si dice integrabile secondo Riemann (o ‘Riemann integrabile’)
su I se per ogni e > 0 esistono due funzioni g,h € S(I) tali che

g<f<h, /I<h—g><s, (g.h € S(I)). (11)

L’insieme delle funzioni Riemann integrabili su I si denota % (I).

Osservazione 1.19 (i) Se f € R(I) e se g,h € S(E) sono tali che g < f < h, da (10), segue
che [rg < [ih, ossia, 0 < [(h —g).

(if) S(I) C%(I): se f € S(I) possiamo prendere g = f = h.

(iii) Se f € R(I), allora f ¢ limitata poiché per ogni x € I, —oo < inf g < f(x) < supg < +o0.
(iv) Se m < f < M possiamo assumere che le funzioni a scalini in (11) siano tali che m < g

e h < M. Infatti, le funzioni max{g, m} e min{h, M} sono a scalini (Proposizione 1.13) e
g <max{g,m} < f <min{h, M} < he [(min{h, M} — max{g,m}) < [(h—g).

Definizione 1.20 Sia f € %(I) e denotiamo
ST ={ge S| g< f}.  SHI):=1{hesm)|h= f}. (12)

Si definisce l'integrale di Riemann di f il numero reale

/f:: sup /g: inf /h (13)
it gesy ()1 hesf () Jr

Osservazione 1.21 Sia f € R(I) e denotiamo con ﬂli(f) = {fjg’ g€ S’fi(l)} Per I’Osser-

vazione 1.19-(i), %, (f) < ;" (f) e per (11) tali insiemi sono contigui e 'elemento separatore
e, per definizione, I'integrale di Riemann di f.

Dalla definizione segue subito la seguente caratterizzazione di integrabilita:

Proposizione 1.22 (Critertio di integrabilita per successioni)
f€R(I) se e solo per ognin € N, esistono, g, € S;(I) eh, € S;(I) tali che [;(hn—gn) =0
ed in tal caso [ f =lim [ h, = lim [,g,.

Dimostrazione Sia f € &(I). Se ¢ = 1/n, da (11) segue che esistono g, € S; () e hy, €
S;F(I) tali che 0 < [ (hyn — gn) < 1/n, e dalla definizione di sup e inf e da (13) segue che
fIf = limflhn = limflgn.

Viceversa, dato € > 0 sia N tale che fl(hn —gn) <eperognin > Ncong, < f<h,e
Gns hn € S(I). Allora vale vale la (11) con g = gy ¢ h = hy. i

Osservazione 1.23 Le successioni di funzioni {g,} e {h,} possono essere prese rispettiva-
mente crescenti (ossia gn () < gny1(x) per ogni x € I) e decrescenti (ossia hy(x) > hpy1(x)
per ogni x € I).

Dimostrazione Se g, € Sf_ e iln € ST sono tali che lim fl(ﬁn — gn) = 0, ricordando che il
massimo/minimo tra funzioni a scalini ¢ a scalini, possiamo prendere g, = max{g1,...,gn} €
hyn, = min{hy, ..., h,}; infatti {g,(z)} & crescente e {h,(x)} decrescente e quindi h, — g, <
hy, — Gn € integrando tale relazione su I si ottiene che 0 < j}(hn —gn) < j}(ﬁn —gn) — 0. |

Nel prossimo teorema raccogliamo le proprieta fondamentali dell’integrale secondo Riemann.



6 Integrale di Riemann

Teorema 1.24 (Proprieta dell’integrale di Riemann)
(a) Se f1,f2,9 € R(I) e a,b € R, allora appartengono a R (I) anche le funzioni afy + bfs,
fifa, max{f1, f2}, min{f1, fo}, f= e|f].

(b) L’integrale di Riemann é un funzionale lineare e positivo su R (I):

bfy) = b v R(I),
/I(af1+ f2) G/If1+ /If27 fi, f2 e R(I) (14)
/fzo, Y feR(I).f>0. (15)

(¢) L’integrale di Riemann é additivo: se f € R(I), per ogni intervallo J C I, f € R(J) e

/f /fx, (16)
e se I = Uy con I; intervalli allora

/hf+/bf=/jf- (17)

Dimostrazione* Useremo sistematicamente la Proposizione 1.13. Dividiamo la dimostrazio-
ne di (a) in vari passi.

(i) Siano g;, h; € S(I) come nella relazione analoga a (11) con f; al posto di f e €/2 al posto
di . Allora vale (11) con g := g1 + g2, h:=h1 +ha € Se f:= f1 + f2 e quindi f € R(I).
(ii) Sia a > 0. Se f € R(I) e vale la (11) con &/a al posto di ¢, allora vale la (11) con ag, af
e ah al posto di g, f e h. Dunque af € % (I) per ogni f € () e a > 0.

(iii) Se vale la (11) allora si ha —h < —f < —ge [,(—g — (=h)) = [;(h —g) < € ossia
—f € %(I). Da questa osservazione e da (i) e (ii) segue che af; + bfs € R(I) per ogni
a,beR, fi e R(I).

(iv) Dimostriamo che f*,|f| € %(I). Si ricordi che la funzione * — a% & crescente e
che z — = & decrescente. Dunque se vale (11), allora g < f* < ht e bt — gt <
(ht —g")+ (9~ —h) = h—gequndi [(hT —g") < e, e quindi fT € %&(I). Poiché
/= = (=f)" da (iil) segue che f~ € B(I) e che |f| = f+ + f~ € R(]).

(v) Dal punto precedente, segue che max{fi, f2} = (f1 — fo)* + f2 € %A (I). Quindi anche
min{ f1, fa} = —max{—f1, —fa} € R(I).

(vi) Dimostriamo ora che se f € Z(I) e f >0, allora f2 € R(I). Sia M = sup f e assumiamo
(11) con €/(2M) al posto di €. Per ’Osservazione 1.19—(iv), possiamo assumere che g > 0 e
i;QSEAgIl.(g%lora, P <fP<hre [[(h®—g*) = [[(h—g)(h+g) <2M[,(h—g) < e e dunque

Da questo segue anche che se f,gegi(f) f,g > 0 allora fg—%((f—&—g 9?) € &(I).
Quindi, per qualunque f € %(I), f2 = (f* — f7)* = (f*)* + (f )? — 2f+f € 9‘2( ).
Infine, se f,g € R, fg = fHf~ —|—g+g — fTg= — f~g" € R(I). Questo conclude la

dimostrazione di (a).

La (14) segue immediatamente da (a), da (8) e dal fatto che [, f; = lim flgn con g a scalini.

La (15) segue da (9) e dal fatto che [ f = lim [;g, con 0 < g, < f a scalini (si ricordi
I'Osservazione 1.19—(iv)). Questo conclude la dimostrazione di (b).

Dimostriamo (c). Assumiamo (11). Allora®, gx,,hx, € S(J) esu J si ha , gx, = g <
h = hx,, ed inoltre [ (hx, —gx,) = [(hx, —gx,) < f;(h—g) < ¢ e dunque f € R(J
Inoltre, osservando che Sy (J) = {gx, g€ S (1)} segue (16) poiché:

/f= sup /g— sup /ng /fo-
J geS; (1) /I gesy

Ora, se I = I;UIs si ha che X;, + X5, = X, e dunque, per (16), segue (17

/IfZ/I(f(xfl+x12)):/1(fxll+fx,2 /fx,l /fx,2 /f+/f

6Si ricordi che XaXp = Xang-




