Appello A — AM120-ANALISI MATEMATICA 2 — (AA 2023/24) 10/6/2024
Nome, Cognome e numero di matricola:

(Ridotto: Es 1-(ii),2—(ii),3)

Es 1 [Pt 40] Discutere la convergenza delle seguenti serie, al variare di « € R:
oo

™ 4 on > Qn“‘ -1
i) |20 pt _— ii) {20 pt _—
popd 3 Tomw @ R0pd Y Tmy

Es 2 [Pt 30] Discutere, al variare di « € R, la convergenza dei seguenti integrali impropri:

(i) [15 pt] /O T g () [15 pt] /0 = (5~ Arctane) do

senhx — log(1 + x)

el
(:L'2 + 5)1/2
che [z — y| < 4. [Suggerimento: |f(2)g(x) — f(v)g(v)| = |(f(2) — F())9(2) + F(v) (9(2) — 9(»)) ]

Es 4 [Pt 10] Sia A = {m = sen(l/n)| n e N}. Dire se E € un insieme compatto , nel caso non lo fosse, determinare il pitt piccolo
insieme compatto E tale che E C E.

3 [Pt 20] Sia f(x) = e I =[0,2]. Dato € > 0, determinare 6 > 0 per cui |f(z) — f(y)| < &, per ogni z,y € I tali

Soluzioni

TL n

x
converge (radice) e quindi basta studiare la serie Z ————. Poiché

2n 1/n 2
Es 1 (i): Poiché (———) "' > = <11
s 1 (i): Poiché a serie Z ) senhn

nsenhn nsenhn

n

|z|™ \1/n x| ) x .
(7> — — < 1, la serie Z ———— converge assolutamente per |z| < e e non converge per |z| > e (radice); per z = e la
nsenhn e nsenhn 1
. 1 AT . _ AN . _1\n c 12 1 N
serie si comporta come ) = e quindi diverge; per x = —e la serie ¢ data da Z( 1) ST e poiché ==y © decrescente

e tende a 0, la serie converge per Leibniz. In conclusione, la serie converge assolutamente per |z| < e, condizionatamente per z = —e
e non converge altrimenti.

TL 277.1

nne +1 ~ nne

(ii) La serie & a termini positivi. Per z = 0 diverge (i termini sono identicamente uguali a 1/2). Per 2 > 0 2 e

nz \ 1/n x—1
(i"z) = 27 — 0sex <1etende a 00 se x > 1; quindi per > 0 converge se e solo se z € (0,1). Se x < 0 la serie si

comporta come (confronto asintotico) Z 1= Z elos2/n*l _q o Z —

] < 400 se e solo se x < —1. In conclusione la serie
nk

converge se z € (—oo0, —1) U (0,1) e diverge altrimenti.

o] T 00 1 < 1
Es 2 (i) / ——dr = / %% < 400 per ogni . / ——dr = / % 3 dx < 400 se e solo se a > 2. In conclusione
1 1 0 0

senhz —x senhx — x
I'integrale converge se e solo se o > 2.
2 (1 — Arctan sc) 2 S (E — Arctan x) S
2 1 2 (Arctan ) dx
(i) dxr ~ / — dx < +oo (per ogni «). / dr = / dr " -
o /log(l+x) b VT p log(1 + z) b /log(1+ z) b zo/log
(e [0
o (g — Arctan x) o0 (% — Arctan x)
400 se e solo se a > 1; in alternativa, / dr ~ / dx e facendo il cambio di variable y = Z —
2 log(1 + z) o Viog x 2
S (g — Arctan :c) Yo e vo ya—2
Arctanx e ponendo yg = = — Arctan 2 si ha / dx = ———dy < +0
o= 2 Viogx v/log(1 + cotany) sen2 v/ | log y| Y

se e solo se o > 1.

Es 3 [f(2)g(z) — fW)a(w)l = |(f(2) = F®)g(@) + fy)(9(x) — 9(y))| < sup lgllf(x) = F(y)] + Sl;plf\lg(l‘) — 9(y)|- Dunque se

1
f@) = o= 1] e g(y) = 1/(z* +5)"* si ha sup, |f| <1 e sup;|g| < 1/\/g inoltre [f(z) = f(y)] < |z =yl e lg(z) —g(y)| <
sup; |¢'||x — y| < | — y|. In definitiva si puo prendere § = /2.

Es 4 A & limitato, ma non & chiuso poiché sen(1/n) — 0 e 0 ¢ A. La chiusura di A & data da A U {0}che & chiaramente il pil
piccolo compatto che contiene A.



