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Discutiamo, ora, alcuni criteri per serie con termini in R ossia serie
P

an con an 2 R che
tengono conto di possibili compensazioni tra termini positivi e termini negativi22.

Criterio di Leibniz

Sia {an} una successione decrescente con lim an = 0. Allora,
1X

n=1

(�1)n�1an converge (ad un

numero non negativo).
Dimostrazione Si considerino le somme parziali pari e dispari date da:

S2n =
2nX

k=1

(�1)k�1ak = (a1 � a2) + · · ·+ (a2n�1 � a2n) ,

S2n+1 =
2n+1X

k=1

(�1)k�1ak = a1 � (a2 � a3)� · · ·� (a2n � a2n+1) ,

e si noti che (poiché {an} è decrescente) i numeri tra parentesi sono non negativi. Quindi:
S2n � 0; {S2n} è crescente; {S2n+1} è decrescente. Inoltre S2n+1 = S2n + a2n+1 e dunque
S2n  S2n+1. In particolare 0  S2n  S2n+1  a1. Dunque (per il teorema sui limiti delle
funzioni monotone)

0  limS2n = supS2n  inf S2n+1 = limS2n+1  a1 ,

e poiché S2n+1 = S2n + a2n+1 e lim a2n+1 = 0, si ha che limS2n = limS2n+1 e da questo

segue la tesi.

Come già osservato, una serie può convergere pur essendo non assolutamente convergente

come mostrano gli esempi
1X

n=1

(�1)n
1

n
oppure

1X

n=2

(�1)n
1

log log n
.

L’assunzione che {an} sia decrescente è indispensabile; cfr. Esercizio 5.9.

Il criterio di Leibniz ha un’interessante generalizzazione nel seguente

Criterio di Abel–Dirichlet

Sia {an} una successione decrescente con lim an = 0 e siano bn numeri tali che

sup
n

|Bn| < +1 , dove Bn :=
nX

k=1

bk . (5.15)

Allora, la serie
1X

k=1

bkak è convergente. Inoltre, la serie
1X

n=1

Bn(an � an+1) è assolutamente

convergente, e si ha
1X

n=1

bnan =
1X

n=1

Bn(an � an+1) . (5.16)

La dimostrazione è una semplice conseguenza del seguente lemma aritmetico

Lemma 5.15 (Somma per parti) Sia N � 2 e siano b1, ..., bN e a1, ..., aN numeri dati.

Allora
N�1X

n=1

bnan = BN�1aN +
N�1X

n=1

Bn(an � an+1) . (5.17)

22Si ricordi che se
P

|an| converge assolutamente allora converge
P

an (Proposizione 5.7–(vi) o criterio di
convergenza assoluta).


