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4.2 Funzioni Riemann integrabili e loro integrale

Passiamo ora alla definizione di integrabilita secondo Riemann per funzioni limitate su
un intervallo limitato. In questa sezione, I denota un intervallo limitato.

Definizione 4.20 Sia f : I —» R una funzione limitata. Denotiamo
S/ ={gesW|g<f},  S;W):=thesD|h=f}. (4.15)

Definiamo integrale inferiore di Riemann e integrale superiore di Riemann di f sul i numeri

I7(f)= sup [g, JH(f) = inf fh. (4.16)
I

ges; () hest ()

La funzione f si dice Riemann integrabile se 77 (f) = I (f) ed, in tal caso, si definisce
l'integrale di Riemann di f il numero reale

/f =J7(f) =97 (f). (4.17)
/|

La classe di funzioni Riemann integrabile su I si denota con R(I).

Osservazione 4.21 (i) Si noti che per una funzione limitata f, gli insiemi S]T(I )e Sf‘(I )
sono sottoinsiemi non vuoti di S(I). Inoltre, se g € SJT(I Jeh e S;(I ),allorag< f<he
dunque, da (4.12), segue che fg < fhe

{fg| ge s;(z)} < {[h{ he s}t(z)}. (4.18)
T

Nel caso f € R(I) tali sottoinsiemi di R sono contigui e 'integrale di Riemann ne ¢
lelemento separatore. In altri termini, si ha il seguente criterio di integrabilita

g<f<h,

fER(I) < Ve>03g,hesSU): (4.19)
f(h—g)<s.
Ut

(i) S(I) C R(): se f € S(I) possiamo prendere in (4.19) g = f = h.
(iii)Sem < f < M (m,M € R) possiamo assumere che le funzioni a scalini in (4.19)

siano tali che m < g e h < M. Infatti, le funzioni max{g, m} e min{h, M} sono a scalini
(Proposizione 4.9) e g < max{g,m} < f <min{h,M} <he

f (mingh, M} — maxig, m}) < [ (h—g).
T

Da (4.19) segue subito la seguente caratterizzazione di integrabilita:
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Proposizione 4.22 (Criterio di integrabilita per successioni)
f € R(I) seesolo perognin € N, esistono, g, € S]T(I) eh, € S}L(I) taliche fj(h,—g,) = 0
edintal caso f f =lim fh, = lim fg,.

Dimostrazione Sia f € R(I). Se ¢ = 1/n, da (4.19) segue che esistono g, € S}Z(I )e
h, € S]T(I) tali che 0 < f(h, — g,) < 1/n, e dalla definizione di sup e inf e da (4.17)
segue che f f =lim fh, = lim fg,.

Viceversa, dato ¢ > 0sia N tale che f(h, —g,) < cperognin > Ncong, < f < h,e
8n» y, € S(I). Allora vale valela (4.19) con g = gy € h = hy. 1

Osservazione 4.23 Le successioni di funzioni {g,} e {h,} possono essere prese rispettiva-
mente crescenti (ossia g,(x) < g,41(x) per ogni x € I) e decrescenti (ossia h,,(x) > hy,1(x)
perognix € I).

Dimostrazione Se g, € S; e h, € S; sono tali che lim f(h, — g,) = 0, ricordan-
do che il massimo/minimo tra funzioni a scalini ¢ a scalini, possiamo prendere g, =
max{gi, ..., g,} € h, = min{hy, ..., h,}; infatti {g,(x)} & crescente e {h,(x)} decrescente e
quindi h, — g, < h, — g, e integrando tale relazione su I si ottiene che 0 < Ji(h, —gn) <

S, —g)—o. 1

4.2.1 Proprieta dell’integrale di Riemann

Nel prossimo teorema raccogliamo le proprieta fondamentali dell’integrale secondo Rie-
mann.

Teorema 4.24 (Proprieta dell’integrale di Riemann) Sia I un intervallo limitato.
(@) Sef1,fr feRIea,b €R,allora appartengono a R(I) anche le funzioniaf;+bf,,
J1f2 max{fy, fo}, min{fy, fo}, f*e|f].

(b) L’integrale di Riemann é un funzionale lineare e positivo su R(I), ossia:

[ (afi +bfy) =a [ fi+b [ foo ViLfrERD,  (420)
[fzo, VfeRI),f >0, (4.21)
\[f\ < [Ifl, VfeRW). 4.22)

(¢) L’integrale di Riemann é additivo: se f € R(I), per ogni intervalloJ C I, f|; € R({)
11

f f o= [ flr = [ 1 (423)

e se I = I,UI, con I; intervalli allora

/1;f+-1/2f=]1-f' (4.24)

i ricordi la definizione di restrizione nella nota 39 a pag. 79.
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(d) f e R(I)seesolose f : I - Rélimitatae f € R([a, b]) per ogni intervallo [a,b] C I.

Dimostrazione Nel corso della dimostrazione useremo sistematicamente la Proposizio-
ne 4.9. Dividiamo la dimostrazione di (a) in vari passi.

(i) Siano g;, h; € S(I) come nella relazione analoga a (4.19) con f; al posto di f e €/2 al
posto di . Allora vale (4.19)con g :=g, + g, h:=h;+hy € Se f = f1 + f, e quindi
f € RW).

(i) Siaa > 0. Se f € R(I) e vale 1a (4.19) con £/a al posto di ¢, allora vale la (4.19) con
ag,af eahalpostodig, f e h. Dunque af € R(I)perogni f € R(I)ea > 0.

(iii) Se vale la (4.19) allora siha —h < —f < —ge f(-g —(=h)) = f(h —g) < ¢ ossia
—f € R(I). Da questa osservazione e da (i) e (ii) segue che af; + bf, € R(I) per ogni
a,beR, f; € R(U).

(iv) Dimostriamo che f*,|f| € R(). Siricordi che la funzione x — x* & crescente e
che x — x~ & decrescente. Dunque se vale (4.19), allora gt < f* < hteht — gt <
(h* —g")+(g —h") = h—gequindi f(h* —g*) < ¢ dacui f* € RU). Poiché
f~ = (=f)* da(iii) segue che f~ € R(I) eche |f| = f+ + f~ € RD).

(v) Dal punto precedente, segue che max{f, f,} = (f1—f2)" +f2 € R(). Quindi anche
min{fy, f2} = —max{—f1, —f2} € R().

(vi) Dimostriamo ora che se f € R(I) e f > 0, allora f> € R(I). Sia M = sup f e assu-
miamo (4.19) con £/(2M) al posto di . Per 'Osservazione 4.21-(iv), possiamo assumere
cheg >0eh <M. Allora, g> < f2 < h*e f(h*—g?) = f(h—g)(h+g) <2M f(h—g) <e
e dunque f? € R().

Da questo segue anche che se f,g € R(I)e f,g > Oallora fg = ;((f +g?-f?-gh)e
R().

Quindi, per qualunque f € R(I), f2= (T =P =)+ () =2 f~ € R().
Infine, se f,g € R, fg = fYf~ +gtg” — fTg~ — f~gt € R(). Questo conclude la
dimostrazione di (a).

(b): La (4.20) segue immediatamente da (a), da (4.10) e dal fatto che f f; = lim f gg) con
g,(j) a scalini.

La (4.21) segue da (4.11) e dal fatto che f f = lim f g, con 0 < g, < f a scalini (si ricordi
I’Osservazione 4.21-(iii)).

Infine da (a) e da (4.20), segue che

[A=Ifwr === [ [res [r= [in

il che dimostra (4.22). Questo conclude la dimostrazione di (b).
(c): Siano g, e h, come nella Proposizione 4.22. Allora'?, g, x,,h,x, € S(J) e le disu-
guaglianze g, x, < f < hpx, e gux, < fx, < hyx, valgono sia su I che suJ. Dalla

Proposizione 4.22 e dal fatto che fj(h,x, — gnx,) = f(hnX, — 8nX,) < fj(hy — 81) = O,
segue che f € R(J) e chavale la (4.23).
La (4.24) segue immediatamente dalla (4.23) osservando che y, = X, X,

(d): Se f € R(), allora, per (c), f € R([a, b]) per ogni [a,b] C I. Assumiamo ora che
f € R([a, b]) per ogni [a,b] C I. Poiché f & limitata su I, esistono due numeri m < M

12a: .t . _ PR ..
Si ricordi che XaXp = X pp CSLUSE la Proposizione 4.22.



148 Capitolo 4. Integrale (secondo Riemann)

talichem < f(x) < M perogni x € I. Fissiamo ¢ > 0 e scegliamo [a,b] C I talechea—«a

e §—b siano minori di Py dove ¢ = inf I e 8 = supI. Chiaramente, I = I;U[a, b]UI,
—m

con I; intervallo di estremi « e a e I, intervallo di estremi b e 8. Poiché f ¢ integrabile su

[a, b] esistono g, h € S([a, b]), taliche g < f < hsula,b]e [a,b](h —g) < ¢/3. Allora,

le funzioni a scalini su I definite come § = my, +g+my, e h = M)(I1 +h+ M)(Iz,
soddisfano g < f <hsule f(h—g <e. |



