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4.3.1 Integrazione per parti e cambio di variabile

Notazione E d’uso comune denotare I'incremento di una funzione tra due punti a e b su
cui sia definita con parantesi quadrate ponendo?*:

[£15:=f®) - f@). (f:I->R;abel). (4.38)

Corollario 4.37 (Integrazione per parti) Siano f,g derivabili su I intervallo con con
(fg) e f'g Riemann integrabili . Allora, fg' € R(I) e per ogni a,b € I si ha che

[ e = gl - f e (4:39)

Dimostrazione Dalla regola di derivazione del prodotto e dalle ipotesi segue che fg’ =
(fg) — f'g € R(), e, per il Teorema fondamentale del calcolo 4.33, si ha che

[falt 42 f ey - f ot - f g + f e

Corollario 4.38 (Cambio di variabile) Siano E, I intervalli, f € C(E), ¢ € C*(I) con f
e ¢’ limitate e p(I) C E. Allora, per ogni a, 8 € I, si ha

b B
f f= / fop ¢, a=g(@.b=g@). (4.40)

Dimostrazione Si fissi x, € E e sia F(x) = F, (x) la funzione integrale (4.37) di f con
punto base x,. Allora, dal Teorema fondamentale del calcolo 4.35 e dalla regola della
catena segue che fop - ¢’ = F'op - ¢’ = (Fop), e quindi

B B b
/ fop ¢ = f (Fogy “2 [Foplf. = [F]2 “2) f £l

Osservazione 4.39 (i) Se riscriviamo la formula (4.40) nella notazione classica e deno-
tiamo la funzione t € I — ¢(t) = x(t) € Esiha

b 8
/ Foodx = f FEOX O, a=g@), b= (), (4.41)

unque: io di variabile” x = x(t), si unzi uova variabile,
dunque: nel “cambio di variabile” t), si calcola la funzione f nella nuova variabile
gli estremi « e 8 sono due punti che “corrispondono” a a e b, rispettivamente, e il “dx”

- d . ” s
va sostituito con x’(¢t)dt = d—); dt che suggerisce I'identita formale
dx
dx = x'(t)dt = == dt. (4.42)
dt
(ii) Sebbene abbiamo chiamato il Corollario 4.38 “cambio di variabile”, non abbiamo as-
sunto che la funzione ¢ sia biunivoca o iniettiva e puo, ad esempio capitare che ci siano

pit punti a, o ,... diversi tra loro tali che a = ¢(a) = ¢(a’) = ..., mentre, se ¢ & invertibile
allora esisteranno due soli punti &« = ¢~!(a) e § = ¢~1(b) per cui vale la (4.40).

23La funzione f & definita in a e in b ma non necessariamente nell’intervallo con tali estremi.
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Esempio 4.40 Dimostriamo che

1
f VIi—2dx=" (4.43)
1

>

Infatti, (in corrispondenza di alcune uguaglianze ci sono delle note esplicative):

1 0 1
/Vl—xzdx (4i3) /\/l—xzdx+[\/1—x2dx
—1 —1

@ 0 1

= —[Vl—t2dt+[\/1—x2dx

@12) 1 1 1

= [\/l—ﬂdt+[Vl—xzdx=2[V1—x2dx

/2 /2
b
© 2[ |cost|cost dt © 2[ cos? tdt

2

/2 /2 7/
= [ (1 + cos2x)dx =[ dx+[ cos2x dx

@ 7w [sen Zx]”/2 7
2 2 |, 27
(a): cambio di variabile x = —¢ nel primo integrale.

(b): cambio di variabile x = sen .
(c): tra0e /2, cost > 0.

(d): una primitiva di cos2x &
(4.34).

sen 2x

e poi usiamo il Teorema fondamentale del calcolo

Osservazione 4.41 (Simmetrie nell’integrazione) In matematica, cosi comeinfisica,
le simmetrie sono di fondamentale importanza e questo si riflette anche nell’integrazione
semplificando, a volte, i calcoli. Vediamone due esempi:

(i) Se f € %((—a,a)),a > 0, ¢ una funzione pari si ha

() dx =2 [ Fedx,  (fex) = f)). (4.44)

Infatti

f(x)dx

0 a 0 a
f f)dx + [ fx)dx = — f fOydi+ [ )
[ @ + [ )
2[ 7.
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Con un calcolo del tutto analogo si vede invece che se f € ®((—a,a)), a > 0, &
una funzione dispari, allora

a
f f(x)dx =0, (f(=x) = =f(x)). (4.45)
—a
(ii) Se f € R((—a,a)) per ogni a > 0 ed ¢ periodica di periodo T > 0, allora, Va,

a+T T
f fx)dx = [ f@dx,  (fx+T) = f(). (4.46)

Infatti, si ha

a+T (4.33) 0 a+T
f fx)dx = f f(x)dx +[ f(x)dx

T a+T
@ F(t—T)dt + [ F(x)dx

a+T

T a+T
© / F@O)dt + [ £ dx
a+T

T
¢33 [ Fo)dt

(a): cambio di variabile x = t — T nel primo integrale.
(b): essendo f periodica di periodo T, si ha anche f(t + mT) = f(t) per ogni ¢t e per
ognim € Z (qui m = —1).

4.3.2 Formula di Taylor con resto integrale

Dal Teorema fondamentale del calcolo segue una nuova dimostrazione della formula di
Taylor - indipendente dal § 3.4 — con una espressione esplicita per il resto.

Lemma 4.42 Sian € NeF € C"([0,1]). Allora,

i ! FR(0) Y- gt o
F(1) = ZB ot [ T FM(t)dt . (4.47)

Dimostrazione Dimostriamo il lemma per induzione. Per n = 1, la (4.47) diviene

1
F(1)=F(O)+[ F'(t)dt
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che segue dal Teorema fondamentale del calcolo. Assumiamo che (4.47) valga e dimo-
striamola per n + 1. Integrando per parti si ha:

s F®(0) (4.47) 1(1—0"_1 (n)
-3t [
n 1 1o o
[_@Fm) 4 [ %F(’l“)(t)dt

= (n)(o) [(1 F("+1)(t)dt |

Proposizione 4.43 (Formula di Taylor con resto integrale) Se f ¢ C"*'(I) con I in-
torno di x, allora, per ogni x € 1, si ha

no ek
Z ! k(!xO) (x — x0)* + Ry (3 x0) (4.48)
con : R, (x;x0) = (x — x )("“)[ a- f(”“)(x + t(x — xg))dt

= f FEDE) G-y dy,

sup, | f+D)]
[R, (x5 x0)| < ﬁ |x — x|t (4.49)

Dimostrazione La (4.48) segue dal Lemma ponendo F(t) := f (xo +t(x — xo)) ed osser-
vando che F®(t) = f®)(x, + t(x — xp)) - (x — xo)* per ogni 0 < k < n + 1; 'uguaglianza
tra i due integrali nella (4.48) segue dal cambio di variabile y = x, + t(x — Xo).

La (4.49) segue immediatamente dalla (4.48) e dalla identita Ll(l -t =1/(n+1). |

Ulteriori applicazioni del teorema fondamentale del calcolo verranno discussi nella se-

zione § 4.6.

Esercizi

Esercizio 4.8 Si dimostri il seguente “teorema della media integrale”:

Sia f continua sull’intervallo E. Allora, per ogni a,b € E, esiste x tra a e b tale che
1 b
= — . 4.50
o) = 57— f f (4.50)

[Suggerimento: Si usi il teorema del valor medio per funzioni continue. ]

Esercizio 4.9 (Approssimazioni regolari di funzioni caratteristiche)
(i) Sia x € R — ¢@,(x) la funzione che vale 0 per x < 0 e @,(x) = e~'/* per x > 0. Dimostrare che,
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P,(x)
x2n
e che goé")(o) = 0 per ogni n.

per x > 0, qof)”)(x) =

@o(x) dove P,, & un polinomio di grado n — 1. Dedurne che ¢, € C®(R)

(ii) Sia @, (x) = @y(x)py(1 — x). Dimostrare che: ¢; € C®(R), ¢;(x) =0sex <0osex > 1eche
@.(x) > 0 per x € (0,1).

p € C*°(R), p(x) = Ose; <0 p(x)=1sex>1,¢'(x)>0perx € (0,1).

(iv) Siano a < b. Per ogni § < (b — a)/2, determinare una funzione ¢s(x) tale che: 15 € C®(R);
Ps(x) = 0se x & (a,b); Ps(x) = 1 perognia+8 < x < b—3d;9;(x) >O0perx € (a,a+3d)e
P5(x) < 0perx € (b—34,b).

(v) Dimostrare che per ogni intervallo I che contenga I'intervallo [a, b], f| X

(iii) Sia p(x) == 0se x < 0 e p(x) = ¢off ¢, per x > 0, dove ¢, = (f01¢1)*1. Dimostrare che:

— 5| < 26.

a,b]



