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4.3.1 Integrazione per parti e cambio di variabile

Notazione È d’uso comune denotare l’incremento di una funzione tra due punti 𝜔 e 𝜀 su
cui sia de!nita con parantesi quadrate ponendo23:

[𝜗]𝜀
𝜔 ∱ 𝜗(𝜀) ω 𝜗(𝜔) ,

⌋
𝜗 ε 𝜛 → ℝ ; 𝜔, 𝜀 ϑ 𝜛

⌈
. (4.38)

Corollario 4.37 (Integrazione per parti) Siano 𝜗, 𝜚 derivabili su 𝜛 intervallo con con
(𝜗𝜚)ϖ e 𝜗ϖ𝜚 Riemann integrabili . Allora, 𝜗𝜚ϖ ϑ ⋛(𝜛) e per ogni 𝜔, 𝜀 ϑ 𝜛 si ha che

∲
𝜀

𝜔
𝜗ϖ𝜚 = [𝜗𝜚]𝜀

𝜔 ω ∲
𝜀

𝜔
𝜗𝜚ϖ . (4.39)

Dimostrazione Dalla regola di derivazione del prodotto e dalle ipotesi segue che 𝜗𝜚ϖ =
(𝜗𝜚)ϖ ω 𝜗ϖ𝜚 ϑ ⋛(𝜛), e, per il Teorema fondamentale del calcolo 4.33, si ha che

[𝜗𝜚]𝜀
𝜔

(4.35)= ∲
𝜀

𝜔
(𝜗𝜚)ϖ = ∲

𝜀

𝜔
(𝜗ϖ𝜚 + 𝜗𝜚ϖ) = ∲

𝜀

𝜔
𝜗ϖ𝜚 + ∲

𝜀

𝜔
𝜗𝜚ϖ .

Corollario 4.38 (Cambio di variabile) Siano 𝜍, 𝜛 intervalli, 𝜗 ϑ 𝜑(𝜍), 𝛻 ϑ 𝜑1(𝜛) con 𝜗
e 𝛻ϖ limitate e 𝛻(𝜛) 𝜕 𝜍. Allora, per ogni ℵ, ℶ ϑ 𝜛, si ha

∲
𝜀

𝜔
𝜗 = ∲

ℶ

ℵ
𝜗⋜𝛻 ⋝ 𝛻ϖ , 𝜔 = 𝛻(ℵ), 𝜀 = 𝛻(ℶ) . (4.40)

Dimostrazione Si !ssi ℷ0 ϑ 𝜍 e sia ℸ(ℷ) = ℸℷ0 (ℷ) la funzione integrale (4.37) di 𝜗 con
punto base ℷ0. Allora, dal Teorema fondamentale del calcolo 4.35 e dalla regola della
catena segue che 𝜗⋜𝛻 ⋝ 𝛻ϖ = ℸϖ⋜𝛻 ⋝ 𝛻ϖ = (ℸ⋜𝛻)ϖ, e quindi

∲
ℶ

ℵ
𝜗⋜𝛻 ⋝ 𝛻ϖ = ∲

ℶ

ℵ
(ℸ⋜𝛻)ϖ (4.35)= [ℸ⋜𝛻]ℶ

ℵ = [ℸ]𝜀
𝜔

(4.34)= ∲
𝜀

𝜔
𝜗 .

Osservazione 4.39 (i) Se riscriviamo la formula (4.40) nella notazione classica e deno-
tiamo la funzione ⊳ ϑ 𝜛 ↦ 𝛻(⊳) = ℷ(⊳) ϑ 𝜍 si ha

∲
𝜀

𝜔
𝜗(ℷ)⊲ℷ = ∲

ℶ

ℵ
𝜗

⌋
ℷ(⊳)

⌈
ℷϖ(⊳)⊲⊳ , 𝜔 = 𝛻(ℵ), 𝜀 = 𝛻(ℶ) , (4.41)

dunque: nel “cambio di variabile” ℷ = ℷ(⊳), si calcola la funzione 𝜗 nella nuova variabile,
gli estremi ℵ e ℶ sono due punti che “corrispondono” a 𝜔 e 𝜀, rispettivamente, e il “⊲ℷ”
va sostituito con ℷϖ(⊳)⊲⊳ = ⊲ℷ

⊲⊳
⊲⊳ che suggerisce l’identità formale

⊲ℷ = ℷϖ(⊳)⊲⊳ = ⊲ℷ
⊲⊳ ⊲⊳ . (4.42)

(ii) Sebbene abbiamo chiamato il Corollario 4.38 “cambio di variabile”, non abbiamo as-
sunto che la funzione 𝛻 sia biunivoca o iniettiva e può, ad esempio capitare che ci siano
più punti ℵ, ℵϖ,... diversi tra loro tali che 𝜔 = 𝛻(ℵ) = 𝛻(ℵϖ) = ..., mentre, se 𝛻 è invertibile
allora esisteranno due soli punti ℵ = 𝛻ω1(𝜔) e ℶ = 𝛻ω1(𝜀) per cui vale la (4.40).

23La funzione 𝜗 è de!nita in 𝜔 e in 𝜀 ma non necessariamente nell’intervallo con tali estremi.
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Esempio 4.40 Dimostriamo che

∲
1

ω1

⌉
1 ω ℷ2 ⊲ℷ = 0

2 . (4.43)

Infatti, (in corrispondenza di alcune uguaglianze ci sono delle note esplicative):

∲
1

ω1

⌉
1 ω ℷ2⊲ℷ (4.33)= ∲

0

ω1

⌉
1 ω ℷ2⊲ℷ + ∲

1

0

⌉
1 ω ℷ2⊲ℷ

(a)= ω∲
0

1

⌉
1 ω ⊳2⊲⊳ + ∲

1

0

⌉
1 ω ℷ2⊲ℷ

(4.32)= ∲
1

0

⌉
1 ω ⊳2⊲⊳ + ∲

1

0

⌉
1 ω ℷ2⊲ℷ = 2∲

1

0

⌉
1 ω ℷ2⊲ℷ

(b)= 2∲
0ϱ2

0
{ cos ⊳{ cos ⊳ ⊲⊳ (c)= 2∲

0ϱ2

0
cos2 ⊳⊲⊳

= ∲
0ϱ2

0
(1 + cos 2ℷ)⊲ℷ = ∲

0ϱ2

0
⊲ℷ + ∲

0ϱ2

0
cos 2ℷ ⊲ℷ

(d)= 0
2 + } sen 2ℷ

2 ⦃
0ϱ2

0
= 0

2 .

(a): cambio di variabile ℷ = ω⊳ nel primo integrale.
(b): cambio di variabile ℷ = sen ⊳.
(c): tra 0 e 0ϱ2, cos ⊳ ∳ 0.
(d): una primitiva di cos 2ℷ è sen 2ℷ

2
e poi usiamo il Teorema fondamentale del calcolo

(4.34).

Osservazione 4.41 (Simmetrie nell’integrazione) In matematica, così come in !sica,
le simmetrie sono di fondamentale importanza e questo si ri"ette anche nell’integrazione
sempli!cando, a volte, i calcoli. Vediamone due esempi:

(i) Se 𝜗 ϑ ⋛
⌋
(ω𝜔, 𝜔)

⌈
, 𝜔 > 0, è una funzione pari si ha

∲
𝜔

ω𝜔
𝜗(ℷ) ⊲ℷ = 2∲

𝜔

0
𝜗(ℷ) ⊲ℷ ,

⌋
𝜗(ωℷ) = 𝜗(ℷ)

⌈
. (4.44)

Infatti

∲
𝜔

ω𝜔
𝜗(ℷ)⊲ℷ = ∲

0

ω𝜔
𝜗(ℷ) ⊲ℷ + ∲

𝜔

0
𝜗(ℷ) ⊲ℷ = ω∲

0

𝜔
𝜗(⊳) ⊲⊳ + ∲

𝜔

0
𝜗(ℷ)

= ∲
𝜔

0
𝜗(⊳) ⊲⊳ + ∲

𝜔

0
𝜗(ℷ)

= 2∲
𝜔

0
𝜗 .
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Con un calcolo del tutto analogo si vede invece che se 𝜗 ϑ ⋛
⌋
(ω𝜔, 𝜔)

⌈
, 𝜔 > 0, è

una funzione dispari, allora

∲
𝜔

ω𝜔
𝜗(ℷ) ⊲ℷ = 0 ,

⌋
𝜗(ωℷ) = ω𝜗(ℷ)

⌈
. (4.45)

(ii) Se 𝜗 ϑ ⋛
⌋
(ω𝜔, 𝜔)

⌈
per ogni 𝜔 > 0 ed è periodica di periodo 1 > 0, allora, ς𝜔,

∲
𝜔+1

𝜔
𝜗(ℷ) ⊲ℷ = ∲

1

0
𝜗(ℷ) ⊲ℷ ,

⌋
𝜗(ℷ + 1) = 𝜗(ℷ)

⌈
. (4.46)

Infatti, si ha

∲
𝜔+1

𝜔
𝜗(ℷ) ⊲ℷ (4.33)= ∲

0

𝜔
𝜗(ℷ) ⊲ℷ + ∲

𝜔+1

0
𝜗(ℷ) ⊲ℷ

(a)= ∲
1

𝜔+1
𝜗(⊳ ω 1) ⊲⊳ + ∲

𝜔+1

0
𝜗(ℷ) ⊲ℷ

(b)= ∲
1

𝜔+1
𝜗(⊳) ⊲⊳ + ∲

𝜔+1

0
𝜗(ℷ) ⊲ℷ

(4.33)= ∲
1

0
𝜗(⊳) ⊲⊳

(a): cambio di variabile ℷ = ⊳ ω 1 nel primo integrale.
(b): essendo 𝜗 periodica di periodo 1, si ha anche 𝜗(⊳ + 21) = 𝜗(⊳) per ogni ⊳ e per
ogni 2 ϑ ℤ (qui 2 = ω1).

4.3.2 Formula di Taylor con resto integrale

Dal Teorema fondamentale del calcolo segue una nuova dimostrazione della formula di
Taylor – indipendente dal § 3.4 – con una espressione esplicita per il resto.

Lemma 4.42 Sia 3 ϑ ℕ e ℸ ϑ 𝜑3([0, 1]). Allora,

ℸ(1) =
3ω1⦄

4=0

ℸ(4)(0)
4! + ∲

1

0

(1 ω ⊳)3ω1

(3 ω 1)! ℸ(3)(⊳)⊲⊳ . (4.47)

Dimostrazione Dimostriamo il lemma per induzione. Per 3 = 1, la (4.47) diviene

ℸ(1) = ℸ(0) + ∲
1

0
ℸϖ(⊳)⊲⊳
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che segue dal Teorema fondamentale del calcolo. Assumiamo che (4.47) valga e dimo-
striamola per 3 + 1. Integrando per parti si ha:

ℸ(1) ω
3ω1⦄

4=0

ℸ(4)(0)
4!

(4.47)= ∲
1

0

(1 ω ⊳)3ω1

(3 ω 1)! ℸ(3)(⊳)⊲⊳

= }ω (1 ω ⊳)3

3! ℸ(3)⦃
1

0
+ ∲

1

0

(1 ω ⊳)3

3! ℸ(3+1)(⊳)⊲⊳

= ℸ(3)(0)
3! + ∲

1

0

(1 ω ⊳)3

3! ℸ(3+1)(⊳)⊲⊳ .

Proposizione 4.43 (Formula di Taylor con resto integrale) Se 𝜗 è 𝜑3+1(𝜛) con 𝜛 in-
torno di ℷ0 allora, per ogni ℷ ϑ 𝜛, si ha

𝜗(ℷ) =
3⦄

4=0

𝜗(4)(ℷ0)
4! (ℷ ω ℷ0)4 + 53(ℷ; ℷ0) (4.48)

con ε 53(ℷ; ℷ0) ∱ (ℷ ω ℷ0)(3+1)∲
1

0

(1 ω ⊳)3

3! 𝜗(3+1)⌋ℷ0 + ⊳(ℷ ω ℷ0)
⌈
⊲⊳

= 1
3! ∲

ℷ

ℷ0

𝜗(3+1)(6) (ℷ ω 6)3⊲6 ,

{53(ℷ; ℷ0){ ⨋
sup𝜛 {𝜗(3+1){

(3 + 1)! {ℷ ω ℷ0{3+1 . (4.49)

Dimostrazione La (4.48) segue dal Lemma ponendo ℸ(⊳) ∱ 𝜗
⌋
ℷ0 + ⊳(ℷ ω ℷ0)

⌈
ed osser-

vando che ℸ(4)(⊳) = 𝜗(4)⌋ℷ0 + ⊳(ℷ ω ℷ0)
⌈

⋝ (ℷ ω ℷ0)4 per ogni 0 ⨋ 4 ⨋ 3 + 1; l’uguaglianza
tra i due integrali nella (4.48) segue dal cambio di variabile 6 = ℷ0 + ⊳(ℷ ω ℷ0).
La (4.49) segue immediatamente dalla (4.48) e dalla identità ⨌1

0 (1 ω ⊳)3 = 1ϱ(3 + 1).

Ulteriori applicazioni del teorema fondamentale del calcolo verranno discussi nella se-
zione § 4.6.

Esercizi
Esercizio 4.8 Si dimostri il seguente “teorema della media integrale”:
Sia 𝜗 continua sull’intervallo 𝜍. Allora, per ogni 𝜔, 𝜀 ϑ 𝜍, esiste ℷ tra 𝜔 e 𝜀 tale che

𝜗(ℷ) = 1
𝜀 ω 𝜔 ∲

𝜀

𝜔
𝜗 . (4.50)

[Suggerimento: Si usi il teorema del valor medio per funzioni continue.]

Esercizio 4.9 (Approssimazioni regolari di funzioni caratteristiche)
(i) Sia ℷ ϑ ℝ ↦ 𝛻0(ℷ) la funzione che vale 0 per ℷ ⨋ 0 e 𝛻0(ℷ) = 7ω1ϱℷ per ℷ > 0. Dimostrare che,
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per ℷ > 0, 𝛻(3)
0 (ℷ) = 83(ℷ)

ℷ23 𝛻0(ℷ) dove 83 è un polinomio di grado 3 ω 1. Dedurne che 𝛻0 ϑ 𝜑φ(ℝ)
e che 𝛻(3)

0 (0) = 0 per ogni 3.
(ii) Sia 𝛻1(ℷ) ∱ 𝛻0(ℷ)𝛻0(1 ω ℷ). Dimostrare che: 𝛻1 ϑ 𝜑φ(ℝ), 𝛻1(ℷ) = 0 se ℷ ⨋ 0 o se ℷ ∳ 1 e che
𝛻1(ℷ) > 0 per ℷ ϑ (0, 1).

(iii) Sia 𝛻(ℷ) ∱ 0 se ℷ ⨋ 0 e 𝛻(ℷ) ∱ 90⨌ℷ
0 𝛻1 per ℷ > 0, dove 90 ∱

⌋
⨌1

0 𝛻1
⌈ω1

. Dimostrare che:
𝛻 ϑ 𝜑φ(ℝ), 𝛻(ℷ) = 0 se ℷ ⨋ 0; 𝛻(ℷ) = 1 se ℷ ∳ 1, 𝛻ϖ(ℷ) > 0 per ℷ ϑ (0, 1).
(iv) Siano 𝜔 < 𝜀. Per ogni . < (𝜀 ω 𝜔)ϱ2, determinare una funzione ,.(ℷ) tale che: ,. ϑ 𝜑φ(ℝ);
,.(ℷ) = 0 se ℷ ∇ (𝜔, 𝜀); ,.(ℷ) = 1 per ogni 𝜔 + . ⨋ ℷ ⨋ 𝜀 ω .; ,ϖ

.(ℷ) > 0 per ℷ ϑ (𝜔, 𝜔 + .) e
,ϖ

.(ℷ) < 0 per ℷ ϑ (𝜀 ω ., 𝜀).
(v) Dimostrare che per ogni intervallo 𝜛 che contenga l’intervallo [𝜔, 𝜀], ⨌𝜛 {<[𝜔,𝜀] ω ,.{ < 2..


