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Formula di Taylor

Definizione 1 (Polinomio e resto di Taylor) Sia I un intervallo, n € No, f : I — R
continua e derivabile n volte in' xy. Chiamiamo polinomio di Taylor di ordine n di f in xq il
polinomio di grado (al pit) n dato da

n
F®) (o) F (x0) n
Tpn(e) = Tralmso) = S0 T8 (o — o) = fao) 4+ 2 (). ()
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Definiamo il resto n—simo di Taylor di f in xg, la funzione
z el ry(r;x0) =rin(z;zo) = f(x) — Tin(x;z0). (2)

Si noti che Ty (xo;x0) = Tro(z;20) = f(0).
Lemma 2 Sia I un intervallo, n € Ng, f : I — R continua e derivabile n volte in xy. Allora,
T (w520) = Tpr 1 (25 70) 5 (3)

ren(®izo)  Tpa-1(& o)
(J} _ xo)m - m (5 _ xo)m—l (4)

dove, in (4), m € N e £ & un punto tra x e xg.

Dimostrazione La (3) segue immediatamente dalla Definizione 1:
— ™) () R TG, -
DTy (x520) = Z o k(z—ax0)ft = Z i (z — xo)* !
k=1

ol (1)) (o .
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=
Ora, per il Teorema del valor medio di Cauchy (applicato all’intervallo di estremi zg e x e
alle funzioni differenziabili y — f(y) — Tn(y; z0) €% y — (y — xo)™), esiste £ tra z e xo tale
che:

rin(rize) @ f(@) = Tra(aize) _ J'(€) =T}, (& o)

(.’E _ :I;O)m (I _ 330)7” T om (g _ xo)m—l
® S =Trn1(§m0) @ 7pn-1(§T0) |
m (§ —xo)m 1 m (€ — xo)m~1 "

Teorema 3 (Formula di Taylor) Sia I un intervallo, n € N, f : I — R continua e
derivabile n volte in xy. Allora,

fi Tn(@i20) o (5)
a—zo (T — 2o)"
Se, inoltre, f ¢ derivabile (n + 1) volte in I\xzg, allora, per ogni x € I\{xo}, esiste { tra x e

o tale che
F(g)
(n+1)!

in particolare, se M :=supy , ... |f V| < +o0, allora

(@5 @0) = (& — )"t (6)

| — wo|" (7)

n_ (k) M
f(x) :ZfT(!xo)(zfxo)k‘Frf,nv |Tf7" < m
k=0

LOssia, f & continua in z¢ e (se n > 0) sono definite ricorsivamente le prime (n—1) derivate in I ed esiste la derivata
di ordine n in . Si ricordi anche che la derivata di ordine 0 & per definizione la funzione stessa: f(*) (zo) := f(wo).

2Si osservi che tali funzioni sono nulle in Yy = xo.
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Dimostrazione Iterando (n —1) volte la (4) con m = n, otteniamo che esiste un punto & tra
r e xo tale che

ryn(T;20) T -1 1(&5T0) ©) i(f("fl)(f) — f(”fl)(xo)
(x—z0)"  nl(E—z0)  n! £—xg

— ™)),

e quindi, poiché |£ — x¢| < |z — z¢|, segue la (5) quando = — z.
Per dimostrare la (6) ragioniamo in modo analogo: iterando n volte la (4) con m = n + 1,
otteniamo che esiste un punto & tra x e xg tale che

rin(Tiz)  TrmoGro) @ 1 fM(E) — f0V) ()

(@ —zo)™  (n+NE—m)  (n+1)! €~ xo ’

da cui, applicando il Teorema valor medio di Lagrange, segue la (6). La (7) segue immedia-
tamente dalla (6) e dalla definizione di M.

Definizione 4 (Simboli di Landau) Se g é una funzione definita vicino a xq, si dice che
g=o((x —xo)™) (‘g & un o piccolo di (x — x9)™’ 0, anche, che ‘g é un infinitesimo di ordine
superiore a (x — x)"™’) se si ha che limg_,5, g/(x — )™ = 0; si noti che, per n =0, g = o(1)
(vicino a xo) significa che lim,_,,, g = 0.

Se g € una funzione definita vicino a xg, si dice che g = O((x — x0)™) (‘g & un O grande di
(x — o)™ se vicino a xo si ha che |g(x)| < M(x — x9)™ per una qualche M > 0.

Dunque, usando i simboli di Landau, il Teorema 3 si puo riformulare come segue:
Se f & derivabile n volte in xq, allora® f(z) = Tt (z;x0) + o(|z — x0|™);

se, inoltre, f("*1) ¢ limitata vicino a xo, allora f(z) = Ty, (z;20) + O(|x — 20| T1).

Esercizi

Esercizio 1.1 Le seguenti affermazioni vanno intese ‘vicino a xo € R’.
(i) Se f =o((x — z0)™), allora f = o((x — x0)™) per ogni 0 < m < n.

(ii) Se f=o((z —0)") e g = o((zx — z0)™), allora fg = o((x — z0)""™), e af +bg = o((x — 20)")
con p = min{n, m}, per ogni a,b € R.

(iii) Se f = o((z — zo)"), allora f/(z — z0)™ = o((x — xo)"~™ per ogni m < n.

3Naturalmente, dire f = g+ o(|x —xo|™) significa f —g = o(|x —x0|™); e analogamente per f = g+ O(|z —zo|™).
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