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7 e I’arcocoseno

Seguendo la tradizione, chiameremo /2 la lunghezza di S} = 5§ ;:
Definizione 3.28 (pi greco) 7 := 2/(S})

Definizione 3.29 Per x € [0,1], poniamo A(z) := £(S}); tale funzione & anche chiamata il
ramo principale dell’arcocoseno ristretta a [0, 1].

Osservazione 3.30 Dall’Osservazione 3.27, segue immediatamente che la funzione z € [0, 1] —
A(z) € [0,7/2] & una funzione strettamente decrescente e tale che A(0) = 7, A(1) = 0.

Dimostriamo che A(z) ¢ differenziabile su [0, 1):
_
V1I—a?

Dimostrazione Fissiamo = € [0, 1) e calcoliamo la derivata destra D, A(x). Sia0 < h < 1—z.
Dall’Osservazione 3.27 segue che

A(x+h) — A(x) = —(A(z) — A(z + h)) = —0(Sy 10p) - (3.35)

Lemma 3.31 Perogni 0 <z <1, A'(z) = —

Ora, si noti che, se 0 < 1 < 23 < 1, y; = g(x;) e z; = (x4,;), dal Teorema di Lagrange segue

Uo(z1,29) = (g — 581)\/1 + (M)Q — (29— 21+ 9 (3)2

T2 — T

per un opportuno T € (x1,xs), e dunque

(xg — 1) inf \/1+g’2§€(0(21,22)g(xg—xl) sup \/14+¢?%, V0<z; <zo<1.

(z1,72) (z1,22)

(3.36)
Sia ora P = P(z1,...,2n) € P4 045 una qualunque poligonale inscritta in S§ di estremi z
ex+ h, ossia z; = (x;,y;) = (x5,9(x;)) conx; =2z < --- <z, = x+ h, esiano a(h) :=
inf ;o) V14 g” e B(h) = SUP(y pn) V1 + g'*. Allora, da (3.36) segue
n—1 n—1
h-ath) = Y (i —z)a(h) <Y <($i+1 - 33i)( inf Vv 1 +g’2)
i=1 i=1 Tirtit
(3.36) "=l (3.36) 1 .
< Y lot ) =6P) < Y (@i —w) s (f1+g7)
i=1 i=1 (zi,it1)
n—1
< Y (@i — @) B(h) = h- B(h).
i=1

Dunque, per ogni poligonale P € %, .4, si ha che

on) < W < g

e, prendendo 'estremo superiore su tutte le partizioni P € %, 4, otteniamo

E(Salc,m+h,) < 6(}1)

afh) £ == <

Poiché hliI(I)l alh) =14+ ¢ (x)?2 = hli%l B(h), dal teorema del confronto segue anche che
-0+ -0+

Sk ) 1
i math) e =
Jlim == V1+g(z) N
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Tale relazione, assieme alla (3.35), mostra che D, A(z) = —1/v1 — 2.
In modo del tutto analogo si mostra che anche per la derivata sinistra si ha?® D_A(x) =

~1/vi—a2. |
In particolare, A & continua su [0,1) e lim,_,; A’(x) = +00. Ma, in effetti, A é continua anche
in z = 1: dalla definizione di A e da (3.34) segue che, per ogni 0 < x < 1,
[A(@) = A1) = A@@)<(Q-2)+g(@)=(1-2)+ /(1 -2)(1+2)
< Q1-2)++v/(1-2)<2y/(1—-1x), (3.37)

da cui segue che 111{1 A(z) = 0= A(1), come annunciato®*.
z—1—

In conclusione abbiamo dimostrato il seguente

0,1], strettamente

Lemma 3.32 A : z € [0,1] — t = A(x) é una funzione continua su [0,
,1]) = [0,7/2].

decrescente e di classe C1([0,1)) con A'(z) = —1/V/1 — 22; infine*® A[(0

23Fsercizio 3.12.
24Infatti la (3.37) mostra che A(x) & Hélder continua con esponente 1/2 in o = 1.
25Quest’u1tima affermazione segue immediatamente dal teorema dei valori intermedi.



