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Serie di Taylor

Definizione 1 (i) Sia f una funzione definita in un intorno di xo € R. Se f ¢ derivabile un
numero arbitrario di volte in xg, chiameremo la serie di potenze

o0 ) (5
Zak(x—xo)k, ajp 1= fT(!O), (1)
k=0

la serie di Taylor di f in x.
(ii) Una funzione f si dice analitica in zq se é derivabile un numero arbitrario di volte in
xg e la sua serie di Taylor coincide con f in un intorno di xg.

Ovviamente, dal teorema sulle regolarita delle serie di potenze (Proposizione 6 nel file) segue
che la serie di Taylor di una serie di potenze f centrata in zg coincide con f all’interno
dell’intervallo di convergenza della serie e quindi le serie di potenze sono funzioni analitiche
in xg.

Vediamo, ora, un esempio “negativo”, ossia di una funzione C°°(R) non analitica in 0. Sia
¢ : R — R definita come segue: p(z) = 0se 2 < 0 e o(z) = e~ /% per z > 0. E facile verificare
che! p € C*°(R) e dunque la sua serie di Taylor in 0 & la serie identicamente nulla (che ha
raggio di convergenza +00); d’altra parte ¢(x) > 0 se z > 0 e dunque ¢ non ¢ analitica in 0.

Osserviamo che dalla formula di Taylor con resto di Lagrange segue immediatamente il
seguente

Lemma 2 (Criterio di analiticitd) Sia f una funzione definita in I = [xg — r,xo + 7]
derivabile un numero arbitrario di volte in I e tale che

o My g _ .7 (k)
kEI—&I-loo = 0, My, = My(r) := |x£I}1:%)|(§r L[ ()] (2)

Allora, f é analitica in xg. Pit precisamente, R > r (dove R ¢ il raggio di convergenza della
serie di Taylor di f in xg) e f coincide con la sua serie di Taylor sull’intervallo [xg—r, zg+71].

Discutiamo ora le serie di Taylor in? 0 di alcune funzioni elementari. Nelle seguenti formule
R denota il raggio di convergenza della relativa serie di Taylor.

1 = (B ey = (k4D _

k=p k=0

Dimostrazione Per ogni p > 0, DP(1 —z)~! = p!(1 — z)~®*+1 ¢ dalla formula per la
serie geometrica, per |z| < 1, e dalla Proposizione 6 nel file segue che

Dr :DPE T E k-(k—p4+1)ak?P = E ——_gkP,
1—2z (k—p)!
k=0 k=p k=p
Da tali relazioni segue (a) in |z| < 1; dalla Proposizione 6 nel file) segue che R = 1
(essendo 1 il raggio di convergenza della serie geometrica). i
Mnfatti, per induzione, si vede che, per = > 0, ™) (z) = %(f)ap(z) dove P, ¢ un polinomio di grado n — 1

(Esercizio 1.1). Dunque, poiché lim, 04 ¢(z)/z™ = 0 per ogni m, si ha che ™ (04) = 0 per ogni n; in particolare
»(™(0) = 0 per ogni n.

2Spesso7 la serie di Taylor di una funzione in 0 viene chiamata serie di Maclaurin. Come detto piu volte passare
da zp a 0 & una semplice traslazione delle z.


http://www.mat.uniroma3.it/users/chierchia/AM120_24_25/seriepotenze.pdf
http://www.mat.uniroma3.it/users/chierchia/AM120_24_25/seriepotenze.pdf
http://www.mat.uniroma3.it/users/chierchia/AM120_24_25/seriepotenze.pdf
https://en.wikipedia.org/wiki/Colin_Maclaurin
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Z% r€e€R (R=400).

Dimostrazione Segue da De®” = e” e dal criterio di analiticita, essendo My (r) = e”
per ogni k. 1

o 2k+1 o 2k
(c) senhaz:zkz:;)m7 Coshm:kzzow, x€R (R=+400).

Dimostrazione Le formule seguono immediatamente dalla serie di Taylor dell’espo-
nenziale (e dall’additivita delle serie convergenti).

o o p2kl oo 2k
(d) senx:;(—l)km, COS$:;(—1)km, re€R (R=+00).
=0 =0

Dimostrazione Le serie di Taylor di seno e coseno seguono immediatamente dalle
formule di derivazione e (d) segue dal criterio di analiticita essendo My (r) < 1 per ogni
k e per ogni r.

0 k
(¢) log(1 +z) = Z(_nk*l%, z| < R=1.
k=1

Dimostrazione Per ogni |z| < 1,

o0 oo oo x
Dlog(1+x) = =3 (kb =Y (—nF P = DY (-1
k=0 k=1 k=1
o0
Dunque, le funzioni log(1 + ) Z dlffeI‘lSCOIlO per una costante sull’inter-

vallo (—1,1), ma poiché in x = 6 entrambe Valgono 0, esse devono coincidere. Dalla
formula di Cauchy-Hadamard segue che R = 1. i

o0 p2k+1
(f) arctanz = kz_o(—l)ka 1 (arctan0=10), |z|<R=1.
Dimostrazione Ragionando come in (e) si ottiene (f). I

Infine® discutiamo la serie di Taylor della funzione (1 + x)® con a € R\Z. Estendiamo la
definizione di coefficiente binomiale come segue

Definizione 3 Se o € R e k € Ny, poniamo

(g>::1; (a) kllj ) % (Vk > 1). (3)

I primi quattro coefficienti binomiali di un numero real o qualunque sono dunque:

(-1 (e (-2 ()22

3Per altri sviluppi in serie di Taylor, vedi Esercizio 1.3.
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Ad esempio,

0 1 sek=0 o
(k): ; (k>:0, sea€Nek>a, (4)
0 sek>1

(V)1 (1) =0t 02

dove il “doppio fattoriale” k!! & definito come segue:

on:=1, 1MM:=1, e, per k> 2, EV:i=Fk- (k—2)!. (5)

o
@ o =3 (1) 0 eRZ Je < R=1.
Dimostrazione Innanzitutto, se & € Ny, da (4) segue che (g) non ¢ altro che la formula
del binomio di Newton.
Assumiamo ora che o € R\Ng. Poiché D*(1 4+ 2)* = o+ (@ — k + 1)2% % 1a serie di
Taylor di (1 + ) ¢ data da f(2) = > 450 (¢ )x Tale serie, come segue facﬂmente dal

criterio del rapporto, ha raggio di convergenza® R = 1. Per |z| < 1 f & derivabile e si
ha

oo

f’(x)—Z(k)k h1 i(k“) (k+1) 2" a+z<k+1> (k+1) "

k=1 k=0

(3o ()=o)
segue che

1+ 2)f'(z) a+k§ ((kil)(k+1)+ <Z>k> o a+a§ (Z)xkaf(m) :

ossia,

da cui, osservando che

1+2)f'(2) - af(x)=0. (6)
Ora, se definiamo F(z) := f(z)/(1 4+ 2)®, otteniamo

P = S o, <,

Poiché F(0) = 1, dal teorema di Lagrange, segue che F(z) = 1 per ogni z € (—1,1), il
che implica (g). i

Concludiamo questa sezione con la dimostrazione dell’irrazionalita del numero di Nepero:
= 1
=> 7 ER\Q. (7)
k=0

Dimostrazione L’uguaglianza in (7) segue immediatamente dall’espansione (b) con z = 1.
Stimiamo, ora, le code della serie in (7). Per ogni g > 1,

- = ' ;
kg O (¢+1)! a+2  (q+2)(g+3) DCES) (g +2)F
1 q+2 1 1
<
a (g+1)? qlq

4|(k+1> () )—’7 — 1 per k — +o0.
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Ora, supponiamo per assurdo che e sia razionale ossia che e = p/q con p e ¢ numeri naturali
co—primi: da (i) seguirebbe che

DI LW DI

k=0 k=0 =~ k=0 k=qg+1

/\oo

@\*@
2| =
| =

=

Moltiplicando tale relazione per ¢! otterremmo

—_

q
0<m:=p(g—1)! Zq—| - ,

LS}

il che & impossibile essendo m un numero intero. 1

Esercizi

Esercizio 1.1 Sia ¢(z) = 0se z < 0 e ¢(z) = e~ /% per > 0. Dimostrare che, per z > 0,

g0(?!)(33) _ P (x)

2n

©™(0) = 0 per ogni n.

»(z) dove P, & un polinomio di grado n — 1. Dedurne che ¢ € C*(R) e che

Esercizio 1.2 Dimostrare la (4).

Esercizio 1.3 Si dimostrino le seguenti espansioni in serie di Taylor (R denota il raggio di conver-
genza delle serie):

h (2 Dt 2t 0=0 R=1
(h) arcsenz = Z TRl 21 (arcsen0=0), |z|]<R=1.
e ” 2k+1
(i) arccosx:g 2:0 2k M ka+1, (arccostg), |z] <R=1.
: - K (2k — DI g?+H! _
(j) arcsenhz = kZ:O(—l) TRl %1 |z <R=1.
2R

1 1+3c
(k) arctanhx = = - ZZk—i—l |z < R=1.
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