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Limite superiore e criterio della radice generalizzato

Sia {a,} una successione qualunque e definiamo gli insiemi dei valori della successione “a
partire da n” e i loro estremi superiori:

A, = {ak|k2n}:{an,an+1,an+2,...}, G, =Ssup 4, . (1)

Si osservi che se la successione ¢ limitata, tutti gli a,, sono numeri reali, mentre se la successione
non ¢ limitata superiormente, @, = 400 per ogni n; nel primo caso, poiché A,,+1 C A,, si ha
che @, 41 < a, ossia i numeri a,, formano una successione decrescente e quindi esiste il limite
lim a,, € [—o00,+00) che coincide con inf a,,. In vista di queste osservazioni, diamo la seguente

Definizione 1 Data una successione {an}, e definiti A, e a, come in (1), e chiamiamo
“limite superiore” (o limsup, o massimo limite) di {a,} Uelemento di R* dato da:

+00, se a; = +00;
limsup a,, = lima,, := (2)
lim a, :inf{(zn|n21}, se a1 < +00.
n—+00

Osservazione 2 (i) Il limite superiore di una successione (al contrario del limite) esiste
sempre (in R*).

(ii) Il limite superiore di una successione pud essere —oo: ad esempio, se a, = —n, @, = @, —
—o0 e dunque lim a,, = —c0.

Le proprieta del limite superiore che ci serviranno in questa sezione sono raccolte nel seguente

Lemma 3 Sia {a,} una successione e M = lima,, il suo limite superiore. Allora,
(i) se M < +o0, per ogni e >0, 3 N tale che a, < M + € per ognin > N;

(ii) per ogni « < M e per ogni N esiste n > N tale che a, > «.

(iii) Se a,, >0 e b, — A > 0, allora lim(b,a,) = Alima,.

Dimostrazione (i) Dalla caratterizzazione di estremo inferiore segue che per ogni ¢ > 0,
esiste IV tale che ay < M + €; quindi, per definizione di ay segue che a, < ay < M + € per
ognin > N.

(ii) Sia o« < M e sia V = (o, 4+00). V & un intorno di M e dunque, dalla definizione di limite,
poiché @, — M, esiste Ny tale che a,, € V (ossia G, > «) per ogni m > Ny. Fissiamo
m > max{N, Ny}. Dalla definizione di a,, (e la caratterizzazione di estremo superiore) segue
che esiste n > m > N tale che a,, > «a.

(iii) Facciamo due osservazioni preliminari. Dalla definizione di estremo superiore segue facil-
mente! che se A & un sottoinsieme non vuoto di R e ¢ > 0, allora sup(cA) = csup A; dunque
sup(cA,,) = cay, il che implica che lim(ca,,) = clim a,,. Si noti poi che se a,, < a/, per n > N,
chiaramente @, < @/, per n > N, e dunque lima,, < lima/,.

Ora, fissiamo ora 0 < ¢ < 1 e sia N tale che (A —¢) < b, < (A +¢€) per ogni n > N.
Allora, (A — €)a, < bpa, < (A +¢€)a, per ogni n > N e, per le osservazioni appena fatte,
(A —¢)lima, <lim(b,a,) < (A +¢)lima, e per I'arbitrarieta di ¢ si ha la tesi. |

Passiamo al criterio generalizzato della radice

Sia {a,} una successione di numeri reali e sia M := lim|a,|=. Allora la serie > a,, converge
assolutamente se M < 1 e non converge se M > 1 (poiché a,, non tende a 0).

IEs 0.3; si ricorda che cA := {cala € A}..
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Dimostrazione Se M < 1, possiamo scegliere € > 0 tale che 0 < § := M +¢ < 1. Allora per
il punto (i) del lemma segue che esiste N tale che |a,|* < 6 per ogni n > N. Quindi |a,| < 6"
e la tesi segue per confronto con la serie geometrica di ragione 0 < 6 < 1.

Se M > 1,sial < a < M. Dal punto (ii) del lemma segue che esistono infiniti n tali che
|an| > ™ e quindi la successione a,, non tende a zero e la serie non converge per il criterio

necessario di Cauchy. 1
Esercizi

Esercizio 1.1 Sia a, = 1/2" se n & pari e a, = 1/3" se n & dispari. Dimostrare che non esiste
. 1/n T 1/n

limay' " e che lima,'™ = 1/2.

Esercizio 1.2 Sia M = lim |a,|. Dimostrare che se M < 1, per ogni 0 < 6 < M esiste N tale che
> on lan] <0V /(1 —0), mentre se M > 1 esistono infiniti a, maggiori in valore assoluto di o™, per
un opportuno « > 1, ossia, esiste una successione ny strettamente crescente e a valori in N tale che
|an, | > ™ per ogni k.

Esercizio 1.3 Dimostrare che se A ¢ un sottoinsieme non vuoto di R e ¢ > 0, allora sup(cA) =
csup A.

Serie di potenze

Consideriamo una serie numerica »  u, con u, dipendente da un parametro reale, ossia u,, =
un(x) conz € E CR.Se ) u, converge per ogni z € E, allora tale serie definisce una funzione
reale f :x € E — f(z) := > un(x). Ad esempio abbiamo visto che la serie geometrica di
ragione z, dove u,(x) = 2™, converge per ogni z € (—1,1) e la sua somma (su n che varia da
0 a o) coincide con 1/(1 — z).

In questa sezione generalizziamo questo esempio e studiamo le prime proprieta delle cosiddette
serie di potenze, ossia serie della forma

Z an(x — )" (3)
n=0

dove xg € R & un punto fissato (centro della serie), a, € R sono i suoi coefficienti, e x & una
variabile reale.

Esempio 4 Sia xg = 0 e consideriamo le serie di potenze con coefficienti dati da: (i) a,, = n™;
(ii) an, = 1/n™ e (iii) a, = 1/n. Dal criterio della radice applicato a > |a,||z|™ segue che la
serie (i) converge solo per x = 0; la serie (ii) converge assolutamente per ogni z € R; la
serie (iii) converge assolutamente per |z| < 1 e non converge per || > 1, mentre converge
condizionatamente in x = —1 (Leibniz) e diverge in x = 1.

Formula di Cauchy—Hadamard

Data una serie di potenze (3), sia’

R™':=Tim|a,|" . (4)

Allora, per ogni r < R, >_ |an|r"™ < +0c0 mentre se r > R, |a,|r™ non tende a zero.

Dimostrazione L’idea & di usare il criterio della radice generalizzato alla serie (3) o, equi-
valentemente, alla serie numerica »_ |a,|r™ con r = |x — zo| > 0. Sia dunque r = |z — x|,
M, := Tim(Ja,|r™)= e M := lim|ay|=. Per il Lemma 0.3, M, = rM e quindi se M = +o00
(ossia R = 0) M, < +oo solo se r = 0 (ossia, © = zg); se M = 0 (ossia R = +00), M, =0

2Qui vale la convenzione che R=+00 <= R !=0eR=0 < R !=+c.
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per ogni r (ossia per ogni € R). Nel caso M € (0,+00) si ha che M, < 1 se e solo se
r=|r—x9]l < Re M, >1seesoloser > R. La tesi segue quindi dal criterio della radice
generalizzato.

Osservazione 5 (i) R € [0, 4o0c] prende il nome di raggio di convergenza della serie (3) e la
formula di Cauchy-Hadamard dice che se R = 0, la serie converge solo per x = zy (dove la
serie vale ag) e se R > 0, la serie converge assolutamente per ogni |z — zg| < R mentre (se
R < 400) la serie non converge per | — x| > R poiché i termini della serie non tendono a
Z€ro.

(ii) Dunque, il raggio di convergenza R é I'unico elemento di [0, 00| tale che, per ognir < R,
Yo lan|r™ < 400 e, per ogni r > R, |ay|r"™ > 1 per infiniti n.

(iii) Da (ii) segue anche che R = sup {r > 0| 3 |a,|r" < oo}.

(iv) Se lim|an41/an| = s € [0,400], allora la serie di potenze Y a,(x — x¢)"™ ha raggio di
convergenza® R = s~ 1.

Infatti, applicando il criterio del rapporto alla serie Y |a,|r™ segue che se r < s7! tale serie

converge, mentre se 7 > s~ ! la serie non converge (non essendo infinitesima). Ma, per il punto
(i), questo significa che s™1 = R.

Regolarita delle serie di potenze

Le serie di potenze (3) definiscono una funzione f(x) per x nell'intervallo di convergenza
(xo — R,xo + R) dove R ¢ il raggio di convergenza della serie. E naturale chiedersi quale sia
la regolarita della funzione f.
Proposizione 6 Sia f(xz) = > an(z — x0)"™ una serie di potenze con raggio di convergenza
R > 0. Allora f € C*®(I) dove I = (xg — R,zo + R). Inoltre, per ogni k > 1, f*) ¢ la serie
di potenze con raggio di convergenza R data

Bz = Zann(n—1)---(n—k—|—1)(x—x0)"7k
n=~k

= Zak+n(n+k)(n+k—1)-~-(n+1)($—9€0)n, (5)
n=0
e, in particolare,
F®(zo) =klay, V>0, (6)

Dimostrazione A meno di una traslazione nelle x possiamo assumere che xy = 0. E anche
chiaro che basta dimostrare la proposizione nel caso k = 1, poiché il caso generale segue
immediatamente per iterazione (o induzione). Assumiamo quindi g = 0 e k = 1, nel qual
caso la (5) diviene

f(z) = Zannx"_l = ZanH (n+1)z". (7)
n=1 n=0

Innanzitutto osserviamo che, poiché limn!/™ = 1, dal Lemma 0.3—(iii) segue che la serie di
potenze in (7) ha raggio di convergenza® R.

Fissiamo x € (—R, R). Sia r tale che |z| < r < R e fissiamo € > 0. Poiché la serie >_ |a,|nr"~
converge, esiste IV tale che

1

n—1 €
n —. 8
E |an|nr < 1 (8)

n>N

3Con la solita convenzione che s~ = +ocoses=0¢e s 1=0ses= “+o0.
40vviamente7 i raggi di convergenza di Y anpz™ e z* Stapz™ = Eanm”““ sono gli stessi per ogni k fissato.
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Sia

Sp = Z (W - ngc"_l)

n=1
e si osservi che limy_,o S, = 0. Dunque, esiste 0 < § < r — |z| tale che, per ogni 0 < |h| < 4,

|Sh| < €/2. Per il teorema del valor medio di Lagrange si ha che, per ogni n, esiste ¢t € (0,1)
tale che

h)? — g7
W = n(z + th)"~*. 9)
Allora, se 0 < |h| < § <r — |z], si ha
fla+h) — f(z) i n_l‘ ‘i (@+h)"—a™ ‘
— < <7 na,T = ap| ————— —nx
— (= )
o (.13 + h)n — " .
< ISl Y fan (R )|
2 fe (7 )
©) = -1 n—1
< ISl + > nlanl(Jz + th" 7t + [
n>N
< |Shl+ Z 2n|a,|r" !

n>N

8 €
< IS+ <e. i

—~
=

Osservazione 7 Se due serie di potenze Y an(z — xo)™ e Y by (z — x¢)™ coincidono su un
intervallo, esse definiscono un’unica funzione f su tale intervallo e dunque dalla (6) segue che
an = b, per ogni n.



