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L, dato che se ce ne fossero due si dovrebbero sovrapporre. Consideriamo ora
quelli di lunghezza compresa tra L/4 e L/2; di questi, per la stessa ragione, ce
ne possono essere al massimo 3. Continuando, ci sono al pili 2¢ — 1 intervalli di
lunghezza compresa tra L/2° ¢ L/Z“'. Al variare di s tra 1 e oo si trovano tutt
gli insiemi J,, che dunque sono in numero finito (se ’estremo inferiore delle loro
lunghezze & maggiore di zero) o al pid costituiscono un’infinitd numerabile. m

Esercizi

93. Completare la dimostrazione del teorema precedente considerando il caso che 4
non sia limitato.

Sia A un insieme di R. Un punto = € R si dice interno ad A se esiste un
intorno di z tutto contenuto in A; si dice esterno se esiste un intorno di z che
non interseca A. Un punto ¢he non & né interno né esterno & evidentemente un
punto della frontiera 94, dato che in ogni suo intorno cadono sia punti di A che
del complementare CA.

Si chiama parte interna (o interno) di A, e si indica con A®, I'insieme dei punti
interni di A, ed esterno di A l'insieme dei punti esterni. In genere quest’ultirho
non ha un simbolo che lo denoti (talvolta si indica con A%, nel qual caso la parte
interna si indica con A), perché coincide con la parte interna di CA.

Esercizi

Trovare i punti interni ¢ i punti di frontiera degli insiemi E qui definiti:

94. [z €R:2? < ~1}

95. ©,1) 96. 10, 1] 97. (—0, 0} 98. {:r: %; nGN}
99, °L_3’1 @n -1, 2n) 100. {z=§: p,g€N, g< 100}
101, {“E‘ p,gEN, g dispari} 102. N 103. {z € R: 2% +2az+b < 0)

104. Dimostrare che per ogni insieme A si ha A°U(C4)°U84 =R.

105. Provare che, se Q & I’insieme dei numeri razionali, si ha Q° =(CQ)* =9, e 3Q =R.

106. Provare che A° & il massimo insieme aperto comtenuto in A, ovvero !'unione di
tutti gli insiemi aperti contenuti in A. Di conseguenza, A & aperto se ¢ solo se A%=A.
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107. Dimostrare che A= AUBA.
1087 Sia A un insieme aperto. Dimostrare che 44 non pud avere punti interni.

109. Si pud dire lo stesso se A & chiuso? E se non si fa nessuna ipotesi su A?

110? Sia K un insieme chiuso. Dimostrare che esiste un insieme E tale che dF = K.

9 Numeri complessi

Ricordiamo che un numero complesso z si pud scrivere sia in forma cartesiana:
z=a + b, sia in forma trigonometrica: z = pe’® = p(cos ¢ + i8in p). Le relazioni
tra le coordinate trigonometriche p,o e quelle cartesiane a,b sono date dalle
formule

p:\/(zz-l-l?2
e b
cosp=—; singp=—
p P
ovvero
a=pcosp; b=psinp.

1l numero p si chiama modulo di z, mentre I’angolo , che & definito a meno
di multipli di 2x, si dice argomento di z.
La forma trigonometrica ¢ particolarmente adatta per eseguire prodotti (dunque
anche rapporti, potenze e radici). Infatti, se z = pe*” ¢ w = Re'?, si ha
2w = pRe*¥+D.
1 iy _C0Sp—1isingp

> , €, tornando in coordinate cartesiane,

Esercizi

Mettere in forma uigonmnetri&a i seguenti numeri complessi:

+« 7
nt. 2= 1nN2. z=-1 o 113 2=1432

115, 2= “'i, 116, z= -1 -

114, z=4(1 +14) - o

—
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86. La relazione ¢ vera per n=1. Se la si suppone vera per n si ha

Q=pX1~p2) o (0= g3 2 [ = (B +p2+ oo+ I — e =

=1 = (U + 2+ .ot g+ ne)) + s (81 + 2+ ),

da cui segue la tesi, poiché l'ultimo termine & positivo.

87. Risulta n!! =an -2 =nin—2Yn-4Y' = ... =n(n—-2)n—-4)...3-1 se n &
dispari, ovvero n!t =n(n —2)(n —4)...4-2 se n ¢ pari. Per quanto riguarda la relazione
(2n)i1 =2"n!, essa & vera per n = 1. Se poi la si suppone vera per n, si ha Qn+ )it =
=Q2r+2)2n =2+ 1)2"n! = 2" (n+ 1)), € quindi risulta vera per n + 1.

88. L'asserzione & vera s¢ N =1, cioé se 4 ha un solo elemento; infatti in questo
caso P(4) ha due elementi, # e A. Supponiamola ora vera per N, e sia A un insieme
con N +1 elementi. Sia zo uno di essi, e sia B=A4 — {zp}. Poiché B ha N elementi,
P(B) ne avra 2¥. D'altra parte, ad ogni elemento Q € P(B) cormispondono due elementi
distinti di P(4), precisamente Q stesso e QU {zg}. Ne segue che gli elementi di A sono
il doppio di quelli di B, e dunque P(4) ha 2¥*' elemenii.

89. Se fosse ;:—g:% = %, ovvero klog, A = mlog, B, si doviebbe avere A* = B", il

che & impossibile, dato che A ¢ B sono primi tra loro. Generalizzare.
990. Quando & iniettiva.

91. Detto J P’insieme dei numeri irrazionali, st ha R =JUQ, e dunque J non pud
essere numerabile, perché altrimenti, essendo Q numerabile, Io sarebbe anche R. Neanche
Pintervallo (0,1] ¢ numerabile, perché altrimenti lo sarebbe ogni intervallo (k,k+ 1}, e
dunque anche R, che ¢ unione numerabile di tali intervalli: R = U <k, k +1].

keZ

92. Le parole composte di n letiere sono ovviamente in numero finito. Ne segue che
I'insieme delle parole, essendo costituito da un insieme numerabile di insiemi finiti, &
€sso stesso numerabile.

93. Consideriamo I'insieme Qy, degli intervalli J, di lunghezza compresa tra - e m.
m

Di questi, solo un numero finito possono essere contenuti nell’intervallo [—s, s}, e dungue
Qm sarid numerabile, in quanio unione numerabile di insiemi finiti. Ne segue che tutti gli
intervalli J; limitati formano un insieme numerabile, poiché esso & unione numerabile di
insiemi numerabili. Poiché al pid due degli intervalli J; possono essere illimitati, si ha
la conclusione del teorema.

94. (-1,0); {-1,0} 95. @13 {0,1} : 96. (0, 13; {0,1}
97. (—00,0); {0} 98. ¢, Eu {0} 9. E; N
100. ¢, E 101 9; {zcR :z 20} 102. ¢, N
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%49 se a?<b

103. { #; {—a} se al=b
(—~a—+vai—b, —a+vaZ—b); {-a-+vaZ—b, —a+va?-b} sea’>b

104. Sc un punto z €R non appartiene ad A°, in ogni intomeo di z dovranno cadere
punti di CA. Analogamente, se z non appartiene a (CA)°, in ogni intorno di z cadranno
punti di A. Se ora z non appartiene né ad A° né a (CA), in ogni intorno di z cadranno
sia punti di A che di CA, e dunque r € d4.

105. Né Q né il suo complementare possono avere punti intemi, dato che in ogni
intervallo cadono sia punti razionali che imrazionali. Ne segue che 8Q =R.

106. Sia =g € A°, e sia I(zg,r) C A. Se z € I(zp,r/2), risulta I(z,r/2) C I(zp,r} C A,
e dunque z € A°. Ne segue che A° & un aperto contenuto in A. Sia ora E un aperio
contenuto in A4, € sia z € E. Poiché E & aperto, esisterd un intorno I' di z contenuto in
E, e dunque a maggior ragione in ‘A. Ne segue che z € A° ¢ dunque E C A°.

107. Risulta C(A) = (CA); infatti C(A) & aperto, e se B & un aperto contenuto in
C(4), C(B) & un chiuso che contienie A e quindi A. Ne segue che B C C(A), ¢ dunque
quest'ultimo & il massimo aperto contenuto in C(A4). D’alira parte, per 'esercizio 104, si
ha (CA® = C(AUBA), e dunque A= AUDA.

108. Se A & aperto risulta ANJA =9, e dunque dA C CA. Se ora si avesse z € (3A4)°,
esisterebbe un intorno di z.wtto contenuto in A4, e dungue in CA. Ma allora in guesto
intomo di z non potrebbero cadere punti di A, e dungue non potrebbe essere z € 34.

109. Si, perché 34 =8(CA) e CA & aperio. In generale il risultato non & vero; infatti,
ad esempio, 3Q =R.

110. Se K non ha punti interni, basterd prendere E = K. Se invece X ha punli interni,
si pud prendere ad esempio E = 8K U (K° N Q). Infatti si ha E=3KU(E°nQ) =K.
D’altra parte, E non ha punti interni; infatti se z € 3K in ogni intorno di z cadono punti
di CK C CE, mentre se z € K°NQ in ogni intormo di » cadono punti di K°—Q. Ne
segue che E C 8E, ¢ dunque K =E=EUSE =3E.
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