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TUTORATO 1

1. Esercizio 6.5

Si dimostri che se || -|| € una norma su R allora 3 ¢ > 0 tale che ||z|| = c|z|
vV € R.

Soluzione: Sappiamo che x € R, dunque per la proprieta di omogeneita
della norma:
]| = [l - 1| = |=[|1]

2. Esercizio 6.6
Si calcoli la norma || - || = || - ||2,2 della matrice ( _01 _12 >

Soluzione: Sapendo che ||Z||2 = |Z| V& € R? dobbiamo trovare
L | R A B B
o -2 )20 —2)7

S . S A, cos
Poiche ci troviamo nel caso |Z| = 1, si ha & = <

sin o

-1 1 cos o _ —cosa + sina _
0 -2 sina /| —2sina o

= /(= cosa +sina)? + (—2sina)? = /3 — (cos 2a + sin 2a) =

_\/3— Vb sin(2a + 6) \/3+\f

dove 6 = arctan 2 e Ya € R, quindi

(2]

) , dunque

3. Esercizio 6.7

(7) Dimostrare che per ogni matrice A € Mat(nxn), ||A]| > max |);| dove
il massimo & preso sugli n autovalori di A.

(%) Dimostrare che se A = diag(M,...,A\n), con A; € C, allora [|A]| =
max | \;|.

(##6) Dimostrare che se U ¢ una matrice reale ortogonale (cioé¢ UT =
trasposta di U=U"1), allora |U| = 1.

(iv) Dimostrare che se A é (reale e) simmetrica allora ||A]| = max || (=
massimo modulo degli autovalori di A).



(v) SiaA = ( 8 :: ) dove € > 0. Dimostrare che gli autovalori di A sono

0 ee (e quindi A & diagonalizzabile) e che ||A|| = V1 + €2 > 1. Questo
dimostra che anche se A ¢ diagonalizzabile (ma non simmetrica) pud
accadere che || 4| > max |\,|.

Soluzione:

(%) Sia v autovettore; allora dato che

Az
4] = sup 1A
e Avl _ Pl
v v
Al > 5= = 7 =)l
LI
Essendo valido cid VA; con i = 1,...,n, allora

Al = max [A;]

Tyeury n

(1) Gia sappiamo che ||A|| > max |\;|, quindi bastera vedere la disugua-
glianza opposta.
Notiamo che Az = Y7 A\;iz; e [Ag| = max |X;|, ma allora

|A]l = sup |Az| = sup
|z|=1 |z|=1

n
> At =l
=0

\Uz|? =< Uz, Uz >=2"U Uz = 272 = |2|?
Poiché la norma ¢ positiva si ha |Uz| = |z| e quindi
Uz| =] _
|

IU|| =sup —— =sup — =
z#0 | z#0 ||

(iv) Se A @ reale e simmetrica sappiamo che puo essere diagonalizza-
ta, quindi BTAB = D con D diagonale e B ortogonale, da cui
A = BDBT e dunque

1Al = IBDBT|| < | BII DIIBT(| = || DIl = max x|

. Esercizio 6.32

Siano {ax}, {A®}, {B®} {2()} successioni in, rispettivamente, R, Mat(n xm),
Mat(mx p), R? convergenti a, rispettivamente, a, A, B, z. Dimostrare che
ar AR BE) 5 g AB e che a, A% B® (k) 5 g ABz.

Soluzione:
ar AP BR) — g AF BE) L g AW BE) _ g AB® 4 g AB® — 0 AB| <

< NarA® B® — g AR BE)|| 4 ||a A® BR) — g AB®) || +]jaAB®) —aAB| <



< lax — a|[[APB®| 4 AW — A [|aBP|| +[|B®) — Bl[|aA| <
< NAWBW|| + "[aBW| + " [laA|

Analogamente
l|an A®) BF) g 8) _q A®) B () 1 AG) BUR) (k) _ g A B(R) i AG) BR) g g AB) g

+aABW z—aABz| < '|A® B®E 20| 4" | a AR B®) || 42" a B® z ||+ ||aAz||



