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1. Esercizio 6.5

Si dimostri che se ∥ · ∥ è una norma su R allora ∃ c > 0 tale che ∥x∥ = c|x|
∀x ∈ R.

Soluzione: Sappiamo che x ∈ R, dunque per la proprietà di omogeneità
della norma:

∥x∥ = ∥x · 1∥ = |x|∥1∥

2. Esercizio 6.6

Si calcoli la norma ∥ · ∥ ≡ ∥ · ∥2,2 della matrice

(
−1 1
0 −2

)
.

Soluzione: Sapendo che ∥x⃗∥2 = |x⃗| ∀x⃗ ∈ R2 dobbiamo trovare∥∥∥∥( −1 1
0 −2

)∥∥∥∥ = sup
|x⃗|=1

∣∣∣∣( −1 1
0 −2

)
x⃗

∣∣∣∣
Poichè ci troviamo nel caso |x⃗| = 1, si ha x⃗ =

(
cosα
sinα

)
, dunque

∣∣∣∣( −1 1
0 −2

)(
cosα
sinα

)∣∣∣∣ = ∣∣∣∣( − cosα+ sinα
−2 sinα

)∣∣∣∣ =
=

√
(− cosα+ sinα)2 + (−2 sinα)2 =

√
3− (cos 2α+ sin 2α) =

=

√
3−

√
5 sin(2α+ θ) ≤

√
3 +

√
5

dove θ = arctan 2 e ∀α ∈ R, quindi∥∥∥∥( −1 1
0 −2

)∥∥∥∥ =

√
3 +

√
5

3. Esercizio 6.7

(i) Dimostrare che per ogni matrice A ∈ Mat(n xn), ∥A∥ ≥ max |λi| dove
il massimo è preso sugli n autovalori di A.

(ii) Dimostrare che se A = diag(λ1, . . . , λn), con λi ∈ C, allora ∥A∥ =
max |λi|.

(iii) Dimostrare che se U è una matrice reale ortogonale (cioè UT ≡
trasposta di U=U−1), allora ∥U∥ = 1.

(iv) Dimostrare che se A è (reale e) simmetrica allora ∥A∥ = max |λi| (≡
massimo modulo degli autovalori di A).
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(v) SiaA =

(
0 1
0 ε

)
dove ε > 0. Dimostrare che gli autovalori diA sono

0 e ε (e quindi A è diagonalizzabile) e che ∥A∥ =
√
1 + ε2 > 1. Questo

dimostra che anche se A è diagonalizzabile (ma non simmetrica) può
accadere che ∥A∥ > max |λi|.

Soluzione:

(i) Sia v autovettore; allora dato che

∥A∥ = sup
x ̸=0

|Ax|
|x|

si ha

∥A∥ ≥ |Av|
|v|

=
|λv|
|v|

= |λ|

Essendo valido ciò ∀λi con i = 1, . . . , n, allora

∥A∥ ≥ max
i,...,n

|λi|

(ii) Già sappiamo che ∥A∥ ≥ max |λi|, quindi basterà vedere la disugua-
glianza opposta.
Notiamo che Ax =

∑n
i=0 λixi e |λ0| = max |λi|, ma allora

∥A∥ = sup
|x|=1

|Ax| = sup
|x|=1

√√√√ n∑
i=0

λ2
ix

2
i ≤ sup

|x|=1

√√√√ n∑
i=0

λ2
0x

2
i = |λ0|

(iii)
|Ux|2 =< Ux,Ux >= xTUTUx = xTx = |x|2

Poichè la norma è positiva si ha |Ux| = |x| e quindi

∥U∥ = sup
x̸=0

|Ux|
|x|

= sup
x ̸=0

|x|
|x|

= 1

(iv) Se A è reale e simmetrica sappiamo che può essere diagonalizza-
ta, quindi BTAB = D con D diagonale e B ortogonale, da cui
A = BDBT e dunque

∥A∥ = ∥BDBT ∥ ≤ ∥B∥∥D∥∥BT ∥ = ∥D∥ = max |λi|

4. Esercizio 6.32

Siano {ak}, {A(k)}, {B(k)}, {x(k)} successioni in, rispettivamente,R, Mat(n xm),
Mat(m x p), Rp convergenti a, rispettivamente, a,A,B, x. Dimostrare che
akA

(k)B(k) → aAB e che akA
(k)B(k)x(k) → aABx.

Soluzione:

∥akA(k)B(k) − aA(k)B(k) + aA(k)B(k) − aAB(k) + aAB(k) − aAB∥ ≤

≤ ∥akA(k)B(k)−aA(k)B(k)∥+∥aA(k)B(k)−aAB(k)∥+∥aAB(k)−aAB∥ ≤
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≤ |ak − a|∥A(k)B(k)∥+ ∥A(k) −A∥∥aB(k)∥+ ∥B(k) −B∥∥aA∥ ≤

≤ ε′∥A(k)B(k)∥+ ε′′∥aB(k)∥+ ε′′′∥aA∥

Analogamente

∥akA(k)B(k)x(k)−aA(k)B(k)x(k)+aA(k)B(k)x(k)−aA(k)B(k)x+aA(k)B(k)x−aAB(k)x+

+aAB(k)x−aABx∥ ≤ ε′∥A(k)B(k)x(k)∥+ε′′∥aA(k)B(k)∥+ε′′′∥aB(k)x∥+ε′′′′∥aAx∥
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