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1. Esercizio 1

Sia data la forma ω, si calcoli
∫
γ
ω dove

(a) ω = 1
1+y2 dx−

2xy
(1+y2)2

dy, γ(t) =

(
esin t

2 cos t
1+cos2 t

)
, t ∈ [0, π]

(b) ω = z
1+xdx+ x

1+ydy − xdz, γ(t) =

 t
t
t2

, t ∈ [0, 1]

(c) ω = ydx+ y2dy, ω = ∂+U con U =
{

(x, y) ∈ R2 : x2 + y2

4 ≤ 1
}

(d) ω = ex−ydx− ex−ydy + xydz, γ(t) =

 1
t
t
et

, t ∈ [1, 2]

N.B.: Il testo di quest’ultimo esercizio dato in classe era differente e
non evidenziava ciò che voleva evidenziare

Soluzione:

(a) Si nota facilmente che

d

dy

(
1

1 + y2

)
= − 2y

(1 + y2)
2 =

d

dx

(
− 2xy

(1 + y2)
2

)

dunque la forma è chiusa su tutto R2, dunque è esatta, e una primitiva
è la funzione F (x, y) = x

1+y2 .
Da questo si deduce che∫

γ

ω = F (γ(π))− F (γ(0) = F

(
1
−1

)
− F

(
1
1

)
=

1

2
− 1

2
= 0

(b) In questo caso le derivate incrociate non coincidono, cioè ad esempio

d

dy

(
z

1 + x

)
= 0 6= 1

1 + y
=

d

dx

(
x

1 + y

)
Dunque la forma non è esatta, dunque procediamo al calcolo dell’in-
tegrale.
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Per il calcolo vero e proprio abbiamo bisogno di calcolare il vettore
tangente alla curva:

γ̇(t) =

 1
1
2t


dunque

∫
γ

ω =

∫ 1

0

 t2

1+t
t

1+t

−t

×
 1

1
2t

 dt =

∫ 1

0

(
t2

1 + t
+

t

1 + t
− 2t2

)
dt =

=

∫ 1

0

(
t− 2t2

)
dt =

[
t2

2
− 2t3

3

]1

0

=
1

2
− 2

3
= −1

6

(c) Anche qui le derivate incrociate non coincidono, dunque la forma non
è nuovamente esatta.
Il bordo di U è parametrizzato da

γ(t) =

(
cos t

2 sin t

)
, t ∈ [0, 2π], γ̇(t) =

(
− sin t
2 cos t

)
Dunque si ha∫
γ

ω =

∫ 2π

0

(
2 sin t
4 sin2 t

)
×
(
− sin t
2 cos t

)
dt =

∫ 2π

0

(
−2 sin2 t+ 8 cos t sin2 t

)
dt =

=

[
−2

2t− sin 2t

4
+

8

3
sin3 t

]2π

0

= −2π

(d) Questo esrcizio ha la particolarità che ω può essere scritta come
somma di una forma esatta e una non esatta, dunque

ω = dF + φ, F (x, y, z) = ex−y, φ = xydz

Passiamo al calcolo:∫
γ

ω =

∫
γ

dF+

∫
γ

φ = F (γ(2))−F (γ(1))+

∫ 2

1

 0
0
1

×
 − 1

t2

1
et

 dt =

= F

 1
2
2
e2

− F
 1

1
e

+

∫ 2

1

etdt = e2 + e
3
2 − e− 1

2. Esercizio 2

Verificare se le seguenti forme sono esatte ed eventualmente trovare un
potenziale:

(a) 2xydx+ (x2 + 3y2)dy

(b) xydx+ (x2 + 6y)dy

(c) udu+ vdv
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(d) ydx− x2dy

(e) du+ udv

(f) wdz − w2dw

Soluzione:

(a) Si: F (x, y) = x2y + y3.

(b) No.

(c) Si: F (u, v) = u2+v2

2 .

(d) No.

(e) No.

(f) No.

3. Esercizio 3

Calcolare il flusso del campo ~F attraverso la superficie data usando il
Teorema della Divergenza:

(a) ~F

 x
y
z

 =

 x
y
z4

, S è superficie del cilindro x2 + y2 = 1 fra

z = −1 e z = 1.

(b) ~F =

 x2

y2

z

, S è la superficie del cono {(x, y, z) ∈ R3, x2 + y2 ≤

z ≤ 1}.

(c) ~F =

 x
y
z2

, S è la superficie del cono {(x, y, z) ∈ R3, −1 ≤ z ≤

−x2 − y2}.

Soluzione:

(a) Il flusso di ~F attraverso S è

ΦS(~F ) =

∫
S

~F × n̂dS =

∫
V

div ~FdV

La divergenza di ~F è div ~F = 2 + 4z3, dunque (usando la classica
parametrizzazione per i cilindri) si ha

ΦS(~F ) =

∫
V

(2 + 4z3)dV =

∫ 2π

0

(

∫ 1

−1

(

∫ 2

0

ρ(2 + 4z3)dρ)dz)dα =

= 2π
[
2z + z4

]1
−1

[
ρ2

2

]2

0

= 2π · 4 · 2 = 16π
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(b) Analogamente a quanto appena fatto si ha

ΦS(~F ) =

∫
S

~F × n̂dS =

∫
V

div ~FdV, div ~F = 2x+ 2y + 1

Il cilindro si parametrizza come x = ρ cos θ ρ ∈ [0,
√
z]

y = ρ sin θ θ ∈ [0, 2π]
z = z z ∈ [0, 1]

, |det J | = ρ

Dunque si ha

ΦS(~F ) =

∫
V

(2x+2y+1)dV =

∫ 1

0

(

∫ √z
0

(

∫ 2π

0

ρ(2ρ cos θ+2ρ sin θ+1)dθ)dρ)dz =

=

∫ 1

0

(

∫ √z
0

2πρdρ)dz = 2π

∫ 1

0

[
ρ2

2

]√z
0

dz = π

[
z2

2

]1

0

=
π

2

(c) Come al solito:

ΦS(~F ) =

∫
S

~F × n̂dS =

∫
V

div ~FdV, div ~F = 2 + 2z

La parametrizzazione è analoga all’esercizio precedente x = ρ cos θ ρ ∈ [0,
√
−z]

y = ρ sin θ θ ∈ [0, 2π]
z = z z ∈ [−1, 0]

, |det J | = ρ

Dunque si ha

ΦS(~F ) =

∫
V

(2 + 2z)dV =

∫ 0

−1

(

∫ √−z
0

(

∫ 2π

0

ρ(2 + 2z)dθ)dρ)dz =

= 4π

∫ 0

−1

(1 + z)

[
ρ2

2

]√−z
0

dz = 2π

∫ 0

−1

−z(1 + z)dz =

= 2π

[
−z

2

2
− z3

3

]0

−1

= 2π

(
1

2
− 1

3

)
=
π

3

4. Esercizio 4

Calcolare i seguenti integrali di forme lungo le curve chiuse date usando il
Teorema di Gauss-Green:

(a) ∫
γ

(y2dx+ xdy), γ parametrizza
{

(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1
}

(b) ∫
γ

(x2y3dx+ydy), γ parametrizza il bordo di A =
{

(x, y) ∈ R2 : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4
}
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Soluzione:

(a) Se A è il disco identificato da γ si ha che∫
γ

(y2dx+xdy) =

∫
A

(
∂

∂x
x− ∂

∂y
y2

)
dA =

∫ 1

0

(

∫ 2π

0

ρ(1−2ρ sin θ)dθ)dρ =

= 2π

∫ 1

0

ρdρ = π

(b) Si ha che∫
γ

(
x2y3dx+ ydy

)
=

∫
A

(
∂

∂x
y − ∂

∂y
x2y3

)
dA =

∫ 2

1

(

∫ 2π

0

ρ(−3ρ4 sin2 θ cos2 θ)dθ)dρ =

= −2(

∫ 2

1

ρ5dρ)(

∫ 2π

0

sin2 2θ

4
dθ) = −3

4

[
ρ6

6

]2

1

(

∫ 2π

0

1− cos 4θ

2
dθ) =

= −3

8

(
64

6
− 1

6

)[
θ − sin 4θ

4

]2π

0

= −63

8
π

5. Esercizio 5

Calcolare i seguenti integrali usando il Teorema di Stokes

(a) ∫
∂+Σ

((y − x)dx+ (2y + z)dy − zdz) ,

con Σ = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 − z2 = 0, x2 + y2 ≤ 1, z ≥ 0} e
∂+Σ vista in senso antiorario sul piano xy.

(b) ∫
∂+Σ

((y + z)dx+ (x+ z)dy + (x+ y)dz) ,

con Σ = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ 1, y = z} e ∂+Σ vista in
senso antiorario sul piano y=z vista da z.

(c) ∫
∂+Σ

(
xdy − ydx
x2 + y2 + z2

)
,

con Σ superficie laterale {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1} e
∂+Σ vista in senso antiorario sul piano xy sulla faccia inferiore e in
senso orario sulla faccia superiore.

NB: Il vero problema nell’applicazione del Teorema di Stokes è determi-
nare precisamente la relazione che sussiste fra il verso del bordo della
superficie e il verso della normale alla stessa. Ovviamente il verso del bor-
do è identificato dal verso della tangente, ed inoltre una volta che si sarà
verificato il verso della normale rispetto alla superficie esso si manterrà
tale lungo ogni componente connessa. Una relazione funzionante che può
essere utilizzata è questa: detto ~t il vettore tangente alla superficie e~s un
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vettore normale al vettore tangente rivolto verso l’interno del disco, si ha
che n̂ deve essere tale che n̂×

(
~t ∧ ~s

)
Soluzione:

(a) Notiamo che la forma non è esatta, dunque passiamo ad applicare il
Teorema di Stokes.
Il Teorema di Stokes ci dice che∫

∂+Σ

((y − x)dx+ (2y + z)dy − zdz) =

∫
Σ

~rot ~F × n̂dΣ

detta ~F =

 y − x
2y + z
−z

. Per parametrizzare Σ si ha

ϕ(ρ, θ) =

 ρ cos θ
ρ sin θ
ρ

 , con θ ∈ [0, 2π] e ρ ∈ [0, 1]

e per trovare una normale si usa il fatto che la normale alla superficie
è normale a entrambe le tangenti alla superficie, dunque

ϕρ =

 cos θ
sin θ

1

 , ϕθ =

 −ρ sin θ
ρ cos θ

0

 : ~n = ϕρ ∧ ϕθ =

=

∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂

cos θ sin θ 1
−ρ sin θ ρ cos θ 0

∣∣∣∣∣∣ =

 −ρ cos θ
−ρ sin θ

ρ


Dalla terza componente che si mantiene positiva si può vedere che
il verso del vettore normale è quello giusto, dunque si può prendere
come normale alla superficie il vettore n̂ = ~n

‖ϕρ∧ϕθ‖ . Calcoliamoci

ora invece il rotore di ~F :

~rot ~F =

∣∣∣∣∣∣
ı̂ ̂ k̂
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

y − x 2y + z −z

∣∣∣∣∣∣ =

 −1
0
−1


Dunque si avrà∫

∂+Σ

((y − x)dx+ (2y + z)dy − zdz) =

=

∫ 2π

0

(

∫ 1

0

 −1
0
−1

× 1

‖ϕρ ∧ ϕθ‖

 −ρ cos θ
−ρ sin θ

ρ

 ‖ϕρ ∧ ϕθ‖dρ)dθ =

=

∫ 1

0

(

∫ 2π

0

(ρ cos θ − ρ)dθ)dρ =

∫ 1

0

−2πρdρ = −π

(b) Si vede facilmente che la forma è esatta (un potenziale è xy+xz+yz),
e dato che il bordo di Σ è una curva chiusa l’integrale è zero.
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(c) Notiamo che la forma non è esatta, dunque passiamo ad applicare il
Teorema di Stokes.
Per parametrizzare Σ si ha

ϕ(θ, z) =

 cos θ
sin θ
z

 , con θ ∈ [0, 2π] e ∈ [0, 1]

Cerchiamo la normale:

ϕθ =

 − sin θ
cos θ

0

 , ϕθ =

 0
0
1

 : ~n = ϕθ ∧ ϕz =

=

∣∣∣∣∣∣
ı̂ ̂ k̂

− sin θ cos θ 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ =

 cos θ
sin θ

0


Notiamo inoltre che la normale è un versore. Passiamo al calcolo del
rotore:

~rot ~F =

∣∣∣∣∣∣∣
ı̂ ̂ k̂
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

− y
x2+y2+z2

x
x2+y2+z2 0

∣∣∣∣∣∣∣ =


2xz

(x2+y2+z2)2
2yz

(x2+y2+z2)2

2z2

(x2+y2+z2)2


Passiamo dunque al calcolo vero e proprio e applichiamo il Teorema:∫

∂+Σ

(
xdy − ydx
x2 + y2 + z2

)
=

∫
Σ

~rot ~F × n̂dΣ =

=

∫ 1

0

(

∫ 2π

0


2z cos θ
(1+z2)2
2z sin θ
(1+z2)2

2z2

(1+z2)2

×
 cos θ

sin θ
0

 dθ)dz =

=

∫ 1

0

(

∫ 1π

0

2z

(1 + z2)2
(cos2 θ + sin2 θ)dθ)dz =

= 2π

∫ 1

0

2z

(1 + z2)2
dz = 2π

[
− 1

1 + z2

]1

0

= π

Grazie e buona fortuna!
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