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TUTORATO 2

1. Esercizio 6.40

Sia X7 lo spazio di Banach delle funzioni continue su [—7, T con norma
uniforme [|ul[oc = supp <7 [u(t)| e sia @, : X7 — X7 definita come

(®ou)(t) = a + t2 +/0 sinu(s)ds

trovare T' > 0 tale che ®, sia una contrazione da X in se stesso.

Soluzione: ®, é contrazione se dk < 1 tale che
[@a(u) — Pa(v)]| < kllu— v

Cerchiamo dunque un 7' cosi fatto. Si ha che
t

It]
|@o(u)—Ps(v)]| < sup | [ (sinu(s)—sinv(s))ds| < sup / | sinu(s)—sinwv(s)|ds <
[t|[<T Jo |t|<T Jo

[t] u(s)

< sup / | cosldllds < (sup |t))|lu —v| < Tju — v
<rJo  Jugs) |t|<T

Quindi per avere una buona costante per la contrazione vogliamo che sia

T < 1. Inoltre, se T =1, siano u(t) = 1 e v(t) = 0, si ha che
[@(w) = @()[| =T = [lu—v[| =1
2. Esercizio 6.41

Sia 0 < e esia Xe = {u € C([-1,1,R) : supj<; [u(t)| < e} e sia ®(u) =
u + cosu — 1.

(i) Trovare g9 > 0 tale che ® sia una contrazione su X..

oo . . . . 2 3
(ii) Calcolare il limite lim,, ;oo @0 -+ 0 ® (t +i )

100
n

Soluzione:

(i) Per verificare che ® & una contrazione, occorre studiare ||®(u)— ®(v)||;
studiamo dunque

|u® +cosu—1—v>—cosv+1| < Ju—v|[u®+uv+v?|+| cosu—cosv| <

< (32 + sup{|sinul, | sinv|})|u — v



Quindi, passando alle norme
[@(u) — (v)[| < (3% + sine)u — ||

Avendo preso come sup sine e non 1 poiché altrimenti si avrebbe
1+ 32 > 1 Ve. Se dunque ora 3¢? 4 sine < 1 ha soluzioni, allora
abbiamo trovato il nostro 5. Ma allora, ricordandoci che 3¢2 4 sine
¢ monotona crescente e che vale 0 in 0, si ha che g = sup{0 <
3e% +sine < 1}.

(ii) Per prima cosa osservo che la funzione tjgég ¢ nello spazio X, , infatti
2413 2
W 00| = 100
<1

E si ha che

5(-2 2+' 2 003<1
100 00 =

Dunque ¢ in X,,. Ricordando la dimostrazione del teorema del punto
fisso considero la successione in X, cosi definita:

2+ 13
Vo —
100
v, = D" (vg)

La successione é di Cauchy e inoltre converge al punto fisso di ®

dunque:
2 3
lim ®o---0d Frt =u

n

con @ punto fisso della contrazione ® . Dobbiamo ora cercare una
funzione @ che soddisfi ®(a) = @ cioe :

@ 4cosi—1=1a

Notiamo che la funzione @ = 0 soddisfa le nostre richieste e dunque
poiché il punto fisso di una contrazione é unico ho trovato la soluzione

. . . 2 3
che cercavo, quindi: lim,, oo ®o0---0® (tl?)'é ) =0
—_——

n

3. Esercizio 6.43

Sia X uno spazio di Banach e sia x : t € [a,b] = z(t) € X una funzione
continua.

1) Sidimostriche 2\* = ) 7 orx(t; "), cont;” = a+jorpeor = —a)/k,
i) Si dimostri che 2™ = Y2b_ sz (t!” () jokedr = (b—a)/k
& una successione di Cauchy in X.

Si definisca f; z(t)dt = limp_y o0 2P,

(ii) Si dimostri la linearita dell’integrale e che

b b
II/ x(t)dtng/ | 2(t)||dt.



Soluzione:

(i) Per prima cosa osserviamo che Jj, e t; ) sono successione di Cauchy in

[a; b]. Quindi abbiamo che:
1om —ba < Vmn >N

E dalla continuita di x(t) e dal fatto che t;k) ¢ di Cauchy si ha che ¢é
di Cauchy anche x(tg-k)) e che:

l2(t™) =2t < ¥m,n > N

Passando ora a (*) proviamo che anch’essa ¢ di Cauchy, sianom > n > max{N, N'}:

|20 —z (™) |—||Z§ (™) Za ()] = | Z S (™) =8na ()] <

j=n-+1
< 3 (Ima ™) = 0™ + lna(t™) = 622t <
j=n+1
< 3 (18m = dalla ™)l + (™) = 2( ) 1al) <
Jj=n+1

<e| 2 (le™+15a1)

Jj=n+1

(ii) La linearita discende direttamente dalla linearita delle sommatorie e

dei limiti.
Vediamo innanzitutto che se ay & successione convergente ad a si ha
che
li =1
I im ayll = lim [lag]]
E dunque si ha che
I / t)dt]| = || lim 2®|| = Jim |z®)|| = Jim | Z5kx () <

< lim Zéka H—/ 2(t) | dt

4. Esercizio 7.3

Sia f(x,y) = (sin(z — y?),2* + tany). Si enunci il teorema della funzione
inversa, si dimostri che f ¢ invertibile in un intorno di (0,0) e si trovi una
sfera su cui ¢ definita la funzione inversa.

Soluzione: Perché f sia invertibile si deve avere che V f(0, 0) sia invertibile.
Si ha

B cos(z — y?) 423 (10
Vi(z,y) = ( —2ycos(x —y?) 1+tan?y ) Vf(0,0) = ( 0 1 )



che ¢ banalmente invertibile.
Per trovare la sfera dobbiamo studiare

sup I =TVf[| < T =(Vf0,0)~"

[(z,y)—=(0,0)[<p
1—cos(x —9y?) —dad
2ycos(x —y?) —tan’y
Si ha una stima comune sulla norma matriciale che ¢ la seguente: ||A|| <
Vrml||Allmaz, dove || - |lmaz € il massimo dei moduli degli elementi di A,

quindi basta studiare il modulo di cisacuno degli elementi e usare poi la
stima su p piu precisa:

N | =

sup
[(z,y)|<p

_22)\2 2_2$y2+y4 4p 1 1
1-— —2<<x y):x <P < p<=
| COS(:E y)‘— 9 2 —2—4’p—8
1 1
2ycos(z —y*)[ < 2yl <2p < 3, p< g

| — 42’ <4p* < -, p<

I,
[\
S

[\

1

4

Quindi la stima complessiva che otteniamo é p < %, e dunque in una sfera
di raggio % la funzione ¢ invertibile.

1
|~ tan®y| <dy* <4p* < 7, p <

5. Esercizio 7.6

(i) Sia F(z,y) =y?>+22—1,cony € R, z € R esi fissi (yo, z0) = (1,0).
Si trovino p ed r tali che (7.6) e (7.7) valgano.

(ii) Si dimostri che il valore r = (1/4/2) ¢ il valore massimo che si puo
ottenere anche se si usano (7.8) e (7.9) facendo variare o € (0, 1).

Soluzione:

2 oF oF

che ¢ invertibile.

sup |F(yo,x)| = sup |x2| <r’< Ll =
|z|<r x| <r 2.1
1 1
sup 11— =2y = sup H-yl<p<-:
lzl<rly—1]<p 2 lz|<rly—1|<p 2

da cui

Vo

1
p<3



(ii) Analogamente a sopra si ha che

P

p<l-a

da cui studiando la stima massimale su r data da r < \/a(1 — «) si
ha la tesi.

. Esercizio 7.7
Sia F': (7,2) ER*xR— F(¢,x) €R? definita come

Fi(y1,y2,2) = sinz + e*y1 + xsin(y1y2),

Fa(y1,y2,x) = 3lz| + y2 + o1,

e sia (90, o) = (Yo1,Yo2, o) = (0,0,0). Si dica se il Teorema 7.1 ¢ appli-
cabile in un intorno di (yg, o) e se si si trovino dei valori di p e r per cui
(7.6) e (7.7) vengano soddisfatte.

Soluzione: F & continua, ed inoltre

OF _ o [ e+ ayzcos(yiye) Y2 cos(yryz) oF (10

che & invertibile.

sup ||F(yo,z)|| = sup
|| <r |z <r

( S )H = sup Vsin?z + 922 < V10r < B,

P
r< —
T 2v10

< 1—e® —ayzcos(y1y2) —ay2cos(y1y2) )H <

1
Sup —4y3 0 2

lz|<r, | (y1,y2) I1<p

Con un ragionamento analogo a quello fatto sopra, si ha:

[1—e® —zyg cos(y1y2)| < [1—e”|+|zy2 cos(y1y2)| < 3|z|+|zya| < 7(3+p) <

L PBHp) A }S\/;

2v/10 2v/10 ~— 4

1
| — wy2 cos(yrye)| < |zya| <rp < N SpP

[4y| < 4p® <

Da cui




7. Esercizio 7.8

Si consideri la funzione f : ¥ €R? — f(¥) = (f1(y), f2(y)) €ER? definita
come

fL@) =y +yicosys,  fal¥) = ya + 4.

Si dica se la funzione f @ invertibile in un intorno di gy = (0,0) e se si, si
dia una stima di p in modo tale che valga (7.22).

Soluzione:
f é continua, quindi studiamo la Jacobiana di f:

ﬂ 1 + 2y, cos —y?sin
Vf(y)—< oy y2>,Vf<o,0>—(

S =

D)

che ¢ invertibile; dunque f ¢ invertibile in un intorno di ¢y, cerchiamo p.

sup
I(y1,y2)I<p

—2y1cosya  Yisinys <1
—2y1 0 -2

Come al solito studiamo i moduli dei singoli elementi:

1 1
| —2y1 cosya| < 2p < T p< 3
|y%siny2|<|yfy2|<p3<} p<i
< SPSprsog
1 1

-2 < 2p < — < —
| — 21| < PSPy

Da cui si deduce che f & invertibile nella sfera di raggio %.



