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TUTORATO b
1. Calcolare massimo e minimo di f(z,y) =z —y in

E={(z,y) eR*2> -2y =1 0<2<3}

Soluzione:

Per prima cosa si osservi che F é compatto perché chiuso e limitato e
dunque per il teorema di Weierstrass la funzione f assumera massimo e
minimo su E. Essendo £ = OF questi punti possono essere trovati tramite
il teorema dei moltiplicatori di Lagrange. Quindi abbiamo:

1 =2z
—1=—-4\y
22 -2 =1

Poiche z,y # 0(in quanto (0,y) € E e (1,0) non soddisfa il sistema) si
trovano i punti P;(v/2, g) e Py(—V/2, —g), ma P, non ¢ in E quindi
non lo consideriamo. Per lo studio dei massimi e dei minimi dobbiamo
considerare anche gli estremi di E cioe @1 = (3,2) e Q2 = (3,-2) e
andando a calcolare la funzione nei tre punti otteniamo che mazg f =5
ed ¢ assunto in Q2 mentre mingf = % ed é assunto in P;.

2. Sia B = {(x,y) € R?|z+2y > 2 e 22 +4y? < 4} e f(x,y) = €%, calcolare
massimi € minimi di f su E.
Soluzione:
Noitiamo che E é compatto dunque essendo f continua abbiamo che per
Weiestrass f deve assumere massimo e minimo in F e questi possono essere
all’interno o sulla frontiera. Calcoliamo quindi il gradiente di f:

V= (ye*, xe™)

Esso si annulla solo in (0,0) che non appartiene all’insieme E e dun-
que non vi sono massimi o minimi liberi. I punti di massimo e mini-
mo saranno quindi sulla frontiera. Distinguiamo tre parti della frontiera
OFE = {(z,y) e R%lz+2y =2 0 <z <2}U{(z,y) € Rz + 4y* =
4 0<xz<2}U(0,1),(2,0). Applichiamo ora il teorema dei moltiplicatori
di Lagrange ai primi due sottoinsiemi della frontiera:

ye™ =
re®¥ =2\
T+ 2y =2
Da cui otteniamo P (1, 3).
yeV = 2)\x
re™ = 8y
22+ 4y? =4



Da cui otteniamo i punti Pg(\/ﬁ,%) e Pg(ﬂ,—%) e P4(—\/§,%) e
Ps(—V/2, —%), ma solo P» € E. Infine dobbiamo considerare i punti
Ps(0,1) e P;(2,0). Valutando la funzione nei vari punti otteniamo che

margf = e ed & assunto in P, mentre mingf = 1 ed & assunto in Ps e
P

. Sia F': R? — R definita in questo modo: F(x,y) = sinzy —cos x+¢¥, pro-
vare che esistono p,r > 0e g € C(B,(0,0), B,(0))) tali che F(z,g(x)) =0
Va € B,(0) e fornire una stima di p e r.

Soulzione:

F ¢ di classe C? in un intorno dell’origine e inoltre

e F(0,0) =0,

o %—i(m,y) = |zcos(zy) + €¥| che calcolato in (0,0) & 1.

Per il teorema della funzione implicita 3r, p > 0,g € C?(B,(0,0), B,(0)))
tali che F(x,g(x)) =0 Vz € B,.(0). Supponiamo 1, p < 1 e abbiamo:

2 2

2 _rr 7
Flrz,0)|=|1—-cosz| < — < — < =
P, = —eosa < 2 < T <
Dunque posto T' = (%—5(0,0))’1 =1, si ha:
r_p
F(z,0)| < =< =
wup [F(r.0)< %<

z€B,-(0)

Quindi basta prendere r < p,inoltre

OF
\1—Ta—y(x,y)| = [1—zcosaxy—eY| < |[1—eY|+|z coszy| < 3|y|+|x| < 3p+r < 4p

Quindi:
F
sip -T2 g < dp<
(2,9)€B,(0)x B, (0) dy

DN | =

e si puod prendere p =< é e quindi r < %

.SiaA={(z,y) eR?:0< 2 <1, 0<y< e} calcolare

/ xydxdy
A

Soulzione:

Osserviamo che A & la regione di piano compresa tra le rette di equazione
=0 ,z =1,y =1 e il grafico della funzione y = €*, dunque é normale
rispetto alla variabile z e quindi per il torema di Fubini si ha:

1 e” 1 .’Ey2 .
/xydxdy:/ d;v/ acydxdy:/ de[—=]§ =
A 0 0 0 2

2 2z

/1 ze®® [xe2x}1 ! eQId e [e L
= —_— —_— l’: —_— —
0 2 4 0 J, 4 4 g 10




5. Sia A= {(z,y) e R?: 22 +y? <4 z+y > 2} calcolare

/ y3dxdy
A
Soulzione:

A ¢ la regione di piano delimitata dalla circonferenza centrata nell’origine
di raggio 2 e la retta di equazione z +y = 2. Notiamo che A = B\ C con
B={(z,y) eR?: 22 +y> <4, 2 >0,y > 0} ( normale) e C = {(x,y) €
R?:2+2y <2, x>0,y >0} (normale ). Passiamo ora a coordinate
polari per il primo insieme:

O(p,0) = (pcosb, psinb)
& 1(B) = {(p,0) € [0, +00) x [-7,+7] : p>* < 1,psinf > 0, psinf > 0} =
={(p,0) € [0,4+00) X [-m,+7] : 0< p <1,0< 0 < %}

Dunque essendo il determinante dello jacobiano pari a p si ha che:

2 2—x
/ yidedy = / ygdxdy—/ yidxdy :/ p* sin® 9dpd9—/ dm/ yidy =
A B c ®-1(B) 0 0

2 r 2 4 5 z 2 (9 _ )4
:/ p4dp/ sin® 9d6—/ d:v[y—]g_’: = [p—]%/ sin 0(1—cos? 9)d9—/ ﬂdm =
0 0 0 4 57 Jo 0 4

32 cos’t (x —2)5 64 8

| B=fr-2=1
5t 3 5 0 5

—cost]§ — | T 3

6. Sia A = {(x,y,2) € R : 22 +y? <sin? 2,z € [0, 7]}. Calcolarne il volume.
Soulzione:
Passando a coordinate cilindriche si ha che (x,y,2z) = ®(pcosb, psinb,t)
e @A) = {(p,0,t) € [0,+00) X [-7m,+7] x R : p < sint, t € [0,7]}
dunque essendo il determinante della matrice jacobiana pari a p si ha:

T T sint T 12 T <Ot in 2t
Vol(A)z/ d&/ dt/ Pd,O:QTr/ sin tdt:ﬂ'/ Cos dt:w[z—sm ]g:l
-7 0 0 0 2 0 2 2 4




