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TUTORATO 8
Alcuni cambiamenti di variabili:

¢ COORDINATE POLARI:

_Jx=pcost _

¢ COORDINATE CILINDRICHE:

x = pcosb
D(p,0) =< y=psing det(Jp)=p 0<60<21 0<p<r 0<z<h
z=1

¢ COORDINATE ELLITTICHE:

__Jx=apcosh _
cp(p’e)_{y:bpsim? det(Jp)=abp 0<60<2m 0<p<l1

(con a e b lunghezze dei due semiassi)

1. Sia A= {(2,y) € R?: 22 + 9% > 1,2+ y < 2,y < 0}. Calcolare

T
————dzd
/A 2y
Soluzione:

Passiamo in coordiante polari:

x = pcosf
y = psinf

Chiamiamo & tale trasformazione e abbiamo che
>1(A) = {(p.0) € [0,+00) x [-m, 7] : 1 < p <
dunque

0<6<

}

INIE]
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t
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2. Sia A= {(z,9,2) € R3: 2% +y? < 22,1 < 2z < 2} Calcolare:

/ y(y? +y + 1)dedydz
A

Soluzione:
Passando in coordinate cilindriche con la traformazione &:

x = pcost
y = psinf
z=1t

si ha che ®71(A) = {(p,0) € [0,+00) x [-m, 7| xR :p < t,1 <t <2}
dunque

T 2 t
/ y(y*+y+1)dedydz :/ d(‘)/ dt/ p? sin 0(p? sin® O+ psin -+1)dp =
A -7 0

T 2 t ™ 2 t ™ 2 t
= / d(‘)/ dt/ p* sin® 0dp+/ d0/ dt/ p° sin? 9dp+/ d9/ dt/ p’sinf =
—r 1 0 —7 1 0 -7 1 0

Ora notiamo che il primo e il terzo integrale sono nulli in quanto stiamo
integrando una funzione dispari (sin ) in un dominio simmetrico ([—, 7]),

”1—cosze 19 Csin20. . (%, 7rt52 31

—T

3. Sia A= {(z,y) e R?[1 <22 +4y? < 4,2 >0,y > 0}. Calcolare

Yy
/A PR 7 dxdy

Soluzione:
Passando in coordiante polari con la trasformazione ® si ha che
®1(A) ={(p,0) €[0,00) x [-7, 7] : 1 < p<2,0<60< I} e dunque:

2 z 2
Ty B 2 g P g — 0820z 3
Amdl’dy—/l dp/o d@pcos@snla— [?]1[ 1 }02 —Z

4. Sia A = {(z,y) € R?|2? +2y% < 1,2 > 0,y > 0} Calcolare

/ rydzdy
A
Soluzione:

Passando a coordinate ellittiche abbiamo che
P HA) = {(p,0) € [0,00) x [-m, 7] : 0< p<1,0<6< %} quindi:

/xydxdy:/ dp/ d97p3cost9sin9:f/ df cosOsinf = 7[ o8 9]
A o Jo 2 8 Jo & 4

Om\ﬂ




. Sia A = {(z,y) € R?|1z < y? < 2,1 <2y < 2}. Calcolare

/ log %dxdy
A Y
Soluzione:

Notiamo che A é la parte di piano (che si trova nel primo quadrante)
delimitata dalle parabole z = y? e z = 492 e dalle iperboli zy = 1 e

xy = 2, quindi se (z,y) € A allora i < yxi <lel<zy <2 Operiamo
quindi il seguente cambiamento di variabili:

v fro

V=3
Y2

con le limitazioni 1 <u <2e 1 <wv <4. Cerchiamo il cambio di variabili
inverso:

E si ha det(Jo) = 3-. L'integrale diventa:

2 4 2 2
x 1 1 log?v., 1.
/Alog 7 dzdy :/1 du/1 dv—3v logv = 5/1 du] 5 Ii= glog 4

. Sia A = {(z,y) € R?|2? + y* — 42 < 0}. Calcolare

/ V2 + y2dxdy
A

Soluzione:
Passiamo in coordinate polari e abbiamo che
P HA)={(p,0): 0 < p<4cosh,—F <0< I} e quindi:

5 4 cos @ 5 64 39
/\/x2+y2dazdy:/ / dedeZ/ 4922 7 _
A -z Jo _

3

us
2

™

_64, 9 Z 2 . 9 _1281,3%_256
= 3([Sln9COS 9];+2/_gcos€sm 9d9)—T[§sm 0]7% =3

. Sia A= {(2,y,2) €ER31 < 2?2 +9y?> <3,2 >0,y >0,log2 < z < log3} .
Calcolare

/ x + y2dedydz
A

Soluzione:
Passando a coordianate cilindriche si ha che ®~1(A) = {(p, 0,t) € [0, 0) x
[—ma]xR:1<p<V3,0<60< 2 log2<t<log3},

log3 5 V3
/x—|—y2da:dydz= dt/ d@/ dp p(pcosb + p?sin? 0) =
A log 2 0 0
e [F P, . apPva_ o 33V3 39/’2’1—cos29 -
7(10g2)/0 dﬁcosﬁ[g]o +sin 0[4}0 f(logQ) 3 —|—(log2)4 ; 5 do =
3..3V3 97
= 1 —_ [ P
(og ) (2Y2 4 97)



. Sia A ={(z,y,2) € R3|(x —2)% + (y — 2)2 < 1,0 < z < y + 1}. Calcolare

/ xdxdydz
A
Soluzione:

Consideriamo le coordinate polari:

x =24 pcosf
y=2+ psiné
z=1

E siha @ 1(A) = {(p,0,t): -7 <0< 7,0<p<1,0<t<3+psind}e
dunque:

1 ™ 3+psiné 1 T
/:rd:cdydz :/ dp/ d@/ dt p(2+pcos0) :/ dp/ dfp(2+pcosd)(3+psinf) =
A 0 - 0 0 —r

1 ™ 1
/ dp/ df 6p + 2p*sin + 3p* cos ) + p® sinf = / dpl2m = 127
0 - 0



