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TUTORATO 9 - CORREZIONE COMPITO

1. Esercizio 1 [Pt. 24]
(i) Definire la norma operatoriale di una matrice; precisare e dimostrare
la seguente relazione: ||AB| < ||A||||B]].
(ii) Enunciare il teorema della funzione inversa in R™ e illustrarlo sulla
funzione

z € R? — (In(1 + x1) cos(xy + 21), sin(zg — x1)).

(iii) Dare la definizione di insieme misurabile secondo Peano-Jordan e
dimostrare che l'insieme E := {(z,y) e R?: 0 <z <ley=ux}¢é
misurabile e misy(E) = 0.

(iv) Dare la definizione di integrale di Riemann di f su B C R™ e dare
un esempio di una funzione integrabile su B ={z € R": z; > 0e
1+ ...+, <1}

(v) Dare la definizione di insieme normale; darne un esempio in R*.

(vi) Calcolare l'integrale f[_l 12 el*l1dz giustificando i vari passaggi.

Soluzione

(i)

Ax
JA] = sup |Az| = sup A7
|z|=1 z£0 L
AB ABz| |B
|AB| = sup A8 _ g, 1452l 1Brl
a£0 |7 z#0 |z| |Bz

ABz Bz
< | sup [452] sup 1Bl _ 1Al B
z#£0 | Bz z# |z|

f(z1,22) = (In(1 + z1) cos(ze + x1), sin(zz — 1))

Per poter applicare il Teorema della funzione inversa in un punto xg
basta avere che la funzione nel punto sia C* e che ||V f(zo)| # 0.
Scegliamo il punto z¢ = (0, 0), infatti

(21, 20) = %ﬂ:xz) —In(1+ x1)sin(z +22) —In(1 + 1) sin(x; + 22)
—cos(zg — 1) cos(xg — 1)

sr=( 4 4= (1)



Per trovare r e p come nel Teorema studiamo (N.B.: studiamo il
supy, , ma attenzione, questo sarebbe il supy, del Teorema)

Sup [T =TV f(z1,22)|| =

s 1-— %;j;xtin)(l + 21) sin(zy + )
Xo cos(z2 — x1) — =5 + In(1 + z1) sin(z1 + 22)
In(1 + 1) sin(x1 + z2)
; <40
1 —cos(xg —x1) + In(1 + 1) sin(x; + x2) -

Per il solito ragionamento sulla disuguaglianza fra norma operato-
riale e norma infinito basta porre ogni elemento in modulo < g
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esup|l —cos(zg — 1) + In(1 + x1) sin(zy + x2)| <
Xo

<sup (|1 = cos(xa — x1)| + [In(1 + 21) sin(z1 + z2)]) <
Xo



(r2 — 171)2 0 0
< ~ = 7 2 < 4p < —: < —
_S)t(lf( 5 t2nl)<dpsgipsg
Quindi complessivamente, ricordando che ||T|| < 2||T||c, si ha che

la relazione

p(1—90)
r< —=
1|
¢ assicurata da (1-6)
p(1—
r<——-==np(1-0)
T[] oo

(iii) Notiamo innanzitutto che Fr(E) = E. Siano dunque (J;cn{¢i} =
QnN0,1]. Allora si ha che

1 /e 1 /e
Ve > 0, C Q; con Q [q 2\/ 9 q; + 5 21]

i€N

Allora, dato che misaQ; = 57 si ha che

Z mise(Q;) =€
ieN
E dunque misy(E) = 0.

(iv) Una banale funzione integrabile su B puo essere

1
f(z)=xm, E={r €R": 0 <; <maxz; <~} CB
n
con fB fdz = [ xexs = [ xg = mis(E) = nl,n.
(v) Un esempio di insieme normale ¢ A = {x € R* : |z| < 1}. Infatti
detto B = {x € R® : |z| < 1} B ¢ misurabile e A = {(z,y) €

R3xR: —/1—z]2 <y </1-|z]?}.

(vi) Sia A = [-1,1]3; A é normale. Infatti A = {(z,y,2) € R%; —1 <
z < 1V(x,y) € B} con B = [~1,1]2. Analogamente dicasi per B,
infatti B = {(z,y) € R* -1 <y <1Vz € C}con C =[-1,1].
Dunque

/el(w’y’z)‘ldxdydz:/e‘wmy‘“z‘d:ﬂdydz:/elw‘ely‘elz‘dxdydz:
A A A

= /B(/l1 ellellel#ldz)dady = /11(elfr /11 6yl(/l1 el dz)dy)dz —
= (/1lezldx)(/1leydy)(/1l elelde) = (/11 el?ld)? = 8(/01 ¢t dr)? —

=8(e—1)*
2. Esercizio 2 [Pt.30] Sia z — R? — g(z) € R la funzione definita implicita-

mente da
9(0)=0
sin (z1 +g(z)) + % =0



Trovare una sfera B = B,.(0) C R? su cui sia definita e regolare la funzione
g e dare una stima del supg |g|.

Soluzione

Per trovare r basterebbe applicare il Teorema della funzione implicita a

F(y,z1,2) =sin (21 +y) + ﬁilxgy
nel punto (0,0,0). Infatti il Teorema ci darebbe una g(z1,z2) tale che
9(0,0) = 0 (la prima condizione) e tale da realizzare anche la seconda
in quanto F(g(z1,22),21,22) = 0, ed inoltre la r del teorema sarebbe
la r cercata, e siccome g andrebbe da B,(0,0) = B a B,(0) si ha che il
supg |g| < p. Passiamo dunque a verificare che sia possibile applicare il
teorema:

Per prima cosa vediamo che
F(0,0,0) =0
Inoltre studiamo %—Z(y, T1,T2):

OF 123 OF 1
- 2 2 (0,0,00)=1=T""T=1
8y (yaxlny) COS(CEl + y) + (1 _ xgy)gv 8y ( Il ) )

Procediamo dunque alla ricerca di r e p:

sup | F(0,z1,22)| = sup |sinzy + x1| < sup|sinz|+sup |z1| < 2sup || <

Xo Xo Xo Xo Xo
<2r<|97€|—9p, TS%
Xiligfu 11— T%(y,xl,azgﬂ < XsOuXI;/O 1—cos(z1 +y) — ﬂfvlafgy)? <
< Xsouxl;o |1 — cos(z1 +y)| + XS[)li]Z;/(J (13315:%%2/)2 <

)

N~

Se r?p < 1 (che @ verificato se p < 1 in quanto allora r?p < rp < % <
si ha che

r+p)°
- 2

1 1
+4r§§r2+rp+§p2+4r§

0p 0p 1 Op 1 1 1
- —_— — —_— < — — — =
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1
4(79+ J)p<1—6;p< 012



3. Esercizio 3 [Pt.14] Sia D C R? il dominio limitato dalle parabole y* = 4z
e 22 = 4y e calcolare I'integrale

/ zydxdy.
D

Soluzione

Mettendo a sistema le parabole si vede chiaramente che D pud essere
espresso come D = {(z,y) € \%: 4y < 22, 4z < y?} = {(x,y) € R? :
x€10,4], y e [%,2\/5]}. Dunque

4 27 4 _ 1
/ xydrdy = / (/ zydy)dx = / z [y2]21\zf de = — [ (642®—2°)dx =
D 0o Jz2 0o 2 T 32 Jo

1 [x3 x64_64
o 3

3203 6

4. Esercizio 5 [Pt. 12| Calcolare il massimo di f(z,y, 2) = 2 +y?+22—2r—1
sull’ellissoide Q = {(z,y, 2) € R? : 22 + ¢? + 222 = 2}.

Soluzione Sia ¢ la funzione di vincolo, allora

o(r,y,2) =2° +y* + 22> - 2, Vo(z,y,2) = [ 2y
4z

Inoltre calcoliamo il gradiente di f e, dato che il vincolo {2 é compatto,
passiamo a trovare massimo e minimo con il metodo dei moltiplicatori di
Lagrange:

20 — 2
Vf(z,y,2) = 2y
2z
{ Vf(z,y,2) = AVe(z,y, 2)
p(z,y,2) =0
2r — 2 =2)\x
2y = 2\y
2z =4)z
22 +y?+222=2
1-=XNz=1
(1-ANy=0
(1-2N)z=0
22 +y?+222=2

La prima e la seconda ci danno chiaramente A # 1 e y = 0, mentre la terza

cidao)\:%ozzo.



Cominciamo considerando il primo caso:

1-Nz=1
y=0
A=1
22+ y? 4222 =2
r=2
y=0
1
)\25
222 +2=

che non ci da risultati; poniamo dunque z = 0:

(I-XNzx=1
y=0
z=0
x? =2

Da cui gli unici punti P; = (v/2,0,0) e P, = —P; = (—/2,0,0), e dato
che f(P1) =1—2y2e f(P,) =22+ 1 si ha che

mg%nle—Q\/i, mgxfz?x/i—i—l

5. Esercizio 6 [Pt. 20] Discutere la misurabilita inR? dell’insieme E =
UkZl B (%70)'

Soluzione

Sappiamo che un insieme & misurabile se la sua frontiera ha misura nulla.

Notiamo che )
OE C | ) De-+ <k,0>

k>1

Inoltre per ogni Nj si ha che (poiche ogni disco D ha misura nulla)

vin (U (10)) =S (e (1)) -

ed inoltre Ve si ha che Jkg tale che

U 2o (30) < [55]

k>ko

Dunque mis(OF) < mis (Uk21 D, (%,0)) =0 ed F ¢ misurabile.



