Appendice B

Equazioni differenziali ordinarie

B.1 Introduzione

B.1.1 Equazioni scalari

Un’equazione differenziale ordinaria di ordine n per una funzione incognita t € I C R —
u(t) € R, I intervallo, & un’equazione della forma'

Flu(t),u (), ..,;u™(t),t) =0, (B.1)

dove F : E C R"*2 5 R & una funzione definita su un aperto £ C R *2. u(j)(t) denota la
derivata di ordine j rispetto alla variabile ‘indipendente’ t.

Una soluzione (classica, locale) di (B.1) con F continua? ¢ una funzione u € C™(I,R) che
verifica (B.1) per ogni® t € I.

L’equazione (B.1) si dice in forma normale se esiste una funzione f : A C R"*! — R tale
che (B.1) abbia la forma u(™(t) = f(u(t),u'(t),...,u D (t),t) o, pilt sinteticamente (non
indicando la variabile indipendente nell’argomento di u e delle sue derivate):

u™ = f(u, ...,u("_l)ﬂf) . (B.2)
Esempi:

(i) W +ku=0, k>0 costante. Circuito RC*
(ii) u =ru- (1 — %), r,k > 0 costanti. Equazione logistica di Verhulst®
(iii) v =a(t)u+bt)u®, «eR\{0,} costante. Equazione di Bernoulli®
(iv) u=tu' 4+ h(u'), h funzione differenziabile. Equazione di Clairaut”
(v) u M wPu=0, w>0,1>0. Oscillatore armonico (smorzato)®

LCome al solito, u(l)(t) = u/(t). L’aggettivo ‘ordinarie’ si riferisce al fatto che la funzione incognita dipende da
una sola variabile; nel caso la funzione incognita dipenda da piu variabili e compaiano nell’equazione le derivate
parziali di uw, ’equazione si chiamera equazione differenziale alle derivate parziali; cfr. https://en.wikipedia.org/wiki/
Partial_differential_equation.

2In generale, si possono considerare anche funzioni meno regolari chiarendo in maniera opportuna la definizione
di ‘soluzione’. In questo capitolo considereremo, di norma, funzioni lipschitziane.

3Implicitamente questo significa che ¢ — (u(t),u (1), ... w(™ (1), t) € A perognitel.

dhttps://it.wikipedia.org/wiki/Circuito_RC

5https://it.wikipedia.org/wiki/Equazione_logistica

6https://i1:.wikipeclia.org/wiki/Equazione_differenziale_di_Bernoulli

7htt:ps ://it.wikipedia.org/wiki/Equazione_di_Clairaut

8https://it.wikipedia.org/wiki/Moto_armonico
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(vi) ku® = q(t), k>0, q funzione continua. Equazione statica di Eulero-Bernoulli®
(vii) t"u™ 4 gyt Y 4 4 gou = 0, a; costanti. Equazione di Eulero'®
(viii)* u’' + M +senu=ecost, e >0 costanti. Pendolo smorzato/forzato'!

Il numero naturale n prende il nome di ordine dell’equazione differenziale: le equazioni da
(i) a (iv) sono del prim’ordine; le equazioni (v) e (viii) del second’ordine; 'equazione (vi) del
quart’ordine; I'equazione (vii) di ordine n.

Tutte le equazioni sono in forma normale tranne (in generale) la (iv) e la (vii) (in un intorno
dit =0).

Le equazioni (i), (v), (vi) e (vii) sono equazioni differenziali lineari, ossia, la funzione incognita
u e le sue derivate appaiono linearmente: la forma piu generale di un’equazione differenziale
scalare, lineare di ordine n ¢

an(O)u™ + ap 1 (™Y 4 (DU + ao(t)u = q(t). (B.3)

Tale equazione si dice omogenea se ¢ = 0, e in tal caso, se u; e ug sono soluzioni, allora lo
sono anche auy + bug per ogni scelta delle costanti a,b (in particolare, u = 0 & soluzione di
(B.3) con ¢ = 0).

Le equazioni (i), (v) e (vii) sono lineari omogenee.

Soluzione di (i) e (vi):
(i): L’equazione differenziale (i) ¢ lineare, omogenea e di grado uno. Moltiplicando per e** i

due membri dell’equazione si ottiene e**u’ + e*'u = 0, ossia
(ektu)/ =0.
Fissando ¢ ed integrando tra ¢ e t tale relazione otteniamo
u(t) = e *t=0g, = u(t). (B.4)

Dunque, per ogni costante @, la funzione u(t) = e D5 & soluzione di (i) e la costante @
coincide col valore di u in ¢. Si noti che, per come abbiamo ottenuto la formula (B.4), tutte
le soluzioni C di (i) hanno la forma (B.4): se u € C1(I), I intervallo, soddisfa (i), allora vale
(B.4) per un qualunque ¢ € I.

(vi): Questa equazione (del quart’ordine, lineare, a coefficienti costanti) pud essere risolta per
integrazione diretta. Assumiamo ¢ € C(I,R) con I intervallo. Dividendo per k e ponendo
f(t) == q(t)/k, si ha u®) = f. Fissando t € I e integrando tale relazione, si ottiene

u"(t) = c3 +/ f(s)ds, ez =u"(t).

Integrando ancora tre volte ed usando la formula (2.83) per la primitiva di ordine 4 di f = ¢/k,
otteniamo:

2 3 1 [t (t — 8)3 (k)
u(t)200+01t+625+03€+E | Tq(s)ds, a=u®@. 1 (B.5)
©

Come vedremo piu avanti, anche le altre equazioni sopra elencate — tranne la (viii) — possono
essere risolte ‘esplicitamente’ (in termini di integrali di funzioni date).

9htt:ps ://en.wikipedia.org/wiki/Euler-Bernoulli_beam_theory
10https ://it.wikipedia.org/wiki/Equazione_di_Eulero
1 John H. Hubbard (1999): The Forced Damped Pendulum: Chaos, Complication and Control, The American Mathema-
tical Monthly, 106:8, 741-758, DOI: 10.1080/00029890.1999.12005113. L’asterisco segnala una differenza sostanziale
tra questo esempio e i precedenti che verra chiarito in seguito.
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L’equazione (viii) fisicamente rappresenta ’equazione che regola la dinamica di un pendolo
che oscilla sotto effetto della forza peso in un piano verticale fissato, soggetto ad una forza
di attrito proporzionale alla velocita angolare e ad una forza esterna periodica (per esempio,
un campo magnetico generato da un solenoide) di intensita e. Nel caso € = 0, le traiettorie
possono essere descritte ‘esattamente’ e tutti i moti classificati (sia nel caso A = 0 che A > 0),
ma nel caso A\, e > 0, questo non & pit possibile ed, in generale, appaiono orbite ‘caotiche’ la
cui evoluzione ¢ impossibile prevedere per tempi lunghi'?.

B.1.2 Equazioni vettoriali (sistemi di equazioni)

Piu in generale si possono considerare sistemi di equazioni differenziali della forma
F(u, u,t) =0, (B.6)

dove u : t € J — u(t) € R™ ¢ una funzione incognita vettoriale e F' : E C R*+1 5 Rn (J
intervallo e F aperto), o in forma normale

u' = f(u,t), (B.7)

con u come sopra e f: A C R"™ — R™ (A4 aperto).
Esempi:
(ix) Equazioni scalari di ordine superiore al primo possono essere scritte in forma di siste-

ma del prim’ordine: per esempio, ’equazione (v), puo essere scritta nella forma (B.7)
ponendo

v = (vy,v2) = (u,u’)

v = f(v) = Av, con A= (_02 _1>\> .

Analogamente, l'equazione scalare, lineare di ordine n (B.3) puo essere scritta come

sistema di ordine n come segue'3:

v = (u,u, ...,u(”*l)) , e v = f(v,t) = A(t)v + g(t)
dove
0 1 0 0
0 0 1 0 0
At) = . - ,og(t) = 0 (B.8)
0 0 s 0 1

—ap(t) —ar(t) -+ —ap_1(t) —an(t)
Pit in generale, il sistema di equazioni differenziali
u = A(t)u, (B.9)

dove t € I C R — A(t) € R™™ & una matrice che dipende in modo continuo da ¢,
e un sistema di equazioni differenziali del prim’ordine di dimensione n per la funzione
incognita t € R +— u(t) € R™. Nel caso A(t) = A non dipenda da ¢ parleremo di un
sistema di equazioni differenziali di dimensione n a coefficienti costanti.

12gj veda il gia citato articolo di J.H. Hubbard nella nota 11.
13Nell’equazione differenziale il vettore v’ va interpretato come vettore colonna.
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Naturalmente, anche le equazioni scalari non lineari di ordine n possono riscriversi sotto
forma di sistema n—dimensionale del prim’ordine:

u™ = g(u, o, ..., u"V 1), — v = f(v,t) (B.10)

dove si € posto

Vit1 sel<i1<n-—-1
U= (U7’U/, ”.’u(n—l)) ) fl(v7t) = (Bll)
g(v,t), sei=mn.

Secondo Newton, il moto t € I +— x(t) € R® di un punto materiale di massa costante
m > 0 & descritto dall’equazione f = m, dove t, la variabile indipendente, € il tempo;
il punto (anziché I'apice) denota la derivata rispetto a'* t e f = (f1, fo, f3) la forza
esercitata sul punto. Se la forza dipende dalla posizione, dalla velocita del punto e dal
tempo, I’equazione di Newton e descritta da un sistema di 3 equazioni differenziali del
second’ordine:

mi = f(x,z,t), — mi; = fi(x,z,t), (1=1,2,3). (B.12)

Un’altra classe di esempi importante sono i sistemi hamiltoniani, che descrivono ’evo-
luzione di ‘sistemi dinamici conservativi’. Data una funzione H € C! di 2n + 1 variabili
(pyq,t) = (P1y ooy Prs @15 ---Gns t), 1l seguente sistema del prim’ordine di 2n equazioni de-
scrive I’evoluzione di un sistema hamiltoniano con ‘n gradi di liberta’, con hamiltoniana
H, dove, come d’uso comune, la variabile indipendente ¢ denota il ‘tempo’:

p:_Hq(paCLt) pZ:_qu(paQ7t)a 1§2Sn7
= (B.13)

q:Hp(paq,t) Qi:Hpi(paqvt)a 1<i<n.
Per esempio, il ‘pendolo matematico’, la cui evoluzione & descritta dall’equazione (viii)
nel caso A = ¢ = 0 & un sistemo hamiltoniano ad un grado di liberta e con hamiltoniana

2
p

avendo posto, ¢ = ¢(t) = u(t) e, quindi, v’ == ¢ = H, = p.

—cosq, (B.14)

Un ultimo esempio della forma @ = f(u) con u(t) == (x(t),y(t),2(t)) € R® e f funzione
(vettoriale) polinomiale di grado 2, e, quindi, dalla forma matematica assai semplice,
ma con una dinamica estremamente ricca e non ancora completamente studiata, e il

‘sistema di Lorenz!®’:

i=o(y—ux)
y=z(p—2)—y (B.15)
Z=uxy— Bz

dove o, p, B sono costanti fisiche positive; tale sistema & uno dei prototipi alla base della
‘teoria del chaos!'®’.

B.1.3 Tre esempi risolubili

Alla fine del paragrafo § B.1.1, abbiamo visto come gli esempi (i) e (v) fossero ‘esplicita-
mente’ risolubili. Vediamo qui altri tre casi semplici ma importanti di equazioni (o sistemi di
equazioni) differenziali risolubili'”.

14Quindi & denotala la velocitd istantanea del punto = e & (la derivata seconda rispetto a t) la sua accele-
razione. Questa notazione ¢ stata introdotta da Newton stesso; cfr. https://en.wikipedia.org/wiki/Notation_for_
differentiation

15https://en.wikipedia.org/wiki/Lorenz_system
16htt:ps://en.wikipedia.org/wiki/Chaos_1:heory
17 Anche gli esempi (ii), (iii), (iv), (v) e (vii) sono risolubili: cfr. Complemento B.1.
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Equazioni scalari lineari del prim’ordine

Consideriamo un’equazione scalare del prim’ordine lineare non omogenea e in forma normale
per una funzione t — u(t), ossia'®

u = a(t)u+b(t), (B.16)

dove I & un dato intervallo di R e a,b € C(I). Se fissiamo ¢ € I, poniamo

a(t) ::la(s)ds (B.17)

e moltiplichiamo per e=*® i termini dell’equazione in (B.16), otteniamo

e ® —ae “u=e",

ossial?

(ue_“)/ =e %b. (B.18)

A questo punto, integrando la relazione (B.18) tra ¢ e ¢, osservando che a(t) = 0, segue dal
Teorema fondamentale del calcolo che

t
u(t) = e*Du + eo‘(t)/ e~ *Op(s) ds, dove @ :=u(t). (B.19)

t

Queste, sono tutte (e sole*®) le soluzioni differenziabili di (B.16).

Si noti che le soluzioni di (B.16) sono definite su tutto I'intervallo I in cui le funzioni a e b
sono continue.

Equazioni scalari a variabili separabili

Siano I e J intervalli e f € C(J,R), g € C(I,R). Vogliamo determinare le soluzioni C! di*!

o = flu)g(t). (B.20)

Fissiamo ¢ € I e sia @ :== u(t) il valore della soluzione u (ammesso che esista) in ¢. Se f(u) = 0,
chiaramente, u(t) = @ & soluzione di (B.20). Supponiamo ora che f(@) # 0. Per il teorema di
permanenza del segno, esiste un intervallo aperto Jy C J contenente @ tale che f(z)- f(a) > 0
per ogni x € Jy. Inoltre se u & una soluzione C! di (B.20), per t vicino a t, u(t) € Jy e
possiamo, dunque, dividere per f(u) ottenendo

—— =g(t). (B.21)
Integrando tra ¢ e t, otteniamo

/{ T dt=60,  G= /t g(s) ds (B.22)

Facendo il cambio di variabile x = u(t) nel primo integrale in (B.22), essendo u(f) = ,
otteniamo

u(t) g
X
e =G, (B.23)
181, esempio (i) & di questa forma con a(t) = —k e b = 0.
19per il Teorema fondamentale del calcolo si ha (e7%) = e™%(—a)’ = —ae™°.

201, unicita deriva dal fatto che abbiamo dedotto la (B.19) direttamente dalla (B.16) (assumendo, naturalmente,
che u fosse derivabile).

21Natu1ralmente7 D’espressione ‘variabili separabili’ deriva dal fatto che il membro di destra di (B.21) ¢ il prodotto
di una funzione della sola ‘variabile indipendente’ ¢ e della sola ‘variabile dipendente’ w.
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Sia, ora, F(z) := F(x;u) la funzione integrale di 1/f con punto base @, ossia
F(x) = —
=) T
e si osservi che (per il Teorema fondamentale del calcolo) F'(x) = 1/f(x) # 0, per x € Jy, e

dunque z € Jy + F(x) ¢ una funzione invertibile con inversa C''. Se denotiamo con F~! la
funzione inversa di F, da (B.23), troviamo F (u(t)) = G(t) e quindi:

u(t) = (F~ 1o G)(t). (B.25)

(B.24)

Si noti che la funzione F~! o G & di classe C*(Iy, Jo) dove Iy ¢ il pilt grande intervallo aperto
contenente ¢ tale che?? G(Iy) C F(Jy). Abbiamo dimostrato che I'unica soluzione derivabile
t € Ip — u(t) € Jy tale che u(t) =@ é data da (B.25) e (B.24).

Sistemi lineari a coefficienti costanti

L’esponenziale di matrice?? & lo strumento giusto per risolvere sistemi di equazioni differenziali
lineari a coefficienti costanti: infatti, data una matrice A € R"*™ e un punto Z € R, da (1.89)
segue che, t — u(t) = ez ¢ differenziabile e verifica

u = Au, uw(0) =Z. (B.26)
In effetti, si ha
Proposizione B.1 ¢t € R — @(t) = eA*z € R" ¢ l'unica soluzione di (B.26).

Dimostrazione Sia v € C'(E,R") una soluzione di (B.26) con E un intervallo aperto di R
contenente 0. Mostriamo che si deve avere v(t) = 4(t) per ogni t € E. Supponiamo, infatti,
per assurdo, che @ e v non coincidano su F e sia w = u—wv. Sia I C F il piu grande intervallo
contenente 0 per cui w(t) = 0 per ogni ¢ € I. Secondo la nostra ipotesi I non coincide con E
e quindi almeno uno dei suoi estremi ¢ un punto 7 € E. Poich¢ w(t) ¢ continua, w(r) = 0.
La funzione w soddisfa w' = Aw e w(7) = 0. Supponendo che 7 sia l'estremo destro di I (il
ragionamento nell’altro caso & perfettamente analogo), integrando la relazione w’ = Aw tra
Tet>T1cont<rT+e ed e sufficientemente piccolo, si ha??

w(t) =u(r) + Aw(s) ds = A / w(s) ds,

T

-
e, passando alle norme?®:

t

w(t)] = 4 [ w(sas| < 41 sup_fw) & (B.27)
T T, T+€

e, quindi, (prendendo l’estremo superiore su t € [r,7 +¢]),

sup |w| < [|A]-e- sup |w]|
[ror+e] [rir+e]

il che, se scegliamo ¢ tale che [[Alle < 1, & assurdo a meno che supy, ., [w| = 0; ma in tal
caso I non sarebbe il piu grande intervallo su cui w = 0, e si avrebbe una contraddizione.
Dunque I ed E debbono coincidere, ossia, 4 = v su F .

La funzione vettoriale v(t) = eA*~Yz & soluzione di
v = Av, v(t)=1=. (B.28)

D’atra parte se v verifica (B.28), allora u(t) := v(f + t) verifica (B.26) e quindi, per la
Proposizione B.1, u(t) = e*'Z e quindi v(t) = A=)z, In altri termini:

v(t) = eAt=Dz ¢ Punica soluzione di (B.28).

228i noti che G(f) = 0 = F(a).
23Cfr. Complemento 1.5.
24Per lintegrazione di funzioni a valori vettoriali si veda il Complemento 1.3 ed in particolare (1.67) e (1.66).

25||. || denota una qualunque norma matriciale rispetto ad una qualunque norma | - | in R™.
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B.1.4 Osservazioni

Concludiamo questa breve introduzione alle equazioni differenziali ordinarie con alcune osser-
vazioni.

(i)

(iii)

Nel caso f(z) = 0 abbiamo osservato che u = Z ¢ soluzione di (B.20). Ma, in generale,
tale soluzione potrebbe non essere unica. Per esempio, se f(x) = 2%/3, g(t) = 1, (B.20)
diventa

u' = (B.29)

e se poniamo T = 0 = ¢, vediamo che (B.29) con la condizione u(0) = 0 ammette le
soluzioni u; = 0 e ug = t3/27. Infatti vi sono infinite soluzioni C*(R) di (B.29) con
u(0) = 0 tra le quali, per esempio,

0, set<s,
uf(t) :== (B.30)
(t—s)3/27, set>s,

dove s € un parametro non negativo.

Un altro punto importante & che la (unica) soluzione (B.25) di (B.20) con u(t) = Z nel
caso f(Z) # 0 &, in generale, definita solo in un intorno di . In effetti pud succedere che
I’intervallo massimale di esistenza della soluzione u sia limitato anche se le funzioni f e
g sono C*°(R), come mostra il seguente esempio: sia f(x) = 22, g(t) = 1 e cerchiamo di
determinare la soluzione di

o =u?, u(t) =z, (B.31)

con T # 0. Calcoliamo la funzione integrale « — s = F(x):

F(:v)=/:;li’= [_;r:;_i (B.32)

la cui funzione inversa ¢ data da

F~l(s) = . (B.33)

u(t) = F1oGlt) = —— T,:=t+ % : (B.34)

L’intervallo I su cui & definita la soluzione u(t) dipende dal segno di Z ed & dato da

(—00,Te), sex >0,
[:=1I(,7) = (B.35)
(Te,+0), seZ <0.

Nella singolarita Te, u(t) ha un asintoto verticale, in altri termini, la soluzione ‘esplode
in tempi finiti’.

Se denotiamo con u(t;t, ) la soluzione u(t) (B.34) dell’equazione (B.31) con = # 0, si
vede immediatamente che

lim u(t;¢,2) =0.

z—0
In effetti, come osservato piu volte, t € R — wu(t) = 0 & soluzione di (B.31) con Z = 0,
ma la soluzione nulla non si ottiene col metodo di separazione di variabili (dove abbiamo
usato l'ipotesi che Z # 0). Rimane il dubbio che ci possa essere un’altra soluzione del
problema (B.31) con Z = 0 che non sia identicamente nulla, come accade nell’esempio
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i

Figura B.1: La soluzione u(t) di (B.31)

del punto (i). Ma questo non ¢ il caso: u(t) = 0 é 'unica soluzione di (B.31) con & = 0.
Infatti, sia ¢ € I — u(¢) una qualunque soluzione di (B.31) con z =0 e ¢ € I. Allora, se

v(t) :== fftUZ(s)ds, si ha

0=e " —u®) = (eu),

il che implica che e~"u & costante su I ed essendo e "Du(f) = 0 si ha che u(t) &
identicamente nulla su I. Quindi u = 0 & 'unica soluzione di (B.31) con & = 0.

Negli esempi sinora discussi — a parte il caso dell’esempio (i) di questo paragrafo —
abbiamo visto che il problema di determinare la soluzione (t) di un sistema di equazioni
differenziale

u'(t) = f(u(t),t) = ui(t) = fi(u(t),t) , V1<i<n, (B.36)

con ‘dato iniziale’ u(f) = Z assegnato, ammette una ed una sola soluzione, e che tale
soluzione, in generale, ¢ definita in un opportuno intorno di ¢. Tale problema prende il

nome di problema di Cauchy o problema ai valori iniziali*.

Un risultato fondamentale che dimostreremo nella prossima sezione € che il problema
di Cauchy ammette una ed una sola soluzione locale in®" t, assumendo che la funzione
f sia localmente lipschitziana (in x uniformemente in t).

Si noti che la funzione u € R+ f(z) = 2%/3 (cfr. esempio (i) di questo paragrafo) non
¢ lipschitziana in un intorno di 0.

Vi sono naturalmente molti altri risultati riguardo esistenza e/o unicita di equazioni
differenziali?®; per esempio, vale il teorema di Peano, secondo il quale, se f in (B.39)
¢ continua, allora esiste sempre almeno una soluzione locale (che, come sappiamo, pud
non essere unica).

Dal punto di vista fisico, trovare una soluzione di (B.39) significa trovare una curva
(o una ‘orbita’) t € I + wu(t) € R™, con [ intervallo che contiene ¢, che passi per
7 nell’istante ¢ e tale che la sua velocita u'(t) (che geometricamente rappresenta un
vettore tangente alla curva descritta da w al variare di t) coincida col ‘campo vettoriale’

f(u(t), 1)

26 Ancora una volta, si pensa all’interpretazione di ¢ come ‘tempo’ ed all’equazione differenziale (B.36) come ad
una ‘equazione di evoluzione’ per la funzione incognita w.

27Ossia, definita in un opportuno intorno I di ¢.

28Cfr. [E. Coddington, N. Levinson, “The theory of ordinary differential equations”, McGraw—Hill (1955)], uno
dei testi di riferimento fontamentali sulla teoria delle equazioni differenziali ordinare.
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Figura B.2: Campo vettoriale f(x,t) e orbita t — u(t)

(vi) Come visto, in alcuni (rari) casi, ¢ possibile trovare una ‘formula risolutiva’ di una
equazione (o di un sistema di equazioni) differenziale (cfr. § B.1.3). Ma, anche in tali
casi, non ¢ sempre ovvio ricavare informazioni qualitative sulla soluzione, specialmente
per tempi lunghi. Si pensi, per esempio, al caso (assai semplice) delle equazioni scalari a
variabili separabili (B.25): la soluzione generale ¢ data in forma implicita ed in termini
di integrali, che, di norma, non sono calcolabili esplicitamente; in particolare, pud non
essere immediato stabilire, per esempio, il comportamento asintotico (per ¢ — +00)
della soluzione.

D’altra parte, abbiamo gia sottolineato come ‘semplici’ equazioni differenziali possano
avere soluzioni estremamente complicate, con evoluzione non prevedibile?’

In effetti, il punto di vista moderno sulle equazioni differenziali ordinarie, introdotto, tra
gli altri dal grande matematico e fisico teorico Henri Poincaré®’ a partire dalla seconda
meta del 1800, e proprio quello di determinare il ‘comportamento’ per tempi lunghi
delle soluzioni, dando particolare rilevanza a determinate soluzioni (periodiche, quasi—
periodiche, omocline, eterocline) ed allo loro stabilita. Questo nucleo di idee ¢ alla base
della moderna teoria dei sistemi dinamici®!.

B.2 Teorema di esistenza e unicita locale

In questo paragrafo discutiamo il problema di Cauchy e il fondamentale teorema di Picard—
Lindel6f32 che, sotto opportune ipotesi, garantisce esistenza, unicita e dipendenza continua
dai dati iniziali di soluzioni locali.

La dimostrazione sara basata su alcuni lemmi, di notevole interesse per sé stessi.

B.2.1 Definizioni ed enunciato del Teorema

Cominciamo con la definizione precisa di soluzione (locale) di un problema di Cauchy e con
un’osservazione preliminare:

Osservazione B.2 (i) Sia A C R"*! un insieme aperto, f € C(4,R") e (7,%) € A. Ad una
funzione v € C(I,R™), I intervallo contenente ¢, tale che (v(t),t) € A per ogni t € I, possiamo

29Cfr. Esempio (viii) di § B.1.1 e nota 11, o Esempio (xiii) di § B.1.1.

3Ohttps ://it.wikipedia.org/wiki/Henri_Poincar?’C3%A9

3lnttp://www.scholarpedia.org/article/Dynamics

32https://en.wikipedia.org/wiki/Picard'Z,EZ%SO%QBLindel%CS%BGf_theorem e in particolare D’articolo [Lindeldf, E.
(1894). “Sur ’application de la méthode des approximations successives aux équations différentielles ordinaires du
premier ordre”. Comptes rendus hebdomadaires des séances de I’Académie des sciences. 116: 454-457] in cui Lindelof
discute una generalizzazione del metodo iterativo introdotto da Picard.
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associare una nuova funzione ®(v) := ®(v; z, ) definita come segue:

tel— o0)(t) =2(v;z,0)(t) =T+ [tf(v(s), s)ds € R™. (B.37)

Per il Teorema fondamentale del calcolo, ®(v) ¢ una funzione C*(I,R"™) e33

(@(;2,0) (t) = f(v(t),t),  D(v;2,8)(F) =z (B.38)
L’ *operatore’ v — ®(v) prende il nome di operatore di Picard.
(ii) Sia A C R"*! un insieme aperto, f € C(A,R") e (%,t) € A. Una funzione u € C*(I,R"),
I intervallo contenente t, tale che (v(t),t) € A per ognit € I, soddisfa il problema di Cauchy

u'(t) = f(u(t),t),
u(t) =z,

se e solo se u & un punto fisso dell’operatore di Picard:

u(t) =z —I—‘é f(u(s),s) ds. (B.40)

Infatti (B.40) si ottiene immediatamente da (B.39) integrando ambo i membri dell’equazione
differenziale in (B.39) tra ¢ e ¢ ed usando il Teorema fondamentale del calcolo, mentre se vale
(B.40), da (B.38) segue che u & soluzione di (B.39).

Definizione B.3 Sia A C R™™ un insieme aperto. Denotiamo con Lip,(A,R™) il sottoin-
sieme di C(A,R™) formato dalle funzioni localmente lipschitziane rispetto a z unifor-
memente in t, ossia, tali che:

VK CAcompatto 3L>0| |[f(z,t)— f(y. 1) < Llz—y|, V(,t),(y,t) € K. (B.4l)

(B.39)

u=®(u;T,t) VLN

Osservazione B.4 (i) La (B.41) & equivalente a richiedere che per ogni (Z,) € A esistono

D = D(z,p) == {z € R"*| |z — z| < p}, J=Jt,T)=[t—-T7,t+7], (B.42)
con p,7>0taliche Dx JC Ae
IL>0]| |f(zt)— fly, )| <Lz —y|, VYa,yeD,VteJ. (B.43)

Dimostrazione Se vale (B.41), vale (B.43) essendo D x J in (B.42) compatto. Dimostriamo
il viceversa e assumiamo che per ogni (Z,t) € A, esistono p,7 > 0, D e J come in (B.42) per
cui vale (B.43) con L(p,7) = L. Sia K C A compatto. Chiaramente K C U pex B(p,7)

con B(p,7) := {& € R"| |z —Z| < p} x ({ — 7,1+ 7) e per la proprieta di Heine-Borel (cfr. § 5,
Cap. 1), esistono N insiemi aperti B; := B(p;,7;) tali che K C (J;.,oy Bi. Se L = min{L;}
con L; = L(p;, ), allora vale (B.41). i

(ii) Se f € C1(A) con A C R™*1! aperto, allora dal teorema del valor medio (Proposizione 2.18-
(i) segue che f & localmente lipschitziana rispetto a  uniformemente in ¢ nell’intorno di ogni
punto (z,t) € A: infatti, se p,7 > 0 sono tali che D x J := D(z,p) x J(t,7) C A, si pud
prendere L := maxpx |V, f|; cfr. (2.39).

Il seguente teorema ¢ il risultato piu importante del capitolo.

Teorema B.5 (Picard—Lindelsf) Sia A un aperto di R*™! e f € Lip,(A4,R"). Sia (z,1) €

A e siano D e J come nella Definizione B.3. Definiamo™*:

M::Ilgla)j|f|, T :=min{r,p/M}, [=[t-T,t+T)]. (B.44)
X

Allora, esiste una ed una sola soluzione u € C1(I, D) del probema di Cauchy (B.39).

La dimostrazione sara data alla fine del § B.2.4.

33gj applichi il Teorema fondamentale del calcolo componente per componente: si noti che, essendo f continua,
I’integrando t + f;(u(t),t) & una funzione continua dall’intervallo I in R.

34ge M = 0, si ha che f = 0 e quindi il relativo problema di Cauchy & banale: I’'unica soluzione di (B.39) & data
da u(t) = 0 (e, in particolare T = 400).
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B.2.2 Lemma di Picard

Il primo dei lemmi su cui si basa la dimostrazione del Teorema B.5 fornisce un algoritmo —
basato sull’iterazione dell’operatore di Picard — per costruire una soluzione di (B.39):

Lemma B.6 (Picard) Siano A, f, D e I come nel Teorema B.5. Si definiscano iterativa-
mente, per k > 0, le funzioni

z, se k=0,
U = t (B45)
D(ug_1;,t) = g‘v—i—/ flug—1(s),s) ds, sek>1.
t
Allora, per ogni k > 1, u, € C1(I, D) e

M (L]t —t)*
L k! ’

La successione {uy} converge uniformemente ad una soluzione soluzione C'(I, D) di (B.39).

lun(t) — up_1(t)] < Vit—f<T. (B.46)

Dimostrazione Dimostriamo, innanzitutto, che la successione u; ¢ ben definita, ossia che
ug € C(I, D) per ogni k (cosa necessaria per poter definire ®(uy;z,t)). Per k =0, ug =7 €
C(I, D) ovviamente. Sia, ora, k > 1 e assumiamo che ug_1 € C(I, D), allora ®(ug_1;7,t) &
ben definita e quindi

t t (B.44) (B.44)
ju(t) ~ 7| = | / f(up-r(s),5) ds| < | / Fun-a(s)s)lds| < TM < p,
T t
il che mostra che ux(t) € D per ogni t € I. Dal Teorema fondamentale del calcolo segue poi
che u, € C1(I,D) C C(I, D).

Dimostriamo, ora, (B.46). Sia, per k > 1, wg = ug — ug—1 € procediamo per induzione su
k>1.Per k=1eperognitel,siha

] = 100700 ol = | [ 1@ as] < | [ 100 a5] < a1,

e quindi (B.46) vale per k = 1. Assumiamo ora vera la (B.46) per un k¥ > 1 e dimostriamola
per k+ 1. Per ogni t € I si ha:

lug11(t) — ur(t)] = ’_[(f(uk(s)vs) — flug-1(s),s)) ds‘

|w41(t)]

IA

‘Zt‘f(uk(s)’ — flug—1( ‘ds‘

(B;S) L’/t’(uk(s) — uk_1(5)| ds

(B.46) tig — flk
L’/ i (s)|ds| < ML’“‘/ |‘9k'| ds|
f .

M (Lt — )kt
T L (k+1)!
dove I'ultima uguaglianza segue subito distinguendoidue casit <t <t+Tet—-T <t <t
k
Ora, uy =7 + Z wj e da (B.46) segue che la serie ) w; converge totalmente su I e quindi
j=1

converge uniformemente su I ad una funzione u € C(I, D) ( Proposizione 1.56). Si noti che
f(ug,t) = f(u,t) uniformemente su I (essendo |f(ug,t) — f(u,t)| < Llug — u|) e che per
(B.38), uj, = f(up—1(t),t) — f(u(t),t) uniformemente su I. Dunque, dalla Proposizione 1.61
segue che u}, — v’ uniformemente su I e che v’ = f(u,t). Infine, uy(¢) = T per ogni k e quindi
u(t) = T cosicché u & soluzione di (B.39). i
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B.2.3 Lemmi di Gronwall

Il prossimo lemma, noto come ‘Lemma di Gronwall®®’, & un semplice risultato per funzioni di
una variabile reale, ma & di grande utilita nello studio generale delle equazioni differenziali.
Qui, da esso dedurremo 'unicitd nel problema di Cauchy (B.39) e la dipendenza continua
delle soluzioni dal dato iniziale.

Lemma B.7 (Gronwall) Sia I un intervallo e a,§d > 0. Sia g € C(1,]0,+00)) tale che, per
unt € I, si abbia

g(t) <6+ a)/tg(s) ds|, Vtel. (B.47)

Allora, per ognit € I, si ha
g(t) < declt=tl, (B.48)

Dimostrazione Per a = 0 il lemma ¢ una tautologia. Assumiamo « > 0. Supponiamo prima
t
che t > t. Sia G(t) == [ g(s)ds; allora G € CY(I) e G(t) = 0 e, per il Teorema fondamentale

7
del calcolo e (B.47), si ha
G =g<di+aG. (B.49)

at

Moltiplicando tale relazione per e~®*, vediamo che essa ¢ equivalente alla diseguaglianza

(Geot) < et (B.50)

Integrando (B.50) tra t e ¢ e ricordando che G(¢) = 0 si ottiene

—at —at

G(t)e ™t < 5%, (B.51)

ossia G < 6o~ (e*tD — 1), Ricordando che g < 6 + aG, si ottiene P'asserto (quando ¢ > ).

7
Nel caso t < t, si ha che g(t) <+ a/ g(s)ds, e ponendo, come prima,
t

si ottiene che G’ = g < § — aG che & equivalente a (Ge®?) < fet. Integrando tale relazione
tra ¢ e 7, si ottiene —Ga < 8[e®=1) — 1] da cui segue che g < se(=8) = geolt=11 |

Anche se non intervengono nella discussione del Teorema di Picard-Lindelof, includiamo in
questo paragrafo altri due semplici risultati di calcolo in una variabile, che utilizzeremo nel
§ B.3.4 sull’analisi qualitativa di moti unidimensionali: il primo & una versione differenziale
del Lemma di Gronwall, il secondo & un ‘teorema di confronto’ per soluzioni di disequazioni
differenziali.

Lemma B.8 (Secondo Lemma di Gronwall) Sia I un intervallo, t € I, L > 0. Assu-
miamo che u € C*(I,R) sia tale che

u'(t) < Lu(t)], Vtel. (B.52)

Allora, se u(t) <0, si ha che u(t) <0, per ogni t > 0; se u(t) > 0, si ha che u(t) > 0, per
ogni t < 0.

35https ://it.wikipedia.org/wiki/Lemma_di_Gronwall#cite_note-gronwall-1
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Dimostrazione Innanzitutto, osserviamo che ¢ sufficiente dimostrare il primo caso (il secondo
caso segue dal primo sostituendo u con —u). Sia u(f) < 0 e sia 7 = sup{t € I’ u(t) < 0}.
L’asserto e equivalente a dimostrare che 7 = b := sup I. Supponiamo, per assurdo, che 7 < b.
Allora u(7) = 0 e per ogni s € (7,b) si ha che u(t) > 0 per ogni t € J = (7, s]. Fissiamo
un tale s, allora, da (B.52) segue che v’ < Lu su J, ossia, u' — Lu < 0, che & equivalente a
(e_Ltu)/ < 0. Integrando tale relazione tra 7 e s otteniamo e L*u(s) < e L7u(r) = 0, che &

una contraddizione, essendo u(s) > 0. i

Corollario B.9 Sia A C R?%, f,g € C(A,R) con g localmente lipschitziana in x uniforme-
mente int. Sia I un intervallo, t € I e siano u,v € C(I,R) tali che (t,u(t)) € A e (t,v(t)) € A
per ogni t € I e tali che

u'(t) < flu(t),t)
{ V'(t) > g(v(t),t) (B.53)
fu®),t) < g(u(t),t). (B.54)

Allora, se u(t) < v(t) si ha che u(t) < wv(t) per ognit € I, t > t; se se u(t) > v(t) si ha che
u(t) > v(t) per ognit € I, t <t.

Dimostrazione Siano a <t < b, a,b € I e sia

= {(u(t), t)|t € [a,b]} U{(v(t), )|t € [a,b]},

e K C A un qualunque compatto che contenga I'. Sia L > 0 tale che |g(z,t)—g(y,t)| < Llz—y|,
per ogni (z,t), (y,t) € K. Allora, se w := u — v segue che

(B.53) (B.54)
U)/ = ulfvl < f(uat)ig(vﬂt) < g(u,t)—g(v,t)g|g(u,t)—g(v,t>|§L|u—v|
= Lul,

e la tesi, per t € [a, b, segue dal Lemma B.8 con u sostituito da w e I da [a, b]. Dall’arbitrarieta
di a e b, segue la tesi per t € 1.

Spesso, il Corollario B.9 si applica alle equazioni (piuttosto che alle disequazioni) differenziali,
nella seguente forma (che & un caso speciale del Corollario B.9):

Corollario B.10 (Teorema di confronto) Sia A C R?, f,g € C(A,R), f < g, e g loca-
mente lipschitziana in x uniformemente in t. Sia I un intervallo, t € I e siano u,v € C(I,R)
tali che (t,u(t)) € A e (t,v(t)) € A per ognit € I e tali che

v'(t) = g(v'(t),t). (B.55)
Allora,
u(t) <o(f) = u(t) <o), Vi>t, t el;
uwl®) >v(lE) = u@)>v@), Vi<t, t €l;
ut) <o), Vix>t, t eI,
ult) =vl) = {u(t)>v(t), Vi<i, t el

B.2.4 Unicita e dipendenza continua dai dati iniziali

Dal Lemma di Gronwall segue facilmente il seguente risultato:
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x4

Figura B.3: Due soluzioni di w = f(u,t) e v = g(v,t) con f < g
Proposizione B.11 Sia A C R" ™! un aperto e f € Loc.(A,R™). Siano, peri = 1,2, (%;,t) €
A ewu; € CHI,R™) soluzioni dei problemi di Cauchy:

wt) = fu()t),  Viel,

3

(B.56)
u(t) = ;,
con I :=[a,bl,a<t<be
I'= {(ul(t),t)’ t € [a,b]} U {(uz(t),t)} t€la,b]} CA.
Sia L la costante di Lipschitz in x relativa al compatto I'. Allora, per ognit € I
lup (t) — ug(t)| < |21 — Zo| 170 (B.57)

In particolare, se T1 = T2, allora ui(t) = ua(t) per ognit € I.

Dimostrazione Sia g(t) := |uy(t) — ua(t)|. Poiché le u; verificano 'equazione integrale (B.40)
(con Z; al posto di & e u; al posto di u), si ha che

o) = [r -zt [ (F(6).5)  S(ualo),9))as

IN

|1 — Zo| + ‘/tt|(f(ul(5)a5) - f(uz(s)as){ds

IN

t
|Z1 — Za| + L‘[ |ui(s) — u2(3)|ds‘
T

[ ots)as|.

Dal Lemma di Gronwall con I sostituito da [a,b], § = |u; — us|, a = L, segue (B.57) per

= |Z —Zo|+ L

t € [a,b]. L’ultima affermazione segue da (B.57).

Osservazione B.12 (Dipendenza continua dai dati iniziali) La Proposizione B.11 as-
serisce che le soluzioni locali del problema di Cauchy dipendono in modo continuo dal dato
iniziale, infatti vi dipendono in modo lipschitziano con costante di Lipschitz data da eZl*=*l;
cfr. (B.57).
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Si noti, anche, che due soluzioni inizialmente vicine potrebbero allontanarsi I'una dall’al-
tra, per t > t (o t < t), ad un tasso esponenziale. In effetti tale fenomeno pud realmente
accadere: basti pensare al caso scalare «/ = Lu con L > 0. In tal caso u;(t) = el(t=Dz;
e |ui(t) — ug(t)| = eXt=D|z; — Ty, il che mostra che la costante lipschitziana in (B.57) &
ottimale.

La dimostrazione del Teorema di Picard—Lindeldf e, a questo punto, immediata:

Dimostrazione (del Teorema di Picard-Lindel6f B.5) Dal Lemma di Picard B.6 segue che
u = lim ®(uy; 7,%) (cfr. (B.45)) & una soluzione C'(I, D) del problema di Cauchy (B.39) e
tale soluzione & unica per la Proposizione B.11 applicata con A =D x I.

Osservazione B.13 (i) L’enunciato del Teorema B.5 & quantitativo, ossia, fornisce una stima
del dominio e del codominio della soluzione locale del problema di Cauchy. Una versione sin-
tetica qualitativa del Teorema di estenza ed unicita locale per equazioni differenziali ordinarie
che discende immediatamente dal Teorema di Picard—Lindelo6f & la seguente:

Teorema di esistenza e unicita locale per EDO?® (enunciato qualitativo)

Sia f : (z,t) € A C R"™ s f(x,t) € R" una funzione localmente lipschitziana rispetto a x
uniformemente in t. Allora, esiste una ed una sola soluzione locale del problema di Cauchy
(B.39).

(ii) Si noti che nell’enunciato del Teorema di Picard-Lindeldf, la costante di Lipschitz L non
appare; essa compare, come appena osservato, nella dipendenza dai dati iniziali oltre che nella
dimostrazione del Lemma di Picard).

(iii) (Regolarita in t) Le soluzioni (classiche®”) del problema di Cauchy sono, per definizione,
differenziabili. In effetti, se il campo f & piu regolare, le soluzioni di un’equazione differenziale
sono automaticamente piu regolari anch’esse. Per esempio, vale la seguente affermazione:
Sia k € N, A un aperto di R"*', f € C*(A,R"), I un intervallo, u € C*(I,R") tale che
(u(t),t) € A perognit € I eu = f(u(t),t), per ognit € I. Allora uw € C*1(I).
Dimostrazione Dimostriamo, per induzione su 1 < j < k + 1, che u € CJ(I). Per ipotesi
u € C1. Assumiamo ora u € C7(I) per un 1 < j < k e dimostriamo che u € C?*1(I). Dalla
Proposizione 2.33, segue (essendo k > j) che la funzione composta t € I +— f(u(t),t) ¢ di
classe C7(I). Ma, per 'equazione differenziale, f(u(t),t) = «/(t) e quindi ¢ — /(t) € CI(I),

che & equivalente a dire che u € CI+1(I).

Questa osservazione permette di calcolare, iterativamente, le derivate successive di u dall’e-
quazione u’ = f(u,t). Per esempio, se f € C*(A), allora

u’ = folu, )" + fo(u,t) = folu,t) f(u, t) + filu, 1), (B.58)
(dove u e le sue derivate sono calcolate in t), o, in componenti,

ofi
ot

i =3 2y + 2 Oi (0 0) £, t) + 2L, 1) (B.59)
j=1

O, 7T ot =t

B.3 Soluzioni massimali e soluzioni globali

L’unicita locale permette di estendere, in modo massimale, le soluzioni locali del problema
di Cauchy. In questa sezione daremo la definizione di soluzione massimale di un problema di
Cauchy, discuteremo quando e possibile estendere una soluzione locale. Discuteremo, poi, qual

36 Acronimo per ‘Equazioni Differenziali Ordinarie’.

37gi possono considerare classi di soluzioni piu generali (‘soluzioni deboli’) e non necessariamente differenziabi-
li di equazioni differenziali, cfr. https://en.wikipedia.org/wiki/Weak_solution; in questo testo considereremo solo
soluzioni classiche ossia differenziabili.
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e il comportamento di una soluzione massimale quando uno degli estremi su cui & definita e
finito ed, infine, daremo un criterio per poter estendere per t — 400 soluzioni locali.

In questa sezione, se non altrimenti specificato, A denota un aperto di R"t!, U un aperto di
R", f una funzione in Lip,(A,R™).

B.3.1 Definizioni

Definizione B.14 Se (z,t) € A, denotiamo 6(t,z) := 6¢(t,z) l'insieme di tutte le so-
luzioni classiche (locali) del problema di Cauchy (B.39), piu precisamente: u € 6(t, )
se e solo se esiste un intervallo aperto I, tale che: t € I,; u € CY(I,,R™); (u(t),t) € A per
ogni t € I,; u(t) = z; v’ = f(u(t),t) per ogni t € I,,.

L’insieme delle soluzioni classiche 6 (¢, Z) ¢ sempre diverso dall’insieme vuoto, grazie al gia
citato Teorema di Peano (cfr. Osservazione (iv) in § B.1.4); inoltre, nel caso si abbia unicita
delle soluzioni locali (cosa garantita, ad esempio, se f & localmente lipschitziana) I'insieme
“6(t,z) ¢ un insieme parzialmente ordinato:

Lemma B.15 Se uy,us € €4(t,Z), allora ui(t) = us(t) per ognit € I, N 1,,.

Dimostrazione Segue immediatamente dalla Proposizione B.11. 1

Definizione B.16 (i) Se u,v € €(t,z) e I, C I, diremo che v estende u (o che v ¢
un’estensione di u) e scriveremo u < v; se I, C I,,, diremo che v estende u propriamente
(o che v é un’estensione propria di u). Se I, = (a,b) e I, = (a,c) con ¢ > b [rispettivamente,
I, = (¢,b) con ¢ < a] diremo che v estende propriamente w a destra [risp,. a sinistra] o che

v & un’estensione destra [risp. sinistra] propria di u.
(ii) Poniamo

Inax(t, ) = | J I, (B.60)
uEB(t,T)

e, per t € Inax(t,7), definiamo umax(t;,%) = u(t) dove u € 6(t,z) ¢ tale che®® t € I,.
L’intervallo Inax(t, @), che si denota anche (T-,Ty) o (T-(¢,z),T4(t,Z)), prende il nome
di intervallo massimale di esistenza per (B.39) e la funzione umax prende il nome di
soluzione massimale del problema di Cauchy (B.39). Spesso denoteremo la soluzione
massimale umax (t;t,Z) con il simbolo ¢'(t, ).

(iii) Se Imax = R diremo che umax € una soluzione globale di (B.39).

Osservazione B.17 (i) Nella definizione data di umax, il valore umax(t) non dipende dalla
particolare scelta di uw € 6(t,Z): se v € € (¢,T) & anche tale che ¢t € I, per il Lemma B.15,
v(t) = u(t). Dunque la definizione di upax nella Definizione B.16—(ii) ¢ ben posta. Si noti che
dalla definizione data segue che

o' (t,z) =17, vV (z,t) € A. (B.61)

(ii) Chiaramente, la relazione ‘<’ & una relazione d’ordine parziale su 6 (¢, Z) € Umax ¢ l'ele-
mento massimale in € (¢,Z) (ossia © < Umax per ogni u € 6¢(¢,z)), o, in altri termini, Umax
non ammette estensioni proprie. Dunque possiamo identificare € ;(t, Z) con la soluzione mas-
simale t € Iax(t,Z) — ¢'(t,Z): ogni elemento di u € 6¢(¢, Z) non & altro che una restrizione
di t — ¢'(t,7) ad un intervallo aperto I, C Iyax(f, @) che contenga t.

(iii) Per ogni (z,t) € A, si ha

Lnax (8, 8°(£,7)) = Inmax(£,7), Vs €I = Lnu(t, ), (B.62)
¢'(s,0°(t, 7)) = ¢'(t,T), Vit,sel. (B.63)



© L Chierchia — 2023 203

Figura B.4: Il ‘flusso’ ¢*

Dimostrazione Siano: u(t) = ¢'(f, ), I, = Inax(t,T), y = ¢*(t, ), v(t) == ¢'(s,y), e I, ==
Imax(s,y). La funzione u verifica v/ (¢) = f(u(t),t) e u(s) = y, quindi u € 6(s,y) e dunque,
per definizione di Iax(s,y) e t = ¢4(s,y) = umax(t; 8, y), si deve avere I, C Inax(s,y) = I,
eu < v = ¢'s,y). Sul, = I, N I,, per il Lemma B.15 u e v (essendo due elementi di
“64(s,y)) coincidono; in particolare = u(t) = v(f) e dunque v € 6€(¢,z). Ma allora, deve
essere I,, = I, (altrimenti v sarebbe un’estensione propria di v in € (¢, Z), il che ¢ impossibile
essendo u = Umax (4%, %)) e quindi u = v.

(iv) Un esempio in cui tutte le soluzioni del problema di Cauchy sono globali & dato dai sistemi
di equazioni lineari a coefficienti costanti (B.26) (cfr. Proposizione B.1).

B.3.2 Criteri di estensione e di globalita

Il seguente risultato fornisce una caratterizzazione semplice dell’estendibilita delle soluzioni
del problema di Cauchy:

Lemma B.18 Sia (z,t) € A. Una soluzione u € 6€(¢,Z) con I, = (a,b), b € R, ammette una
estensione destra propria v (ossia, I, = (a,b+¢) cone > 0) se e solo se lim;_,p u(t) = o € R™
e (zo,b) € A. Analoga affermazione vale per l’estremo sinistro.

Dimostrazione Il ‘solo se’ & ovvio: se v estende propriamente v in un intorno di b, per il
Lemma B.15, v = u su I, e quindi lim;_,,— u(t) = lim;—, v = v(b) e (v(b),b) € A.
Dimostriamo il ‘se’. Poiché (xg,b) € A, esiste una soluzione locale w € 6 (b, zp) definita su
I, = (b—¢e,b+¢€) per un € > 0. Definiamo,

u(t), setée(a,b),
o(t) =
w(t) seb<t<b+e.

Per lipotesi su u e la definizione di € (b, zo), lim;—p— u(t) = 29 = w(xp). Quindi v & continua
in b. Inoltre, poiché u e w sono soluzioni della stessa equazione differenziale,

lim o'(¢t) = lim «/(¢t) = lim f(u(t),t) = f(zo,b)
t—b— t—b— t—b—

o . 7 ’ T 1

= A w00 =nee =l 0o,

38Per definizione di I'max una tale u esiste sempre.
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il che mostra che v € C’l((a, b+ 5)) e, dunque, che v € 6€(¢, ).

L’affermazione corrispondente per 1’estremo sinistro si dimostra in maniera analoga. |

Osservazione B.19 (i) Nel problema di Cauchy (B.31) con (A = R?) e & # 0, la soluzione u
trovata col metodo di separazione delle variabili (B.35) & definita sulla semiretta I, = I(¢, T)
definita in (B.35): poiché il lim;_,7, u(t) non & finito, dal Lemma B.18 segue che Iax(f, Z) =
I(t,7), intervallo che ha uno dei due estremi finito.

(ii) Se una soluzione u definita su un intervallo I,, = (a,b) é tale che 3 ¢, /b con u(tr) — xo
e (xg,b) € OA allora w non ammette estensione propria destra.

Dimostrazione Se u avesse una estensione destra v : (a,b + ¢) — R", per un qualche
e > 0, si dovrebbe avere che (¢,v(t)) € A per ogni t € (a,b+ €) il che & falso essendo
(v(b),b) = (x0,b) € OA C A° (essendo A aperto).

(iii) Dal Lemma B.18 e dalla definizione di soluzione massimale segue immediatamente la
seguente affermazione:

Sia A C R"™! un aperto, f € Lip,(A,R") e sia (%,t) € A e sia (T_,Ty) == Inax(f,Z). Se
esiste imy_, 7, Umax(t;1,Z) = x4, si ha che (x4, Ty) ¢ A; analogamente per t — T_.

E interessante notare che per soluzioni u(t) di equazioni differenziali, Pesistenza del limite
xo = limy,p u(t) & garantita dall’esistenza del limite di una qualunque successione u(ty) con
tr — b, purché il punto (zg, ) appartenga al dominio di f: questo & il contenuto del prossimo
lemma, la cui dimostrazione e particolarmente istruttiva.

Lemma B.20 Sia (z,1) € A, sia u € 6(t,z) e (a,b) = I,(t,%). Assumiamo che esista
xo € R™ tale che (xg,b) € A ety € (a,b) tali che ti, — b, u(ty) — xo. Allora, }in}) u(t) = xo.
—

Analoga affermazione vale per ’estremo sinistro.

Dimostrazione Passando eventualmente ad una sottosuccessione, possiamo assumere che la
successione {t} sia strettamente crescente?.
Supponiamo, per assurdo, che non sia vero che lim;_; u(t) = xg, ossia,

Je>0|Vie(ab), Fse(t,b) tc |u(d) -z >ec. (B.64)
Poiché (zg,b) € A, esistono 0 < p < e e 0 < 7 tali che
E=Dx[b—71,b ={zeR"|z—ao| <p} x[b—7,b] C A. (B.65)

Costruiamo, ora, iterativamente, due successioni s; e k; come segue.
Sia kg tale che
lu(ty) — zo| < p, YV k> ko, (B.66)

(ko esiste poiché u(ty) — xo per ipotesi) e sia k; > ko tale che tg, > b — 7 (k; esiste perché
tr /*b) . Per (B.64),
35 € (tey,b)| |u(8) —mo| =€ >p. (B.67)

La funzione t € [tg,, §] — 0(t) == |u(t) — xo| — p & continua e, per (B.66) (essendo k1 > ko),
0(tk,) < 0, mentre, per (B.67), 6(§) > 0. Dunque dal teorema di esistenza degli zeri — o
meglio ‘del primo zero’ — per funzioni continue® esiste s; € (t,,3) tale che §(¢) < 0, ossia
|u(t) — x| < p, V t € [tg,,51), € tale che §(s1) = 0, ossia, |u(s1) — xo| = p. Sia, poi, ka2 > ki,
tale che tg, > s1; si noti che (essendo ko > k1 > ko) |u(ty,) — zo| < p e che, essendo {tx}
crescente ty, > ty, > b — 7. Come prima, da (B.64) e dalla continuita di u, segue che esiste

39A4d esempio, si pud prendere ny := 1 e ricorsivamente, per k > 2, ni := min{k > nk_1|tk > tnk_l}: si noti
che ¢t < b per ogni k e quindi 'insieme appena definito ¢ un sottoinsieme non vuoto di N e quindi ha minimo. La
sottosuccessione tnk & strettamente crescente e t"k — b.

40Vedi7 per esempio, Teorema 2.51 in [C2019].
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Sg > ti, tale che |u(t) — zo| < p, ¥ tg, <t < sg, € |u(s2) — xg| = p. Iterando, troviamo due
successioni k; e s; tali che

‘u(t) - l‘o| <p, Vte [tkjvsj)a

kjv1>ki; b—1 <ty <s; <lg (B.68)

41
|u(s;) — @0l = p.

Si noti che anche da (B.68), segue che s; — b. Allora avremmo®!

(B.68)
p =" luls;) —wol < uls;) —ulte,)| + ulty,) — ol

S5
[ weas] + utts,) - ol
tkj

5j
| ). )ds] + futts,) ol
tkj
< m]gx|f|~(sj—tkj)+|u(tkj)—mo|—>0.
ottenendo una contraddizione essendo p > 0. i

Osservazione B.21 Mettendo assieme i Lemmi B.18 e B.20 otteniamo il seguente
Criterio di estensione Sia A C R"*! un aperto,f € Lip,(A,R"), sia (Z,t) € A, sia u €
6 (t,z) e (a,b) = I,(t,x). Assumiamo che esista xy € R™ e ty € (a,b) tali che tx — b,
u(ty) — xo e che (xg,b) € A. Allora, u ammette una estensione propria destra. Analoga
affermazione vale per I’estremo sinistro.

Vediamo due conseguenze notevoli del criterio di estensione.

Il primo risultato descrive il comportamento della soluzione massimale vicino ad un estremo
finito dell’intervallo massimale di esistenza:

Proposizione B.22 Sia (z,t) € A, sia (a,b) = Iax(t, ) con b € R. Allora:
(i) per ogni compatto K C R™ tale che K x {b} C A, esiste t € (,b) tale che umax(t) & K;
(ii) se A=R"™ x J con J intervallo e b € J, esiste J 5ty — b, tale che |umax(tr)| — +00.

Osservazione B.23 (i) Naturalmente, vale un enunciato del tutto analogo nel caso dell’e-
stremo sinistro (che si pud desumere dalla Proposizione B.22 con un opportuno cambio di
variabile, oppure rifacendo la dimostrazione con gli ovvi cambiamenti).

(ii) A parole, la Proposizione B.22 afferma che, se un estremo ¢ dell’intervallo massimale di
esistenza e finito, le soluzioni del problema di Cauchy escono eventualmente da un qualunque
compatto di K C R™ tale che K x {c} C A.

(iii) L’ipotesi che K x {c} C A ¢ essenziale, come mostra il seguente esempio banale. Conside-
riamo il problema di Cauchy v’ = f(u,t) con f:=0e A :=R" xJ con J = (0,1). Ovviamente,
per ogni (Z,1) € A, Imax = J € Umax(t) = Z, che quindi non esplode quando ¢ si avvicina agli
estremi di Iiax. D’altra parte, in questo caso, 'ipotesi che K x {1} C A non é verificata per
alcun compatto K semplicemente perché 1 ¢ J.

Dimostrazione (della Proposizione B.22) (i): Supponiamo, per assurdo, che esista un com-
patto K tale che K x {b} C A e tale che umax(t) € K per ogni t € (f,b). Siat < tx /b
e sia xj = wu(ty). Poiché K & compatto esiste k; e = € K tali che r, — . Poiché
(z,b) € K x {b} C A, dai Lemmi B.20 e B.18 seguirebbe che um.x potrebbe essere este-
sa, il che e una contraddizione.

(ii): Sia k € N. Da (i) con K = {z € R"| |z| < k} segue esiste t; tale che |umax(tx)| > k- i

41Si noti che, grazie a (B.68), u(t) € D (cfr. (B.65)) per ogni tr; <t < sj, ed essendo D convesso (e E C A dove

fe Cl) possiamo applicare nella seconda uguaglianza il teorema del valor medio scalare applicato componente per
componente (o direttamente la Proposizione 2.18-(i)); nella terza uguaglianza abbiamo usato ’equazione differenziale

u'(t) = f(u(t),t).
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Proposizione B.24 (Criterio di globalita)
Sia I un intervallo aperto, f € Lip,(R™ x I,R™) e tale che, per ogni o < 8 tali che [o, 8] C T
esistono L, M > 0 per cui

|f(z,t)] < M+ L|z|, Vtela,f],YzeR. (B.69)

Allora, per ogni (Z,t) € R™ X I, Inax(t,z) = I. In particolare, se I = R, ogni soluzione di
u' = f(u,t) é una soluzione globale.

Dimostrazione Fissiamo (Z,t) € R" X I, sia (a,b) := Ihax(Z,t) C I e supponiamo, per
assurdo, che (a,b) € I: supponiamo per esempio che b < sup I (il caso inf I < a si discute in
maniera del tutto analoga). Poiché [, 8] :== [¢,0] C I, segue che esistono L, M > 0 tali che
vale (B.69). Quindi, per ogni t € [¢, ],

ol = e+ [ st <+ [ 1
(B.69)

< |bx| —|—l (M + Liu(s)|)ds

)|ds

< A+ M=+ [ ju)lds.

Quindi, dal Lemma di Gronwall B.7 (con I sostituito da [¢,b] e g(¢t) = |u(t)], d = |Z|+ M (b—1),
a = L), segue che |u(t)] < R con R = §e“(=1 ossia che u(t) € {z € R"||z| < R} per ogni
t € [t,b], ma questo contraddice il punto (ii) della Proposizione B.22.

B.3.3 1l caso autonomo: flussi e sistemi dinamici

Un caso particolarmente importante ¢ il caso autonomo, ossia, il caso in cui il campo f :
U C R™ — R™ non dipenda esplicitamente dal tempo. In tal caso, I’evoluzione, al variare di
t di una soluzione massimale ¢'(f,Z) = Umax(t;t,Z), con € U descrive un flusso in U, che
soddisfa la proprieta di gruppo descritta nel seguente lemma.

Lemma B.25 (Proprieta di gruppo dei flussi) Sia U un aperto di R™ e sia f : U — R"™
una funzione localmente lipschitziana*?. Dato € U, poniamo:

Imax(j) = Imax(oa j) ) ¢t(j) = ¢t(0a f) . (B7O)

Allora, se T € U e Lnax(Z) = (a,b), si ha

Inax (6, %) =1+ Inax(Z) == (t+a,t+ D), VieR, (B.71)
Oz =" E), VIER, t—1€ Inax(T), (B.72)
¢t1+t2( ) — ¢t1 o ¢t2 (ZZ'), \vd tg,tl + t2 c [max(j) . (B73)

Dimostrazione Sia f € R e poniamo, per ogni t € Iz := (t+a,t +b), u(t) == ¢*~#(z). Allora,
u verifica v’ = f(u) su I e u(t) = Z. Dunque u € 64(f, Z). Inoltre, u non ammette estensioni
proprie: se ¢t — v(t) fosse un’estensione propria di u, allora t — 9(t) = v(t + t) sarebbe
un’estensione propia di u, il che & impossibile essendo u(t) = ¢*(Z) la soluzione massimale del
problema di Cauchy: (B.71) e (B.72) seguono.

Usando (B.72) e la (B.63) (con t =t1, s =0 et = —t3), si ha che

(B.72) B.63)

¢t1+t2 (f) - [ ¢t1(—t2,f) ( -0 ¢t1 (07 QSO(—tQ,.f)) ¢t1(¢0( ))
" og(@). |

42Ossia, per ogni compatto D C U esiste L > 0 tale che |f(z) — f(y)| < L|z — y|, per ogni z,y € D.

(B.72)

¢" (¢"(2))
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Figura B.5: Proprieta di gruppo del flusso di un’equazione differenziale

Osservazione B.26 (i) Da (B.72) e (B.71) segue che, nel caso autonomo, non & restrittivo
prendere t = 0 nel problema di Cauchy, poiché il caso generale, segue da questo per traslazione.

(ii) {¢'} & un ‘gruppo (commutativo) ad un parametro di omeomorfismi’: ¢° = id, I'inverso
di ¢t(x) & ¢t

Concludiamo questa sezione con alcune definizioni relative alla ‘dinamica dei flussi’, che
introducono il linguaggio della ‘teoria dei sistemi dinamici’.

Definizione B.27 Sia U un aperto di R™ e f : U C R® — R™ wuna funzione localmente
lipschitziana.

(i) La coppia & = (¢',U) ¢ un sistema dinamico (su U). L’insieme U si chiama spazio
delle configurazioni (o ‘spazio degli stati’) di & e le funzioni x(t) = ¢*(x), x € U, sono le
orbite (o ‘traiettorie’ o ‘moti’) di &.

(ii) Un sottoinsieme E C U ¢ un insieme invariante per & se ¢t : E — E (o, pit
precisamente, se Vo € E, ¢'(x) € E per ogni t € Inax(z).

(iii) Un punto xo € E ¢é un equilibrio (o ‘punto stazionario’) per & (o, semplicemente, ‘per
[7) se ¢*(z0) = xo per ogni t € R.

(iv) Un'orbita x(t) = ¢'(x) & periodica con periodo T > 0 se, Iax(x) =R, z(t +T) = z(t)
per ognit € R, e Tnin = min{T > 0 tale che z(t+T) = x(t) per ognit € R} > 0. Tynin prende
il nome di periodo minimo dell’orbita periodica x. Di norma, con ‘il periodo di un’orbita
periodica’ ci si riferisce al periodo minimo.

(v) Una traiettoria non banale (ossia, non un equilibrio) x(t) = ¢'(x) si dice asintotica
axg € U pert — +oo (risp., t - —o0) se limy_, 100 x(t) = o (risp., limy, o x(t) =
x0); se limy_yyoo x(t) = limy, o 2(t) = a0 lorbita si dice omoclina, se lim;_, o 2(t) =
xo £ x1 = limyy oo x(t) (x0,21 € U) Uorbita si dice eteroclina. In generale, analoghe
definizioni si possono dare sostituendo xo con un insieme invariante E e limxz(t) =z’ con
lim dist(z(t), E) .

Osservazione B.28 Raccogliamo qui alcune osservazioni elementari sulle definizioni appena
date.

Nello studio di flussi & d’uso comune usare la notazione di Newton (il punto anziché 'apice
per denotare la derivata e la z per la funzione incognita).

(i) Un punto xg ¢ un equilibrio per f se e solo se f(xo) = 0.

Dimostrazione Se z(t) = xo & un’orbita, allora 0 = @(t) = f(x(t)) = f(zg). Viceversa, se
f(xg) =0 allora t — z(t) = o & soluzione di # = f(x) e dunque ¢'(zo) = zo ¢ un equilibrio.

(ii) Un equilibrio x(t) = xo non &, secondo la definizione in (iv) un’orbita periodica, poiche ,
in tal caso, ogni T > 0 & un periodo e quindi min{7T > 0| z(t + T) = =(T)} = 0.
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¥o

Figura B.6: Orbita omoclina bi-asintotica ad un equilibrio e orbita periodica

(iii) Un’orbita t — x(t) é periodica di periodo T se e solo se x(T) = z(0) e x(t) non &
identicamente costante.
Dimostrazione Il ‘solo se’ deriva immediatamente dalla definizione di orbita periodica (pren-
dendo t = 0). Assumiamo che z(t) sia un’orbita non identicamente costante tale z(T') =
x(0) =: . Allora, per ogni ¢,
(B.73)

2t +T) = ¢ (o) "= ¢'(¢7 (20)) = ¢"(@(T)) = ¢'(wo) = w(t). N
(iv) Sia z(t) := ¢'(z0) con zg € U e sia (T—,Ty) = Imax(
allora Ty = +00 e T & un equilibrio; in altri termini, x(t
Analogamente per T_.

xg). Se esiste lim;_,7, x(t) =2 € U,
) & un’orbita asintotica per t — Ty.

Dimostrazione Che T’} sia 400 segue immediatamente dal Lemma B.18 e dalla definizione
di T'. Ora, la i—ma componente dell’orbita, a(t) := z;(t) & tale che a(t) — xo; € R ed inoltre
dall’equazione differenziale segue che & = f;(z(t)) — fi(vo) € R e quindi per il Teorema
dell’asintoto®3 f;(zo) =0. N

(v) Ovviamente lo spazio delle configurazioni U & un insieme (banalmente) invariante. Dalla
proprieta di gruppo dei flussi segue che la traccia di un’orbita v := {z = ¢t(xo)‘ t € Imax(20)}
¢ un insieme invariante. Un esempio piu interessante di insieme invariante ¢ l'insieme di tutte
le orbite periodiche di un sistema dinamico** @« = {orbite periodiche di &}.

(vi) Si noti che, dall’invarianza delle tracce delle orbite (cfr. punto precedente) segue:
le orbite di un flusso non possono ‘attraversare’ la traccia di un’altra orbita: se y é la traccia

di un’orbita e T ¢ =, allora ¢*(z) ¢ =, per ogni t € Iy (T). In particolare, se la traccia y di
un’orbita contiene un equilibrio xq, allora v = {x¢}.

B.3.4 Analisi qualitativa di equazioni scalari del prim’ordine

Le equazioni differenziali scalari costituiscono senz’altro la classe piu semplice di equazioni
differenziali: anche nei casi in cui non & possibile trovare una soluzione ‘esplicita’, ’equazione
differenziale da informazioni puntuale sulla derivata della funzione scalare incognita, il che
permette di fare una ‘analisi qualitativa’ del comportamento della soluzione del problema di

43Teorema dell’asintoto Sia o : t € (a,4o0) — a(t) € R una funzione differenziabile tale che esistano i limiti
limy 4o = M elimy_, oo o' = Lcon M € R (e L € R*). Allora, L = 0. Analoga affermazione vale per funzioni
a:(—o0,a) = R.
Dimostrazione Sia a < t, /' +oco. Allora, per il teorema del valor medio di Lagrange (cfr. Proposizione 7.26 in

[C2019)), esistono s, € (tn,tn + 1) taliche 0 = M — M = lim a(t,, + 1) — a(tn) = &’(s,) — L, quindi L = 0. I

44(Jfr.7 ad esempio, le seminali ricerche di H. Poincaré in [Les méthodes nouvelles de la mécanique célestes, Tome 1,
Ch. III, Gauthier-Villars (Paris), 1892]
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Cauchy.

In particolare, le equazioni scalari autonome del prim’ordine, essendo un caso speciale di
equazioni a variabili separabili (cfr. § B.1.3), & esplicitamente risolubile in termine di funzioni
integrali, ma ciononostante, ’analisi qualitativa, oltre ad essere piu semplice, descrive in modo
pitt immediato il comportamento delle soluzioni.

In questa sezione discuteremo brevemente, le equazioni scalari del prim’ordine, anche con
I'intento di illustrare alcune delle nozioni introdotte nelle sezioni precedenti.

(i) L’equazione i = z?

Come abbiamo visto (col metodo di separazione delle variabili, cfr. (B.31) con ¢ = 0), il flusso
dell’equazione scalare autonoma con f:z € U :=R — f(z) =2? €R

i=a?, z(0) =2 (B.74)

¢ dato da t € Iyax(Z) — ¢'(Z) con

B R, sex =0,
0, sex =0,
#'(7) = 1 Inax(Z) = ¢ (—00,Te), seZ >0, (B.75)
T3 ¢ T#£0,
e — (Te;+oo)7 seg_v<0,
con T, := 1/Z. Dunque, per ogni Z > 0, ¢'(Z) & asintotica all’unico equilibrio zg = 0 per

t — —o0, mantre per T < 0 & asintotica a T per t — +00. Se T # 0, per t — Ty, |¢*(Z)| — +o0,
in accordo con la Proposizione B.22-(ii).
(ii) Flussi unidimensionali & = f(x)

La dinamica dell’equazione differenziale scalare & = f(z) & legata agli zeri di f:

Proposizione B.29 Sia f: (a,) CR = R (—o0 < a < b < 4+00) localmente lipschitziana.
(i) Siano x_ < x4 due zeri consecutivi di f: f(x+) =0 con® f(z) >0 perx € I == (v_,z).
Sia T € I. Allora, Iyax(T) = R, ¢'(Z) & strettamente crescente e limy_, 4o ¢'(T) = 24

(ii) Sia f(zo) =0 e f(x) > 0 per® zg < x < b, sia T € (z0,b). Allora, Inax(Z) = (—o0,T}),
@' (z) ¢ strettamente crescente e limy_, o ¢'(Z) = x¢, limy_, 7, ¢'(x) = b; infine,

b
dx
T, <400 <= /—<+oo. B.76
S
A
£ f
T T ";.}"Z’——-‘—
] 5
T, Tz
=] K= % S 7% : e

Figura B.7: Campo unidimensionale f € C*: un’orbita ¢'(Z) tra due zeri consecutivi

457] caso f(z) < 0 si tratta analogamente oppure si deriva da questo sostituendo f con —f.
SDi nuovo, trattiamo esplicitamente un caso, ma gli altri casi (f < 0, o le situazioni simmetriche in (—oo, o) con
f # 0 per x < 0) si trattano nella ovvia maniera analoga.
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Figura B.8: Campo unidimensionale f € C': un’orbita ¢'(Z) dopo I’ultimo zero

Dimostrazione (i): Sia (T-,T%}) = Imax € sia x(t) = ¢'(z). Poiché z(t) & continua J =
2 (Inax) & un intervallo non banale®” che non contiene z+ (cfr. Osservazione B.28—(vi)). Quindi
J C1I (essendoz € JNI), e &(t) = f(x(t)) > 0, per ognit € Iyax. Dunque, z(t) € strettamente
crescente ed esistono i limiti lim; 7, x(t) = 24 € [x_,z4] e limy_yp, &(¢) = limy,7, f(2(2)).
Quindi (Osservazione B.28-(iv)) (T_,T}) = R e per il Teorema dell’asintoto (cfr. nota 43),
lim;, 7, # = 0= f(Z1) e quindi (non essendoci zeri di f in I) deve essere 1 = 4.

Che Ihax = R, nel caso scalare, puo anche essere mostrato direttamente come segue.

Per separazione di variabili (cfr. § B.1.3) si ha che

T4 de' /x(T) d.’L' T
—— = lim —— = lim ds=T,. B.77

AT Rt A (e R S 77
Essendo f lipscitziana in [Z, 2], si ha che, per una opportuna L > 0, per ogni = € [Z,z],
[f(@)| = |f(x) = f(zy)] < Lz — 24| e quindi (si ricordi che f > 0 in [Z,x4))

T ™+ dx /C”+ dx >1/’3+ dx n
+ = —_— — = = —_— O .
o f(o) | f(2)] L zy—x
(ii): Sia (T-,T4) = Imax € sia z(t) == ¢'(Z). Ragionando come in (i) si ha che & > 0 su Iax,
che T_ = —oo e che limy_,_ o z(t) = xo. Dimostriamo, ora, le affermazioni reative a 7. Sia
& = limy_,7, x(t). Se T} < +o0, allora & = b per la Proposizione B.22—(ii). Se T = +o0 e,
per assurdo, & < b, allora per il Teorema dell’asintoto (cfr. nota 43) @ = f(x) — 0 e quindi
f(#) = 0, il che contraddice 'ipotesi. Dunque, in ogni caso, lim;_,7, x(t) = b. Infine, la (B.76)
segue per separazione di variabili (essendo Ty esattamente il valore dell’integrale improprio
in (B.76)). }

Osservazione B.30 (i) Se f € C*, dall’equazione differenziale, segue che, se z(t) & un’orbita,
i=f'(x)i = f(z) f'(x), (B.78)

relazione che descrive la convessita dell’orbita in termini del campo f. In particolare, se £ non
¢ un equilibrio, i flessi di t — (t) = ¢'(Z) corrispondono ai punti critici di f: Z(7) = 0 se e
solo se f'(x(7)) =0 (cfr. Figura B.8).

(ii) Dalla Proposizione B.29 segue che: gli equilibri corrispondono agli zeri del campo f;
tutte le orbite che iniziano tra due zeri consecutivi sono orbite eterocline; non esistono orbite
periodiche o omocline.

(iii) Equazioni non autonome: un esempio
L’analisi qualitativa delle equazioni scalari & = f(z,t), con f che dipende esplicitamente dal

4TEssendo #(0) > 0.
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tempo, € pitt complessa. Qui ne discuteremo soltanto alcune idee fondamentali tramite un
esempio concreto.

Consideriamo il seguente problema di Cauchy

1
i‘:m, Z‘(O):i‘, conz > 0. (B?g)

La funzione (x,t) — 1/(x — t?) ha dominio massimale di esistenza dato da Apyay = R?\S
dove la ‘curva di singolaritd’ S ¢ data dal grafico della parabola x = t2. Su Ay.y la funzione
1/(z —t2) & C* e dunque la soluzione massimale x(t) := Umax(t;0,Z) di (B.79) & C°°(Inax)
(Osservazione B.13—(iii)), dove Imax = Imax(0,Z) = (T-,T%) & lintervallo massimale di
esistenza di (B.79). Il dominio Apax ¢ formato da due componenti connesse®® Q. == {(t, z)| £
(r —t?) > 0} la cui frontiera comune @ la singolaritd S. Poiché il dato iniziale (0,Z) € Q. si
dovra avere che (t,z(t)) € Q4 per ogni t € Iax. SuQ, 1/(x —1?) > 0 e dunque & > 0, ossia,
t € Imax — x(t) & strettamente crescente. Quindi esistono i limiti laterali limy_,7, x(t) =
x4 € R* e, per I'Osservazione B.19-(iii), (T4, x4 ) ¢ Q4.

Chiamiamo v(t) = (¢,z(t)) (per t € Imax) la traiettoria della soluzione massimale nel piano
(t,z). Poiché v(t) € Qy, si ha x(t) > t? per ogni t € Iay; in particolare per ¢t < 0 si ha
0 < t?2 < z(t) e, prendendo il limite per 0 > ¢t — T_, si ha che 0 < T2 < z_ < x(0) =
(si ricordi che x(t) & strettamente decrescente). Quindi, —/Z < T_ < 0, e poiché (T_,z_) ¢
Q, si deve avere (T_,x_) € S, ossia, x_ = T?. Dall’equazione differenziale segue poi che
lim; 7 &(t) = +o0.

Studiamo, ora, la convessita di x(t). Dall’equazione differenziale segue

= W (B.80)

e quindi studiando il segno del numeratore (il denominatore & sempre positivo su ) otte-
niamo che, se poniamo
1

z(t) =>4 =

B.81
= (B51)

allora si ha
>0 <= zt)>z,(l); <0 = z({)<z{); =0 <= =zt)=uz,(t).
Sia Q4 = {(z,t) € Q+’ z > z,(t)}. Finché v(t) € Q1 \Q, la soluzione x(t) ¢ strettamente

concava ed & concava se Y(t) € Q\Q+. Dunque, per t € (T—,0], la soluzione & strettamente
concava ed il grafico qualitativo di x(t) sara come in Figura B.9.

Figura B.9: Una soluzione massimale x(t) di (B.79) per T € (T-,0)

4810 questa discussione, considereremo R? = {(t,z) € R?} come piano (t,z) (piuttosto che (z,t)).



212 Analisi in R"™ — versione preliminare

Per ¢t > 0 piccoli, v(t) € Q4 \Q+ e la soluzione, essendo concava, ha grafico al di sotto di ogni
retta tangente al suo grafico??; in particolare 4(¢) < #(0) = 1/Z per ogni t > 0 tale che v(s) €
Q:\Q+ per ogni 0 < s < ¢. Quindi, se y(t) € Q4 \Q+ per ogni ¢t > 0, t € [ax, si avrebbe
t? < (t) < t/z. Questo implica (T4, z4) € S e, quindi, limy_,, &(t) = 1/(z(t) — t?) = +oo,
il che contraddice #(t) < 1/z. Questo significa che esiste un istante ¢ > 0 tale che v(t) € Q4+
e, quindi, t; = inf{t|v(t) € Q4+} € (0,T4). Dalla definizione di t;, segue che y(t;) € Q4
(ossia, x(t1) = ,(t1)) e che esiste § > 0 tale che y(t) € Q4 per ogni t; <t < t; + .

Ora, affermiamo che una volta entrata in 4, la traiettoria v(t) non ne esce piu.

Per dimostrare questa affermazione faremo uso del Teorema di confronto (Corollario B.10),
confrontando la soluzione z(t) proprio con ‘la curva dei flessi’ 0Q4 che ¢ il grafico della
funzione z,(t). Osserviamo che dalla definizione di z,(¢) ((B.81)) segue che

1 1 1
P () =2 =
(1) 26 " w () 12 22

Dunque possiamo applicare il Corollario B.10 con ¢ = ty, f(z,t) = m—ltz — ﬁ, g(z,t) = ﬁ,
u(t) = z,(t) e v(t) = z(t), ottenendo che z,(t) < x(t) per ogni t > t;: quindi, () € Q4 ed &
strettamente convessa per t > t;.

Poiché (T4,x24) ¢ Q4 e Q1 € Q4 si deve avere x4 = 400 (se fosse 4 < 400 si avrebbe
(T4, x4) € S, il che ¢ impossibile essendo S nel complementare di Q).

Infine, T = +o0: se fosse Ty < +o0, dall’equazione differenziale seguirebbe che lim; 7, & =
0, ma z(t) ¢ una funzione convessa con un asintoto verticale in 7'y € R e quindi anche la sua
derivata deve tendere a®® +oo.

Infatti, 2(¢) ¢ asintotica alla parabola x = t2 nel senso che x(t) = t> 4+ §(t) con § — 0 per
t — 4o00. Questa affermazione segue dalla convessita di x(t), dall’equazione differenziale e
dal fatto che z(t) ha crescita superlineare, essendo x(t) > t2. Infatti, poiché & > 0, & &
strettamente crescente ed esiste lim;_, o ©(t) = 5 € R.. Se fosse 8 < +o0, si avrebbe, per il
Teorema del valor medio di Lagrange, per un qualche 0 < s < t, 2(t) = T + &(s)t < St il che,
per t grandi, contraddice z(t) > t2. Quindi, 8 = +oc e @ = 1/(z — t?) — +00 il che equivale
ad=zt)—t2—>0 |

Figura B.10: Una soluzione massimale z(t) di (B.79)

49¢fr. [C2019], §7.7.

50Poiché = & convessa e regolare & & crescente e quindi esiste 8 = limtﬂTJr &(t) e se fosse B < +o0, si avrebbe,
per il Teorema del valor medio di Lagrange, che, fissando un qualunque to < T4, per un qualche tg < s < T,
|(t) — x(to)| = [(s)] [t — to] < B(T4 — to), ottenendo una contraddizione col fatto che limy_, 1, x(t) = +o0.



© L Chierchia — 2023 213

B.4 Sistemi lineari

In questa sezione discuteremo sistemi di equazioni differenziali lineari (a coefficienti, in gene-
rale, non constanti) su K con K =R o K = C, ossia, sistemi della forma

i=A(t)z, (A(t) e K™, xz € K"), (B.82)

dove gli elementi di matrice A;; € C(I,K), I intervallo di R, e z = z(t) € K". Nel caso
complesso, x = u + v con u,v € R" e x € C(I, K) significa u,v € C(I,R) e la derivata
ennesima di = & definita come® (™) = (™) 4 jv(n).

Nel caso autonomo (ossia, A indipendente dal tempo) abbiamo visto (Proposizione B.1) che
esiste una formula risolutiva, mentre, cosi non & nel caso generale non autonomo.

Un esempio, il cui studio costituisce un importante capitolo a sé della teoria delle equazioni dif-
ferenziali & ’'equazione (scalare, lineare, omogenea, del secondo ordine) di Sturm-Liouville®?

(p(t)y') +q(t)y = Ay, (B.83)

dove le funzioni p € C*(I, (0, 4+00), ¢ € C(I,R) sono date, A € R & un parametro. L’equazione
di Sturm-Liouville (B.83) puo essere messa nella forma (B.82) ponendo:

CE)-() (%)
B.4.1 Spazio delle soluzioni
Sia K =R o C, I C R un intervallo aperto, t € I — A(t) € C(I, K"*™) e denotiamo
Fa={zeC'(I,K")| i=At)x, Vtel} (B.84)
lo spazio delle soluzioni dell’equazione differenziale lineare & = A(t)x. Allora, si ha:

Proposizione B.31 (i) ¥4 ¢é un sottospazio vettoriale di C*(I,K™).

(i) Set €I ez € K™, le soluzioni (massimali) del problema di Cauchy & = A(t)z, z(t) = T
hanno intervallo massimale di esistenza Inax(t,7) = 1.

(iii) Siano x; € F4 per 1 <i < m e siano a; € K. Allora,

Jtel| Y am®=0 <= > aui(t)=0,Vtel. (B.85)
i=1 =1

(iv) L4 ha dimensione n ed una sua base é data dalle n soluzioni dei problemi di Cauchy
i = A(t)z, z(f) = e® con t € I arbitrario (eV) i-esimo versore standard di K™).

Dimostrazione (i): Se x,y € 4 sono soluzioni di (B.82) e a,b € K, chiaramente (per
la linearitd della derivata e delle matrici identificate con le associate applicazioni lineari®®)
ax + by & soluzione di (B.82); dunque ¥4 & un sottospazio vettoriale di C1(I, K™).

(ii) segue immediatamente dal criterio di globalita (Proposizione B.24) con L = 0, M =
max(qp) | A(t)]-

(iii) L’implicazione * <= ’ & ovvia. Dimostriamo ¢ = ’. Assumiamo, per assurdo, che esista

to # t tale che Z a;z;(to) = 0. Allora, per il punto (i), la funzione z(t) := Z a;z;(t) € Pa e
i=1 i=1

dunque verifica il problema di Cauchy & = A(t)x, 2(t9) = 0 che ha unica soluzione z(t) =0

e quindi in particolare x(t) = 0, ottenendo una contraddizione.

Per il punto (ii) le n soluzioni dei problemi di Cauchy & = A(t)x, x(£) = e(*) sono definite su

I e per il punto (iii) sono linearmente indipendenti in C*(I,R"). 1

51Useremo indistintamente le notazioni di Newton e di Lagrange; cfr. nota 14.

520y, Capitoli da 7 a 12 nel gia citato [E. Coddington, N. Levinson, “The theory of ordinary differential equations”,
McGraw—Hill (1955)]; vedi anche https://en.wikipedia.org/wiki/Sturm-Liouville_theory.

53Cfr. Appendice D
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Definizione B.32 Una matrice U(t) := [uY), ..., u(™] non singolare®® che soddisfi U' = AU
st chiama matrice fondamentale (per il sistema (77)); la funzione w(t) == det U prende il nome
di ‘wronskiano’ (della matrice U o delle soluzioni u(l),...,p(”)); una matrice fondamentale per
(7?) tale che Ul(ty) = I, (dove I, é la matrice identita) si chiama soluzione fondamentale di
(??) (relativa al tempo tg).

Dunque se U & una matrice fondamentale, la soluzione fondamentale di (??) rispetto al tempo
to & data da V() = U(t)U(tp)~! ed in termini della soluzione fondamentale V', la soluzione
di (?7) con u(tog) = ug, ¢ data semplicemente da V (¢)uo.

Osservazione B.33 Matrici fondamentali, ossia n soluzioni indipendenti di (??), esistono
sempre: siano u)(t) le soluzioni di

u = A(t)u, u(to) = e (B.86)

dove eV ¢ il versore in R” che ha come componenti tutti 0 tranne la j—esima componente
che ¢ 1. L’esistenza e 1’ unicita su tutto I di tali soluzioni & garantito dal Teorema B.5. Allora
V(t) = [uM, ..., u™] ¢ la soluzione fondamentale di (7).

Osservazione B.34 Dalla Proposizione 7?7 e dall’osservazione precedente segue che [’insie-
me di tutte le soluzioni di (??) formano uno spazio vettoriale di dimensione n ed una base
di tale spazio vettoriale ¢ data da n soluzioni indipendenti ™), ..., u(™) (per esempio dalle
soluzioni di (B.86)).

B.4.2 1l caso non autonomo

L’analisi fatta per i sistemi omogenei puo essere usata per discutere i sistemi lineari non
omogenei
u = A(t)u + b(t) (B.87)

con A(-) e b(+) funzioni continue su I a valori, rispettivamente, in R"*™ ed in R™. Sappiamo che,
per ogni ug esiste una ed una sola soluzione in tutto l'intervallo I di (B.87) con u(ty) = ug. Per
risolvere il problema di Cauchy per (B.87) dobbiamo conoscere la soluzione fondamentale® del
problema omogeneo v’ = A(t)u ed una qualunque soluzione particolare di (B.87). Supponiamo
infatti che V sia la soluzione fondamentale di v’ = Au e che p(t) sia una qualunque soluzione
di (B.87), allora si verifica immediatamente che

u(t) = p(t) + V(t)(uo — p(to)) (B.88)

& la soluzione di (B.87) con u(ty) = uo.

Nel caso particolare in cui A sia indipendente dal tempo, la soluzione fondamentale (relativa
aty) e V(t) = eAlt=t) e la soluzione di

u = Au+b(t), u(to) = ug
e data da .
u(t) = eAt/ eiATb(T) dr + eAlt=to)y (B.89)
to
Complementi

Complemento B.1: Altre classi di equazioni differenziali ordinarie risolubili

54Cioe con det U # 0.
553i ricordi che conoscere la soluzione fondamentale V di (??) & equivalente a conoscere una qualunque matrice
fondamentale U essendo queste legate da V (t) = U(t)U(to) ™ *.
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Equazioni omogenee
Si chiama equazione differenziale omogenea del prim’ordine, un’equazione delle forma

z = f(x,t), (B.90)

con f positivamente omogenea di grado 0, ossia, f(pz,pt) = f(z,t) per ogni p > 0: in tal caso, per
t > 0 si ha che

ity =r(zeit)=g(2),  con gle) =),

t t t
Ponendo, z(t) = z(t)/t, si verifica immediatamente che = & soluzione di (B.90) se e solo se z &
soluzione di
o =9 (2) -2

t
che & un’equazione a variabili separabili.

Osservazione B.35 Il motivo legato alla non unicita di questo esempio & che la funzione r — z2/3
non ¢ sufficientemente regolare in 0. Infatti per avere unicitd (almeno locale) in un problema di
Cauchy =’ = f(x), z(to) = w0, ¢ sufficiente che z — f(z) sia lipschitziana in un intorno di zo.

Equazioni lineari a coefficienti costanti del second’ordine

Infine, consideriamo equazioni differenziali a coefficienti costanti. Sebbene tutti gli argomenti che
discuteremo in questa sezione si generalizzino facilmente ad un ordine arbitrario, per concretezza e
per il suo particolare interesse, discutiamo solo il caso di ordine 2.

Consideriamo dunque ’equazione differenziale di ordine 2 a coefficienti costanti data da
Z+at+br=0 (B.91)

con a,b € Ret € R~ x(t) € R una funzione di classe C2. 1l relativo problema di Cauchy consiste
nel determinare la soluzione di (B.91) avendo assegnati i “dati iniziali” (che in questo caso sono il
valore della funzione e della sua derivata in un punto56 to):

. . B z(to) = zo, 2
Z4+at+br=0, { #(to) = 0. (t,toe I, telma(t)eC*(I)), (B.92)

dove I & un intervallo.

Osservazione B.36 (i) Se x & soluzione di (B.91) & automaticamente C'*°; per esempio, & & derivabile
essendo (per (B.91)) uguale a —az — bz e la sua derivata sara, quindi, data da —ai — bz e, iterando,
una qualunque derivata di ordine k > 2 sara data da —aD* 'xz — bD* 2z, (D := d/dt).

(ii) L’equazione (B.91) & lineare in e le sue derivate, dunque se x1 e z2 sono due soluzioni di (B.91)
lo & anche ax1 + Bx2 per ogni «, S.

(iii) L’equazione differenziale (B.91) & autonoma ossia non dipende esplicitamente dal tempo, o meglio,
il tempo appare solo attraverso la funzione = e le sue derivate. Quindi, se x(¢) ¢ una soluzione di
(B.91) lo & anche z(t — to) per ogni to. In particolare, se x(t) & soluzione del problema di Cauchy

. . _ z(0) = zo,
Z4+at+br=0, { #(0) = | (B.93)
allora Z(t) := z(t — to) & soluzione del problema di Cauchy (B.92). Dunque bastrera considerare il

problema di Cauchy (B.93).

Dimostriamo "unicita del problema di Cauchy (B.93) (da cui segue, per l'osservazione appena fatta,
l'unicita del problema di Cauchy (B.92)).

Lemma B.37 Sia I un intervallo contenente lo 0 e siano x1 e x2 due soluzioni di (B.91) pert € T
con z1(0) = 22(0), £1(0) = 2(0). Allora, x1(t) = x2(t) per ogni t € I.

56 Naturalmente per equazioni di ordine n si assegneranno i valori della funzione e delle derivate fino a ordine
(n—1).
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Dimostrazione Per linearita, la tesi & equivalente a dimostrare che 'unica soluzione di (B.93) con
dati iniziali nulli zo = 29 = 0 & la soluzione identicamente nulla. Supponiamo dunque, per assurdo,
che t € I — z sia una soluzione non identicamente nulla di (B.91) con z(0) = £(0) = 0. Allora, esiste
t1 € I tale che z(t1) # 0. Supponiamo t; > 0 (I'argomento nel caso t; < 0 & del tutto analogo).
Sia T = sup D dove D := {t > 0] z(s) = 0V0 < s < t}; 0 € D e t; ¢ un maggiorante, quindi 7' &
un numero reale maggiore o uguale a 0 e minore di ¢t; (dunque D C I). La funzione y = & verifica
I’equazione lineare del prim’ordine

y = —ay — bx(t), Viel,

e dunque, per (B.19), si ha, per ogni 7 € I,

(1) = —b/ ey (s) ds.
T

Se b =0, allora = & costante e quindi = 0 (essendo z(0) = 0). Se b # 0, integrando, tale relazione
tra T e t > T, otteniamo (essendo z(T") = 0)

(t) = —b/Tt (/TTea(s_T)m(s) ds) dr (B.94)

Sia ora € > 0 (tale che T + ¢ < 1) e denotiamo

M. := sup |z(t)].
T<t<T+e

Per definizione di T', M. > 0 per ogni € > 0. Da (B.94) con t € [T, T + €] segue che

1 _
M. SCEQME, C:§|b|e|a\(t1 T)’

che conduce ad una contraddizione se scegliamo ¢ < 1/+/c. i

Vediamo ora come trovare tutte le soluzioni di (B.91) e la soluzione del problema di Cauchy (B.93).

Introduciamo 1’“operatore differenziale” L := D? + aD + b che agisce sulle funzioni derivabili due
volte come

Lz = D’z + aDx + bz = i + ai + bx, (B.95)
cosicché equazione (B.91) si riscrive in forma compatta come Lz = 0.

E conveniente considerare in generale soluzioni complesse di (B.91), ossia funzioni z(t) = z(t) + iy(t)
con z,y € R. Naturalmente, z = & + i¢y. Quindi, z(¢) & soluzione di (B.91) se e solo se lo sono z(t) e

y(t).
Poiché la derivata di e & Ae™ (come & facile verificare anche nel caso®” A € C), ¢ naturale cercare
soluzioni di tale forma. Si trova immediatamente

LeM = P\)eM, PO\ :=X4a\+b (B.96)

dove P(\) viene chiamato polinomio caratteristico dell’equazione (B.91). Da (B.96) segue che se Ao
& una radice del polinomio caratteristico, ossia P(\o) = 0, allora e** & soluzione di (B.91). Nel caso
in esame (equazioni di secondo grado) vi sono dunque tre casi a seconda del segno del discriminante
A:=a®—4bdi P(\) =0:

(i) A > 0: vi sono due soluzioni reali e distinte di P(\) =0 date da Ax+ := (—a & VA)/2 €R.

(ii) A < 0: vi sono due soluzioni complesse coniugate e distinte di P(A) = 0 date da
At = (—a+ivV—-A)/2€C, A=A

(iti) A = 0: vi & una soluzione reale \g := —a,/2 con molteplicita due, ossia, P(\) = (A — o).

At

573j ricordi che dalla formula di Eulero segue che se A = a + i3, allora e’ = e“t(cos Bt + isen (Bt).
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Nel caso (i) ¢ immediato verificare che la soluzione del problema di Cauchy (B.93) & data da

o(t) = Ayt 4 ALt Ay = D TAT0 o AsTo—do

v = (B.97)

Anche nel caso (ii) la soluzione del problema di Cauchy (B.93) ¢ data da (B.97) ed osservando che
Aty = A_ si hache z(t) = 2Re (A+e)‘+t), ossia, se chiamiamo o := —a/2 e w:=+v/—-A/2 > 0,

V-A
x(t) = z0e™ coswt + (i — azo)e* senwt, (a = —g , W= T) . (B.98)
Nel caso (iii), (B.96) diventa
LeM = (A = X\o)2eM, (B.99)
per cui e*f =: e con a = —a/2 & una soluzgione di (B.91). Osserviamo, perd, che la (B.99) &

un’identita che vale per ogni A € C e per ogni t € R; se deriviamo tale relazione rispetto a A,
otteniamo®®

L(te) = (2(x — Xo) + (A — Xo)’t)e™

e calcolando tale relazione per A = )¢, otteniamo

L(te™") =0,
che mostra che anche te**? & soluzione di (B.91). Alternativamente, si pud, naturalmente, verificare

direttamente che te*? & soluzione di (B.91). Si verifica, poi, immediatamente che la soluzione di
(B.93) & data nel caso (iii) da

z(t) = (wo + (0 — azo)t) e™". (B.100)

Osservazione B.38 Dall’unicita delle soluzioni del problema di Cauchy segue immediatamente che
tutte le soluzioni di (B.91) sono della forma (i), (ii) o (iii) ed in particolare sono definite per tutti i
teR.

Infatti se z(t) & una qualunque soluzione di (B.91) per ¢ € I con I intervallo e ty € I, possiamo
risolvere il problema di Cauchy (B.92) con dati iniziali zo := x(to) e ©o := ©(to) e se indichiamo con
z(t; o, To) tale soluzione, dal Lemma B.37 segue che x(t) = x(¢; zo, <o) per ogni t € I e quindi z(t)
coincide con una delle soluzioni sopra descritte ed inoltre la soluzione € prolungabile per tuttiit € R
(essendo le soluzioni sopra descritte C*°(R)).

Come esempio consideriamo I'oscillatore armonico con attrito la cui equazione evolutiva e data da
mZ + put +kr =0 (B.101)

dove —ux esprime la forza dissipativa di attrito e 4 > 0 & una costante fisica legata all’intensita
dell’attrito. In questo caso il polinomio caratteristico & dato da mA? & uX\ + k = 0 da cui segue

) —p 4/ —dmk
+ = .
2

Quindi a seconda della relazione tra p? e 4mk si avranno tutti e tre i tipi di soluzione sopra descritti
con la caratteristica comune di avere un fattore esponenziale ef“t/Q, la qual cosa implica che tutte
le soluzioni avranno limite 0 per t — +oc0. Questo sistema, al contrario dei modelli conservativi di
Newton (p = 0), ha una dinamica irreversibile.

Per attrito debole (ossia ul < 4mk), si avranno infinite oscillazioni di ampiezza che decade espo-
nenzialmente, mentre per attrito forte (u? > 4mk) non si avra alcuna oscillazione (“la molla non ha
forza sufficiente”) ed infine si ha la soluzione speciale nel caso pu? = 4mk con la correzione lineare in
t.

58Non ¢ difficile verificare che I’ordine delle derivate (rispetto a t e rispetto a A pd essere scambiato.



218 Analisi in R™ - versione preliminare

Equazioni lineari a coefficienti costanti

Si consideri ’equazione differenziale scalare di ordine n a coefficienti costanti
L =2" +a,12" Y+ + a1z’ +aoz =0 ; (B.102)

con a; €R (o anche® q; € C).
(i) Se

PO =A"4 a1\ "+ Farid+ao, (B.103)
& facile vedere che P(\) = det(A — A) dove A & la matrice definita come

0 1 0 0
0 0 1 0
A= ; ; . (B.104)
0 0 0o ... 1
—aop —a1 —az e —0n—1

P(X) prende il nome di polinomio caratteristico dell’equazione (B.102).

(ii) Poiche %e“ = MeM si ha che, se \g & una radice (in generale complessa) di P = 0 (ossia se
P(X\o) = 0) allora e*°? & soluzione di (B.102). Infatti L(e**") = P(\o)e " = 0.

(iii) Si dice che Ao & una radice di ordine m di P = 0 se esiste un polinomio (a coefficienti complessi)
g(A) tale che P(A) = (A — Ao)™g(A) e g(Xo) # 0.

Allora, se Ao & una radice di ordine m di P = 0, t/e*! & soluzione di (B.102) per ogni 0 < j < m.
Infatti, se z(¢; A) == e allora

Lz=2zP()\) =2z (A—X)"g(N),

e asserto si ottiene derivando rispetto a A (e calcolando in \g) tale relazione.

Da (ii), (iii) e dal Teorma fondamentale dell’algebra®® segue che vi sono n soluzioni distinte della
forma t?e** di (B.102) dove se A é una radice semplice di P(\) = 0 allora j = 0, mentre se A é una
radice di ordine m < n, allora 0 < j < m.

Se X ¢ una radice di ordine m di P = 0 e se i coefficienti a; sono reali allora anche X ¢ una radice di
ordine m. Dunque® L(t?e**) = 0 ossia anche t/e* & soluzione di (B.102). Poiché equazione (B.102)
¢ lineare si che, se z := t/e*, anche (z + 2)/2 := Re(2) e (z — £)/(2i) = Im (z) sono soluzioni. In
altri termini, se A := a + i (con «,8 € R) é una radice di ordine m di P = 0, sono soluzioni di
(B.102) le 2m funzioni reali t’e** cos(ft) e t'e*' sen(Bt) per 0 < j < m.

(iv) Poiche le soluzioni #7e** (al variare di j e \) sono tra loro indipendenti, da § B.4 segue che tutte
le soluzioni di (B.102) sono delle combinazioni lineari delle funzioni ¢’ eM (ossia, nel caso a; € R, sono
delle combinazioni lineari di t’e®* cos(ft) e t/e*! sen(f3t)).

Sistemi lineari a coefficienti costanti non omogenei

Si dimostra che se A & una matrice (indipendente dal tempo), b € C(I,R™), con I intervallo in R,
allora il vettore u(t) definito come

u(t) = eAt/te_ATb(T) dr (B.105)

soddisfa
u = Au+b, u(to) =0. (B.106)

Discutere casi speciali & + 3¢ + z = f(t)

Complemento B.2: Sistemi meccanici unidimensionali. Spazio delle fasi

59Sj ricordi Is nota ?7?.
605e P(z) & un polinomio complesso di ordine n, lequazione P(z) = 0 ha n soluzioni in C (contando le molteplicita).
61gi ricordi che (e®) = e®.
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Uno degli esempi piu importanti di equazione differenziale & fornito dalla fisica ed & I’equazione
unidimensionale di Newton:
f=ma (B.107)

dove m > 0 denota la massa di un punto materiale vincolato (senza attrito) a muoversi su una linea
(o pilt in generale su una curva), a denota la sua accelerazione e f la forza esterna che agisce sul
punto. Se z € J denota la coordinata del punto®? e se la forza & conservativa (ossia, dipende solo
dalla coordinata x), ’equazione di Newton (B.107) si scrive piu esplicitamente come

mz = f(x), (B.108)

dove t € T +— x(t) € J & la legge oraria (incognita) del punto di classe C2(I) e f € C(J) e, seguendo

la notazione di Newton, la derivata rispetto a ¢ & denotata con il punto (z = 2’ = %x, @ =", etc.).

Questa € una equazione dinamica “conservativa”, ossia, vi & una quantita che verra chiamata energia
del sistema che si conserva nel tempo. Moltiplicando, infatti, i membri della equazione (B.108) per
la velocita &, otteniamo

mi - & = f(x)k. (B.109)

Ora, se

F(z) = /zf(f) d§ (B.110)

¢ una funzione integrale di f (fissato un qualunque zg € J), vediamo che (B.109) si puo riscrivere
come

d m 2 d
— —i"=—F B.111
a2t ~al@ (B-111)
ovvero, come
E=0, E:= %:1:2 +V(x), V(z):=—F(z), (B.112)
dove E denota ’energia totale del sistema che si esprime come somma dell’energia cinetica T := %1’32
e dell’energia potenziale V (che, per definizione, verifica®® V' = —f). Dunque essendo la derivata
rispetto a t dell’energia identicamente uguale a 0 sull’intervallo I segue che I’energia totale E si
conserva lungo i moti del sistema®*:
E(t) = Ey := Loz ¢ V(zo), Vtel, con %o = i(to) (B.113)
2 ’ ’ zo := z(to)

(e to € I denota listante “iniziale”). Tale equazione pud essere riscritta come

=0 %(Eo - V(z)), (0 = sgn()) . (B.114)

Si noti che, per definizione, Ey > V(z) e Ey = V (z) se e solo se & = 0.
Vi sono due casi: o Ey = V(o) €, quindi g = 0, nel qual caso z(t) = xo & soluzione di (B.108),
oppure Fo > V(z0), nel qual caso &9 # 0 e scegliamo (ai fini di una determinazione della soluzione
locale) o := sgn(zo). In questo secondo caso 1’equazione (B.114) & una equazione differenziale del
prim’ordine a variabili separabili (§ B.1.3) e dunque I'unica soluzione locale di (B.108) con dati iniziali
x(to) = xo e &(to) = &0 & data da

z(t) =0 (ot — to)) (B.115)

dove @71 ¢ la funzione inversa di

(B.116)

O(x) = /1#
0 \/ 2 (Eo — V(€))

Osservazione B.39 (i) Dunque, il problema di Cauchy per le equazioni di Newton (o in generale
per una equazione differenziale del second’ordine) consiste nel determinare la soluzione dell’equazione
differenziale avendo assegnato i dati iniziali z(to) e #(to). Il metodo sopra discusso, mostra che
(almeno localmente) & sempre possibile risolvere il problema di Cauchy per le equazioni di Newton
della dinamica nel caso unidimensionale (ossia, € R o su una curva). In questo senso si dice che i
sistemi meccanici unidimensionali sono “integrabili”.

621, generale J sard un intervallo di R, ma potrebbe, come detto, essere una curva (per esempio il cerchio unitario
shy.

631,a derivata rispetto a & continuiamo a denotarla con ’apice.

641 “moti” del sistema non son altro che soluzioni dell’equazione (B.108).
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(if) Come nella discussione generale delle equazioni a variabili separabili, nel caso in cui Eg > V (x0),
l'unicita delle soluzione ¢ implicita nel metodo (poiché la soluzione viene esplicitamente determinata);
andrebbe, invece, discussa a parte nel caso in cui Eg = V(z¢). Si noti che in questo secondo caso xg
¢ un massimo locale di V' e quindi f(zo) = —V'(x0) = 0 (se xo ¢ interno a I) ed, essendo z(t) = zo
una soluzione, diremo che xg € un punto d’equilibrio del sistema o anche un punto stazionario.

(iii) Un metodo utile di analizzare le soluzioni ¢ il ritratto di fase: da (B.114) segue che il moto ha
luogo sulle curve di energia costante nel piano (spazio delle fasi) (z,y) dove x & la posizione al tempo
t del punto e y := ma & il momento lineare che & proporzionale alla velocita & al tempo t.

Vediamone un semplice esempio concreto.

L’oscillatore armonico

Un punto di massa m > 0 vincolato (senza attrito) su una retta e soggetto alla forza di una molla
ideale che lo attrae verso 'origine = = 0 della retta subisce, secondo Hook®®, una forza pari a —kz
dove k > 0 ¢ la costante di elasticita della molla, x la posizione del punto materiale e il segno meno
¢ dovuto al fatto che la molle attrae verso 'origine. Dunque, secondo Newton e Hook, la legge del
moto di tale punto & regolata dall’equazione differenziale

mi = —kx (B.117)
che possiamo riscrivere come

P+ wr=0, (w:i=Vk/m). (B.118)

Si noti che ’equazione (B.117) & lineare e quindi se x1 e z2 sono soluzioni di (B.117) lo & anche una
qualunque combinazione lineare axr; + Sx2.
1l potenziale del sistema & dato da V(z) := 1ka® per cui I'energia totale (che si conserva lungo i

)
moti) sara data da
.2 2

X X
B(t) == mT + k% (B.119)

In questo caso (grazie alla linearitd) possiamo immediatamente concludere che la soluzione del
problema di Cauchy di (B.117), ossia®®,

o l’(to) = X0
mi = —kzx, { #(to) = o (B.120)
¢ unica.

Infatti, se z1 e z2 verificano entrambe (B.120) si ha che z := x1 —x» verifica (B.117) e z(to) = 2(to) =
0, il che implica che la sua energia

22 2
z z

Z 1 rkZ —E(O) =
m2+k2 0)=0

e dunque, necessariamente, z(t) = 0 e 2(t) = 0, ossia z1 = z2.

Per determinare esplicitamente le soluzioni di (B.120) potremmo naturalmente usare il metodo de-
scritto sopra (che sarebbe comunque un utile esercizio sull’integrazione che invitiamo a fare), ma ¢
assal pill semplice osservare che ci sono due ovvie funzioni “indipendenti” che verificano & = —w?z e
sono sen wt e cos wt e poiché ’equazione ¢ lineare ci aspettiamo che tutte le soluzioni possano scriversi

come una combinazione lineare di queste due funzioni. Infatti, ¢ immediato verificare che
To .
z(t) = zo coswt + — sinwt, (B.121)
w

risolve il problema di Cauchy (B.120) e ne & dunque 'unica soluzione. Si noti che tali soluzioni sono
definite per tutti i tempi ¢t € R.

Anche il ritratto di fase & particolarmente semplice in questo caso. Infatti, nello spazio delle fasi
(z,y) := (z,mz), Pequazione di energia costante &

(B.122)

65Robert Hooke (Freshwater, 18 luglio 1635 — Londra, 3 marzo 1703).

66a’:0 €& un numero assegnato in R e il punto qui non ha nessun significato matematico.
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e l'origine (0,0) corrisponde all’unico equilibrio del sistema (“punto fermo nell’origine con molla a
riposo”) di energia Eg = 0 e se Ey > 0, allora la (B.122) si pud scrivere come

(2)2+(%)2:1’ con  a:=+/2Bo/k, b:=+2Eom, (B.123)

che é ’equazione di una ellissi di semiassi a e b.

Esercizio B.1 Dimostrare che nello spazio delle fasi dell’oscillatore armonico, durante i moti, le
ellissi (B.123) vengono percorse in senso antiorario.

Complemento B.3: Dipendenza C* da dati iniziali e parametri

Valgono i seguenti risultati sulla dipendenza regolare dai dati iniziali delle soluzioni di equazioni
differenziali. Usando le notazioni del Teorema B.5 si ha:

(i) Se f e f. sono continue su D x I allora la soluzione u(t) = ¢(t;x) di (B.39) con up = z & di
classe C*({z,uo}).

(ii) Se tutte le derivate di f rispetto a x; di ordine k > 1 sono continue su D x I allora la soluzione
u(t) = p(t;x) di (B.39) con ug =z & di classe C*({z,uo}).

Complemento B.4: Stabilita (cenni)
Consideriamo il sistema (omogeneo) di equazioni differenziali lineari a coefficienti costanti

u = Au (B.124)
con A € R™*™ matrice indipendente dal tempo.

Definizione B.40 Un punto o € R™ si dice punto di equilibrio per (B.124), se la funzione costante
u(t) == zo ¢ soluzione di (B.124).

Quindi zo & un punto di equilibrio per (B.124) se e solo se Azo = 0; dunque 0 & sempre un punto
d’equilibrio per (B.124) e 2o # 0 & un equilibrio se e solo se xo € un autovettore di A con autovalore
nullo. I problema che ora ci poniamo & come evolvono dati iniziali vicini ad un punto di equilibrio,
ossia come si comportano, per ¢ > 1, le soluzioni ez di (B.124), quando il dato iniziale x & vicino
ad xg.

Definizione B.41 Un punto di equilibrio xo per (B.124) si dice stabile (secondo Liapunov) se V
€>0,308 >0 tale che |e*tx — xo| < & per ogni t > 0 e per ogni |x — zo| < 8. Un punto di equilibrio
stabile zo si dice asintoticamente stabile se 3 8 > 0 tale che limy_, o ea = xo, per ogni |z — xo| < 6.
Un punto di equilibrio asintoticamente stabile si chiama anche ‘attrattore’ per (B.124).

Se xo & un autovettore con autovalore nullo, allora tutta la retta €y, = {szo : s € R} & formata da
punti di equilibrio essendo A(szo) = sAxo = 0. Quindi se esiste un autovettore xo con autovalore
nullo, non ci puo essere alcun punto di equilibrio asintoticamente stabile.

Se o € un punto di equilibrio asintoticamente stabile, necessariamente g = 0 e A non ha alcun
autovettore con autovalore nullo. Inoltre se 0 € asintoticamente stabile, allora lim;_, o ety = 0, per
ogni x € R™. Sia infatti § > 0 quello della definizione di stabilita asintotica, e sia  # 0 un qualunque
vettore di R™, allora se poniamo a = ﬁ, il vettore ax ha norma uguale a % ed e quindi all’interno
della sfera di raggio § centrata nell’origine. Allora, |e**z| = a~!|e*(az)| — 0, se t — oo.

Si noti che, facendo un eventuale cambio di coordinate (y = x — xo), possiamo sempre ridurci al caso
in cui il punto di equilibrio sia ’origine.

Se A possiede un autovettore con autovalore avente parte reale strettamente positiva, allora 0 ¢ un
punto di equilibrio instabile: infatti & facile vedere che se Av = v, allora e“*v = eMv. Dunque se
Av = dve Re\ > 0, allora per ogni § > 0, possiamo trovare, all’interno della sfera di raggio § attorno
all’origine, un vettore w tale che lim¢—, |eAtw| = oo: basta prendere w = av con a = 5 In tal

2|v|*
t Re A

caso |e*tw| = ale?*v| = aleMv| = alv|e — 0o quando t — co. E questo dimostra che I'origine &

instabile.

Concludiamo questa discussione con un criterio sufficiente affinché 0 sia un punto di equilibrio stabile
o asintoticamente stabile.
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Proposizione B.42 Supponiamo che A sia diagonalizzabile e che tutti gli autovalori abbiano parte
reale minore o uguale a 0. Allora Uorigine x = 0 é un punto di equilibrio stabile. Se A é diagonalizzabile
e tutti gli autovalori hanno parte reale strettamente negativa, allora x = 0 é asintoticamente stabile.

Dimostrazione Sappiamo che se T € C™*™ & una matrice invertibile, allora T 14T = eTilAT;
inoltre se D = diag(di,...,dn) & la matrice diagonale avente sulla diagonale i numeri complessi
di,...,dn, allora |D| = max|d;|. Sia, dunque, T la matrice che diagonalizza A: T™'AT = A =
diag(A1, ..., An). Dalle osservazioni appena fatte segue che
el = |TT e TT Yol = [TeT AT | = [T T ||
At -1 -1 Re \;)t
< TN IMIT ol = ITH T ol max e(TeX*
<i<n

Da tale stima segue subito I’asserto. |

In effetti, utilizzando la forma canonica di Jordan, si dimostra in maniera del tutto analoga la stessa
affermazione senza l'ipotesi di diagonalizzabilita per A.

Complemento B.5: Equazioni delle onde e del calore (alle derivate parziali)
Corda vibrante con estremi fissi (equazione delle onde)

L’evoluzione dello spostamento verticale di una corda elastica (di lunghezza, a riposo, unitaria)
con estremi fissi, che oscilli (senza attrito e senza forze esterne) in un piano, soddisfa, in prima
approssimazione, la seguente equazione differenziale alle derivate parziali

Ut — Cuge =0,  x€(0,1), t>0, (B.125)
u(0,t) =u(l,t) =0, Vt>0, (B.126)

dove u = wu(z,t) denota la posizione, all’istante ¢ (in un piano cartesiano z, y = wu), del punto
della corda che a riposo coincide con il punto (z,y) = (x,0) e ¢ & una costante che dipende dalle
caratteristiche fisiche della corda.

I1 problema (classico) di Cauchy per (B.125), (B.126) consiste nel trovare
u e C?((0,1) x (0,00)), con wu,u; € C([0,1] x [0,00)),
che soddisdfi (B.125), (B.126) e le seguenti condizioni iniziali
u(z,0) = uo(x), ut(z,0) = vo(x), (B.127)

dove ug e vo sono funzioni assegnate (sufficientemente regolari e tali che uo(0) = ug(1l) = vo(0) =
vo(1) = 0). Le codizioni ‘al contorno’ (B.126) si chiamano condizioni di Dirichlet.

Definiamo il seguente spazio di funzioni

ok ((o, 1)) = {feC*(0,1)): fD0)=fD1)=0Viparie i<k}. (B.128)

Si risolva il problema di Cauchy per (B.125), (B.126) supponendo che i dati iniziali uo e vo siano di
classe Cgy, ((0,1)).
Per una funzione u(z,t) di classe C! si definisce I’energia al tempo ¢ la quantita
1/t
E(t) = 5/ (e @ 1) + P (a,1)) do (B.129)

0

(i) (Conservazione dell’energia per la corda elastica) Si dimostri che se
u e C*((0,1) x (0,00)) N C([0, 1] x [0, 00))

& soluzione di (B.126) allora

dE

— = Vit B.1

7 0, >0 (B.130)
e quindi che E(t) := E(0).

(ii) (Unicita) Si usi il punto (i) per dimostrare che la soluzione del problema di Cauchy per (B.125),
(B.126) con dati iniziali in Cg5, & unica.
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Equazione del calore

La temperatura di un filo metallico di lunghezza unitaria con gli estremi tenuti a temperatura co-
stante, che (per semplicitd) supporremmo uguale a 0, soddisfa la seguente equazione alle derivate
parziali

Ut — Kge =0, z € (0,1), t>0, (B.131)
w0,) =u(l,t) =0, VYt>0, (B.132)

dove u(z,t) denota la temperatura al tempo ¢ del punto del filo di coordinata uguale ad z e k > 0 &
la cosiddetta ‘conduttivita’.

I1 problema (classico) di Cauchy per (B.131), (B.132) consiste nel trovare u tale che
u e C([0,1] X [0,00)), con ut,Usz,Usz € C((0,1) X (0,00)),
tale che soddisdfi (B.131), (B.132) e la condizione iniziale
u(z,0) = uo(x), (B.133)

dove ug & una funzione assegnata (sufficientemente regolare e tale che uo(0) = ug(1) = 0). Le codizioni
‘al contorno’ (B.132) si chiamano condizioni di Dirichlet.

Si risolva il problema di Cauchy per (B.131), (B.132) supponendo che il dato iniziale uo appartenga
a Cgis ((0,1)).

Esercizi

Esercizio B.2 Dimostrare che se ¢ € (a,b) — z(t) ¢ una soluzione differenziabile di z’ = z%3 ¢

z(to) # 0 per un to € (a,b), allora esiste un intorno I di g e un polinomio di grado tre, P(t) = ng- -
tale che z(t) = P(t) per ogni t € I.

Esercizio B.3 Si dimostri 'affermazione fatta nell’Osservazione ?7?.

Esercizio B.4 Dimostrare chese f € C'(D,R™) con D sfera chiusa in R™, allora f & uniformemente
lipschitziana in D e come costante di Lipschitz puo prendersi

L= sup ||/ (@) (B.134)
zeD

Esercizio B.5 (i) Siaw # 1. Si trovi una soluzione dell’equazione differenziale (oscillatore armonico
forzato)
T +x=senwt.

(ii) Si risolva il seguente problema di Cauchy
i+ x =senwt, z(0) =2, %(0)=0.

Esercizio B.6 Si trovi una soluzione dell’equazione differenziale (oscillatore armonico forzato ri-
sonante)
Z+x =sent.

(ii) Si risolva il seguente problema di Cauchy
Z+x =sent, z(0)=2, z(0)=0.

Esercizio B.7 Perché la (B.105) non fornisce, in generale, una soluzione nel caso A = A(t)?

Esercizio B.8 (i) Sia 4 := (2 g) e si calcoli e?.

sen T

t
(ii) Si verifichi che se G(t) = / (0
b \T 0

) dr, allora GG’ # G'G e G'e® # (e9) # eC@".



224 Analisi in R"™ — versione preliminare

Esercizio B.9 Sia ¢t € I — A(t) una funzione continua dall’intervallo I a valori matrici (n X n)

t
e sia G(t) == A(7)dr con to,t € I. Assumendo che G e A commutino, cio¢ che AG = GA, si
to
dimostri che 1'unica soluzione u € C*(I) di
u = A(t)u +b(t), u(to) = uo (B.135)
dove b: I — R™ & una funzione continua assegnata ¢ data da
t
u(t) = " (/ e “Ob(r)dr + uo) . (B.136)
to
Esercizio B.10 Si consideri I’equazione differenziale
o 4 a(t)u’ +b(t)u = f(t), tel, (B.137)

dove I & un intervallo aperto di R e a, b e f sono funzioni continue su 1.
(i) Si trovi una soluzione di (B.137) assumendo che si conoscano le soluzioni dell’equazione omogenea
associata

u’ +a(t)u’ +bt)u=0. (B.138)

(ii) Si dimostri che tutte le soluzioni di (B.137) hanno la forma
u = ciuy + cau2 +p (B.139)

dove w1 e u2 sono soluzioni indipendenti di (B.138) e p(t) ¢ una qualunque soluzione di (B.137).
(iii) Si scrivano esplicitamente (in termini di f) tutte le soluzioni di (B.137) nel caso in cui i coefficienti
a(t) e b(t) siano costanti: a(t) := a e b(t) = b.

Esercizio B.11 Sia z(¢) la soluzione del seguente problema di Cauchy
i+z+z=f(t), z(0)=1, z(0) = -1, (B.140)
dove f & una funzione continua su R con fR|f|dt < oo e sl trovi, se esiste, il lims— o0 (t).

Esercizio B.12 Si consideri I’equazione differenziale
i+i’+senhz=0, #(0)=0, z(0)=a. (B.141)

(i) Si trovi T' > 0 tale che esista un’unica soluzione di (B.141) per |¢t| < T.

(ii) Si denoti con z(¢; a) la soluzione di (B.141) per |t| < T e si calcoli il limite limq—,0 (¢; ) per
ogni [t| < T.

(iii) Il limite definito al punto (ii) & uniforme in ¢t € [T, T]?

Esercizio B.13 Sia y(z) la soluzione di (1 — x)y’ = 1+ = — y, y(0) = 0. Usando ’equazione
differenziale si calcolino tutte le derivate di y(x) in x = 0; determinare il raggio di convergenza della
serie di Taylor di y(x) e si concluda che in un intorno di z = 0 la soluzione y(x) & analitica.

Esercizio B.14 SiaT > Oesia f € C'(AxR,R™), con A aperto di R™ e f T—periodica: f(x,t+T) =
f(z,t) per ogni (z,t) € A x R. Dimostrare che se z(t) & soluzione di & = f(x,t), z(0) = xo e se
z(T) = xo allora z & T—periodica ossia z(t + T') = z(t) per ogni t.

Esercizio B.15 Sirisolva il problema di Cauchy per (B.125), (B.126) supponendo che i dati iniziali
Uup € Vg siano:

(i) uo = sen®z, vo = 0.

(ii) uo =0, vo = sen z con p =1, 3,4.

2

Esercizio B.16 Discutere il problema di Cauchy per (B.125), (B.126) con up = senz e vg = 0.

Esercizio B.17 Sirisolva il problema di Cauchy per (B.131), (B.132) con dato iniziale ug = sen” z
con p=1,2,3,4.



