(23/10/19)

Definizioni

Tutti gli spazi vettoriali considerati hanno come campo di scalari C.

(i) Isomorfismo canonico
Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione n. Fissata una base B = {uy,...,u,} in V,
definiamo I’isoformosifmo canonico

¢pp:veV sz =¢p(v)eC, (1)

n
dove & = (1, ..., x,) & Punico x € C™ tale che v = E TjUj.
i=1

(ii) Mappe lineari e matrici
Siano V' e W due spazi vettoriali di dimensione, rispettivamente, n e m;sia L : V — W
una mappa lineare; siano B e B’ due basi rispettivamente, di V' e . Esiste una ed una
sola matrice

A :=matpg p (L) € Matc(m X n) (2)

tale che
Ar = ¢p Log'(x), VYaxeC". (3)

Dati m vettori u/ € C" denotiamo con [ul, ...,u™] la matrice (n x m) che ha per colonne
i vettori u?, pili precisamente:

([whscw™),, = uj 1<i<n,1<j<m. (4)

(iii) Matrici a blocchi
Date m matrici quadrate A; di ordine n;, 8(Ai, ..., A,,, ) denota la matrice a blocchi B

di ordine
m
N = E n;,
j=1

con le matrici A; (in ordine) sui blocchi centrali: piti precisamente gli elementi di B
sono definiti come segue

B:=fB(Ai,...,An,) € Mat(N x N)

BZ.] — (Ak)lj ) se Nk +1 S 7’7] S Nk + ng (5)
0, altrimenti
dove
Ni=0, Na=mny, Ne=ni+-+ng-1, Np:=Ng=ni+-+nm_1.

(iv) Somma diretta di spazi vettoriali
Siano V; m > 2 sottospazi di uno spazio vettoriale V. Diremo che V' ¢ somma diretta
dei V;,
m m m
V=N oV, =PV, < D Vi=V&) v=0con v,€V; = v;=0Vj.
j=1
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(v)

(vi)

(vii)

(viii)

Polinomio caratteristico; autovalori, autovettori, molteplicita algebrica e geometrica.
Data una matrice A € Matc(n x n) il suo polinomio caratteristico ¢ il polinomio di
grado n

Peor(z) i=det(A—AI) = (=1)"(z = A)® -+ (2 = A) ™ = (=) H(z - )% (7)

m
dove A\; # Aj se i # 7, Z aj =mn e I = I, denota la matrice identita di ordine n.

j=1
I numeri complessi A; sono gli autovalori di A; a; € la molteplicita algebrica di ;.
L’insieme degli autovalori si chiama spettro di A e si denota o(A).
Il nucleo di A— A;I, Ker(A— \;I), prende il nome di autospazio associato a A; e la sua
dimensione,

gj :=dim Ker(A — \;I) , (8)

prende il nome di molteplicita geometrica di A;. Gli elementi non nulli dell’autospazio
Ker(A— \;I) si chiamano autovettori di A (relativi all’autovalore A;) e sono tutte e sole
le soluzioni (non banali) dell’equazione Au = Aju.

Matrici nilpotenti
Una matrice M € Matc(n X n) si dice nilpotente se esiste m € N tale che M™ = 0. In
tal caso esiste un unico 1 < d < m detto indice di nilpotenza tale che

MF=0, Yk>d, VYk<d3Iu te MFu#0. (9)

Denotiamo con N = N,, la matrice standard nipotente di ordine e indice n data da

01 0 0
0 0 1 0o ...
_ ) ) o 1, sej=i+1
N = R — N”_{ 0, altrimenti (10)
0 1
0 0

Polinomio minimo, autospazio generalizzato; autovettori generalizzati
Data una matrice A € Matc(n X n) esiste un unico polinomio (complesso) monico di
grado minimo Py, (2) tale che

Puin(A) =0. (11)

Infatti, il polinomio minimo ¢ dato da
Puin(2) = (= A)™ -+ (2 = Am) ™ = [[ (= = A)¥ (12)
j=1

dove {);} sono gli autovalori di A (\; # \;j se i # j) e d; € N. Il nucleo di (A — ;)%
K; = Ker(A— ;)% (13)

prende il nome di autospazio generalizzato di A (relativo all’autovalore ;) e i suoi
elementi non nulli autovettori generalizzati.

Blocco di Jordan
11 blocco di Jordan di ordine n con autovalore A € C ¢ dato dalla matrice di ordine n

Jn = Jn(A) = AL, + N,, . (14)



Esercizi

1.

Dimostrare che esiste una ed una sola matrice A € Matc(m x n) per cui vale (3).
Determinare gli elementi di matrice di A.

Dimostrare che se u/ € C" sono m vettori e A € Matc(p x n), allora

Alut, ..., u™] = [Aut, ..., Au™] .

. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n e V; m sottospazi vettoriali di V.

(a) Dimostrare che, se V=V, @ --- ® V;;, e n; = dim (V}), allora
Z n;=mn.
j=1

(b) SiaV =V, @---&V,,. Dimostrare che ogni vettore v € V si scrive in maniera unica
m

come u = E v; con v; € Vj.
=1

. Sia A € Matc(n x n), V;, per 1 < j < m, sottospazi di C" invarianti per A (ossia,

AV; C V) con basi B; = {u], 7uﬁl]} Assumiamo che C" =V, @& ---®V,, e sia
_ 1 1 m m
U= [ug,...;up o ufs oy un ]
Dimostrare che

U tAU = B(A1, ..., An) , con Aj =matp; B, (A|VJ)

[Suggerimento: basta considerare il caso m = 2.

. Dimostrare che A ¢ diagonalizzabile se e solo se a; = g; per ogni j. Dimostrare che si

ha sempre g; < a;. Fare esempi in cuia; =4 e g; =1,2,3,4.

. Dimostrare che se M & nilpotente allora esiste d come in (9).

Dare esempi in C™ di matrici nilpotenti con indice di nilpotenza 1 < k < n.

. Sia M € Matc(n x n) una matrice nilpotente di indice d. Dimostrare che esiste u € C"

tale i vettori u, Mu, ..., M% 1y sono linearmente indipendenti. Quindi d < n.

. Sia A € Matc(n x n) e sia 0(A) = {A}. Assumiamo che M := A — AN sia nilpotente

con indice n. Dimostrare che esiste una matrice invertibile U tale che
UAU=J=XN+N.
[Suggerimento: si usi 'Es 7].

Determinare spettro, molteplicita algebrica e geometrica degli autovalori, polinomio
minimo, autospazi e autospazi generalizzati, splitting di C" (n = ordine della matrice)
in autospazi generalizzati delle seguenti matrici:

A = B(Jy, Jo, J1, J1) € Matc(8 x 8), con Ji, := Ji(A\) per un dato A € C.
B = 6(J3()\1), J1(>\1), JQ()\Q)) S Matc(G X 6) con Al 7& Ao € C.



