
(26/11/19)

Definizione γ ⊆ Rn è una curva regolare (non chiusa) se

γ = {φ(t)
∣∣ t ∈ [a, b]} = φ([a, b])

con a < b, φ ∈ C1([a, b]), iniettiva e tale che φ′(t) 6= 0 per ogni t.
La funzione φ è una parametrizzazione di γ; φ(a) e φ(b) sono gli estremi di γ.
Diremo che γ è Ck se γ ha una parametrizzazione Ck([a, b]), (k ≥ 1).

Es 1 Sia γ = φ([a, b]) una curva regolare (φ parametrizzazione di γ).
Per ogni t, s ∈ [a, b] sia

r(t, s) := φ(t)− φ(s)− φ′(s) (t− s) .
(i) Dimostrare che per ogni ε > 0 esiste δ > 0 tale che

|r(t, s)| < ε|t− s| , ∀ t, s ∈ [a, b] , |t− s| < δ .

(ii) Dare una stima di δ nel caso γ sia C2.

Es 2 Sia γ = φ([a, b]) una curva regolare (φ parametrizzazione di γ) e sia 0 < δ < (b− a)/2.
Dimostrare che esiste ε0 > 0 tale che ∀ 0 < ε ≤ ε0, ∀ z ∈ φ([a+ δ, b− δ]), ∃! a < t− < t+ < b
tali che

Bε(z) ∩ γ = φ
(
(t−, t+)

)
, |φ(t±)− z| = ε .

Es 3 Sia γ = φ([a, b]) una curva regolare C2 in R2 (φ parametrizzazione di γ). Si identifichi
R2 con C (cosicché, φ = (φ1, φ2) = φ1 + iφ2 , φj ∈ R, etc.) e sia

Φ(t, τ) := φ(t) + iτφ′(t) , t ∈ [a, b] , τ ∈ R .

(i) Dimostrare che esiste ε0 > 0 tale che

Φ : [a, b]× [−ε0, ε0]→ Φ
(
[a, b]× [−ε0, ε0]

)
⊆ C

è biunivoca, C2 con inversa C2. In particolare,

Φ([a, b], τ) ∩ γ = ∅ , ∀0 < |τ | ≤ ε0 .

[Suggerimento: (t, τ) 7→ (x, y) = Φ(t, τ) è un cambiamento di coordinate locali regolare vicino a γ.]

(ii) Sia 0 < δ < (b− a)/2 e

0 < ε1 < min{ε0, |φ(a+ δ)− φ(a)|, |φ(b− δ)− φ(b)|} .

Sia W := Φ
(
[a+ δ, b− δ]× [−ε1, ε1]

)
. Per z ∈Wδ\γ, si definisca sgnφ(z) (segno di z rispetto

a φ) come sgn (τ) dove z = Φ(t, τ). Siano

W+ = {z ∈Wδ\γ
∣∣ sgnφ(z) > 0} , W− = {z ∈Wδ\γ

∣∣ sgnφ(z) < 0} .

Dimostrare che Wδ\γ = W+∪̇W− (W+ ∩W− = ∅) e che W± sono connessi (per archi) con
frontiera comune φ([a+ δ, b− δ]) = γ ∩W .

Osservazione: L’Es 3 fornisce, nel caso di curve regolari C2, enunciati (più forti) e dimostrazioni
alternative ai Lemmi 1 e 2 di [1].
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