
(31/10/19)

Risultati dimostrati in classe

Sia A ∈ MatC(n× n) e sia σ(A) = {λj
∣∣ 1 ≤ j ≤ m} il suo spettro (λi 6= λj se i 6= j). Sia

Kj,p := Ker(A− λjI)p . (1)

Lemma 1 Per ogni j e p, Kj,p è un sottospazio vettoriale invariante per A. Inoltre, per ogni
j esiste un unico intero 1 ≤ dj ≤ n tale che1

Kj,1 ( · · · ( Kj,dj−1 ( Kj,dj = Kj,p , ∀p ≥ dj . (2)

Chiamiamo tale numero dj “indice di nilpotenza ” dell’autovalore λj . Lo spazio vettoriale

Kj := Ker(A− λj)dj (3)

prende il nome di autospazio generalizzato (relativo all’autovalore λj) e i suoi elementi
autovettori generalizzati.

Lemma 2 Se dj è l’indice di nilpotenza di λj , esiste u ∈ Kj tale che i dj vettori

u, (A− λj)u, ..., (A− λj)dj−1u

sono linearmente indipendenti. In particolare,

dj ≤ kj := dim (Kj) ≤ n . (4)

Lemma 3 Cn =

m⊕
j=1

Kj .

Lemma 4 Sia σ(A) = {λ} e k := dim (K1) =: d = n. Esiste u tale che la matrice

U = [(A− λ)d−1u, ..., (A− λ)u, u]

è invertibile2 e A ha forma normale di Jordan data da:

U−1AU = Jn(λ) := λIn +Nn .

Lemma 5 (Polinomio minimo) Esiste un unico polinomio monico pA := pmin,A su C di grado
minimo tale che PA(A) = 0. Infatti,

pA(z) =

m∏
j=1

(z − λj)dj .

1Se dj = 1, Kj,1 = Kj,p , ∀p ≥ 1.
2Segue dal Lemma 2.
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Esercizi

1. Sia A ∈ MatC(n × n). Dimostrare (per induzione su n) il teorema di Jordan nel caso
σ(A) = {λ}, dimostrando le seguenti affermazioni:

Sia N := A− λI. Se 1 ≤ p ≤ n− 1 e u ∈ Cn sono tali che Np−1u 6= 0 e Npu = 0, i p vettori Nju con
0 ≤ j ≤ p− 1 prendono il nome di catena di Jordan di lunghezza p.

(i) Le catene di Jordan formano p vettori indipendenti e Np−1u è un autovettore. Una catena di
Jordan di lunghezza 1 è un autovettore.

(ii) Dimostrare il teorema di Jordan è equivalente a dimostrare che esiste una base di Cn formata da
catene di Jordan.

(iii) Nel caso n = 1 il teorema è banale. Si assuma il teorema vero per n− 1 ≥ 1.

(iv) 1 ≤ dim Rank N ≤ n− 1.

(v) Per l’ipotesi induttiva, esistono k ≥ 1 catene di Jordan {u1, ..., Np1−1u1}, ..., {uk, ..., Npk−1uk}
che formano una base per Rank N. Siano vi ∈ Cn tali che ui = Nvi: Bi := {Njvi

∣∣ 0 ≤ j ≤ pi}
sono catene di Jordan lunghe pi + 1. I vettori in B := ∪iBi sono linearmente indipendenti.

(vi) Sia 〈B〉 il sottospazio generato da B. Se dim 〈B〉 = n il teorema è dimostrato. Se dim 〈B〉 < n,
sia Cn = 〈B〉 ⊕ {w̃1, ..., w̃s}, con s ≥ 1. Allora, esistono s vettori ŵj ∈ 〈B〉 tali che Nw̃j = Nŵj

e i vettori wj := w̃j − ŵj sono autovettori. Il teorema è dimostrato prendendo come base di Cn

i vettori B ∪ {w1, ..., ws}.

2. Dimostrare il teorema di Jordan.

3. Sia A ∈ MatC(N × N) in forma normale di Jordan e sia σ(A) = {λj
∣∣ 1 ≤ j ≤ m}

(λi 6= λj se i 6= j). A meno di riordinare i blocchi di Jordan, si ha

A = β
(
J
n
(1)
1

(λ1), ..., J
n
(1)
s1

(λ1), ..., J
n
(j)
1

(λj), ..., Jn(j)
sj

(λj), ...., Jn(m)
1

(λm), ..., J
n
(m)
sm

(λm)
)

dove m ≥ 1, sj ≥ 1, n
(j)
i ≤ n

(j)
i+1, N =

∑
i,j

n
(j)
i .

Determinare (motivando) aj , gj , dj , kj (ossia, rispettivamente, la molteplicità algebrica
di λj , la molteplicità geometrica di λj , l’indice di nilpotenza di λj e la dimensione di
Kj).

4. Trovare la forma normale di Jordan (e la matrice che la realizza) delle seguenti matrici

A =

 1 1 2
1 −1 0
−1 −1 −2

 , B =

1 2 0
3 1 3
0 −2 1

 .

Calcolare i polinomi minimi.

5. (Forma canonica di Jordan reale). Sia A ∈ MatR(n× n) e denotiamo con K(λ) l’auto-
spazio generalizzato associato all’autovalore λ.

Dimostrare quanto segue.

(i) Se λ ∈ σ(A) ha parte immaginaria diversa da zero, allora anche λ̄ ∈ σ(A) (e quindi
oltre il blocco di Jordan J(λ) compare anche il blocco J(λ̄).

(ii) u ∈ K(λ) se e solo se ū ∈ K(λ̄).

(iii) Se λ ∈ R, è possibile trovare una base reale di K(λ).
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(iv) Sia Imλ 6= 0 e sia W := K(λ)⊕K(λ̄). Dimostrare che è possibile trovare una base
di W tale che, in tale base, A|W assume la forma canonica

J̃2n(λ) :=


aλ I2 0 0 . . .
0 aλ I2 0 . . .

. . .
. . .

. . . aλ I2

. . . 0 aλ

 , aλ :=

(
α β
−β α

)
, (λ = α+ iβ) .

(v) Calcolare exp(J̃2n).


