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Capitolo 1

Topologia euclidea e continuita

In questo capitolo, tramite la nozione di norma euclidea — che generalizza a R™ la nozione di
modulo — e la relativa nozione di distanza, si estende a R"™ gran parte delle proprieta topo-
logiche di R. Infatti, molte dimostrazioni in R™, per n > 2, avendo dato le giuste definizioni,
sono sostanzialmente uguali a quelle unidimensionali!.

R” come spazio vettoriale

Dato? n € N, R" denota il prodotto cartesiano R x --- x R (n-volte), ossia, I'insieme delle
n—uple ordinate x = (x1, -+ ,x,) con z; € R, per ogni 1 < ¢ < n. Di norma, se z =
(21, ...,xn) € R™, denotiamo con z; la sua i—ma componente e chiameremo i—esima proiezione
Papplicazione (lineare) che associa a x la sua i—esima componente:

x €R" = m(x) =x; €R. (1.1)

Figura 1.1: Un vettore z € R®

R™ ¢ uno spazio vettoriale sul campo® R, ossia, ¢ definita la somma di due elementi (o ‘punti’
o ‘vettori’) z e y di R™ ed il prodotto di un vettore z di R™ con uno ‘scalare’ a € R:

(S) l’—f—y = (:Cla ,I‘n) + <y17 7yn) = (:EI +y17 ey Ty +yn)a

(P) ax = (axy,...,axy);

IPer la teoria unidimensionale (ossia, per l'analisi su R), rimandiamo alla prima parte del Corso di Analisi (una
introduzione rigorosa all’analisi matematica su R), a cui ci riferiremo con [C2019], cfr. https://www.mheducation.it/
corso-di-analisi-prima-parte-9788838695438-italy.

2Come in [C2019], N denota l’insieme dei numeri naturali N = {1,2,3,...}, mente Ng := {0,1,2,...} denota
I’insieme dei numeri interi non negativi (cfr., anche https://mathworld.wolfram.com/NaturalNumber.html).

3Per richiami di algebra lineare si veda I’Appendice D.


https://www.mheducation.it/corso-di-analisi-prima-parte-9788838695438-italy
https://www.mheducation.it/corso-di-analisi-prima-parte-9788838695438-italy
https://mathworld.wolfram.com/NaturalNumber.html
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le proprieta (S) e (P) sono tali che: la somma (S) ¢ commutativa e associativa; ’elemento neu-
troe 0 := (0,---,0); per ogni vettore x = (x1,- - ,x,) esiste Popposto —z = (—x1,- -+, —x,)
tale che z — z '= x + (—x) = 0; inoltre si hanno le seguenti relazioni tra (S) e (P):

a(bzr) = (ab)x, lx =z, alx+y)=ar+ay, (a+b)x=ax+bxr, Va,beR, Vz,y e R".

Da (S) e (P) segue immediatamente che ogni vettore x = (x1,...,2,) € R™ si esprime (in
modo unico) come combinazione lineare

e = (1,0,0,...,0),
e® :=(0,1,0,...,0),

x = sz e® dove : (1.2)
i=1

e™ = (0,0,...,0,1),
ossia, i vettori {e@)} = {e(j)’ 1 < j < n}, le cui componenti sono date da*

) . 1 seit=jy,
(6(7))1, = (6(3)) = 0;; = (1.3)
0 sei#7,

formano una base®, detta base standard di R”; i vettori e() sono detti versori (standard).

Osservazione 1.1 (i) La notazione adottata qui per indicare i vettori di R™ & standard; cio-
nonostante in molti testi introduttivi di matematica o fisica si usano notazioni che enfatizzino
la differenza dal caso unidimensionale; per esempio, vettori in R™ vengono, a volte, indicati
con simboli quali Z o x. La notazione adottata in questo testo & piu ‘leggera’ ma richiede, so-
prattutto all’inizio, una certa attenzione. Per esempio, descrivendo ’elemento neutro 0 € R™
rispetto alla somma (S), abbiamo usato lo stesso simbolo usato per un oggetto, in generale,
diverso, ossia, ’elemento neutro 0 € R del campo degli scalari R. Il contesto dovrebbe chia-
rire questi ‘abusi di notazione’, che, perd, richiedono — come si diceva — una certa attenzione
iniziale.

(ii) Nel caso n = 2 o n = 3, spesso, adotteremo la notazione ‘classica’ (x,y) per elementi di
R% e (x,y,z) per elementi di R? al posto di (z1,22) e (71,22, 23).

(iii) Vi e, pero, un altro aspetto pitt profondo da discutere in relazione alla definizione di
R™. Come sottolineato varie volte in [C2019], I'uso dei ‘puntini’ nelle definizioni matematiche,
anche se ‘efficace’ e d’uso assai comune, non ¢ rigoroso ma piuttosto si basa sull’intuizione.
Una definizione di R™ piu precisa ¢ la seguente. Sian € Ne &, = {i € N|i < n}, allora
R™ .= {:v| x i € Fy > x; € R}, ossia R™ & linsieme delle funzioni con dominio %,, e codominio
R e x; non & altro che il valore della funzione x nel ‘punto’ i € ,. Detto questo una volta
per tutte, useremo sistematicamente la ‘notazione coi puntini’.

1 Struttura euclidea

1.1 Prodotto scalare e norma euclidea

La ‘struttura euclidea’ di R™ si fonda sulle seguenti definizioni:

Definizione 1.2 Dati x = (x1, - ,Zn) ey = (Y1, ,Yn) in R™ definiamo:
(i) il prodotto scalare (o ‘prodotto scalare euclideo’) di x e y:

x-y = inyi; (1.4)
i=1

46ij viene normalmente chiamato ‘delta di Kronecker’; cfr. https://en.wikipedia.org/wiki/Kronecker_delta.
5Cfr. Appendice D.


https://en.wikipedia.org/wiki/Kronecker_delta
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(ii) la norma euclidea di z:

lz| =z -z = Zx . (1.5)

(iii) la distanza euclidea di z e y:
d(z,y) = |z —yl. (1.6)
Facciamo alcune osservazioni iniziali.

Osservazione 1.3 (i) Nel caso n = 1, la norma di = coincide con il modulo di z e per questo
motivo usiamo lo stesso simbolo®.

(ii) Come ¢ immediato verificare, il prodotto scalare ¢ commutativo e lineare, cioe:

) vx7yeRn7
Yy (x-y), Ya€eR, Va,yeR",
z-(y+z2)=(@-y)+(x-2), V,z,y,xzeR™.

(iii) La base standard di R & una base ortonormale nel senso che
e . ) — i - (1.7)

Da questa relazione segue, in particolare, che la i—esima componente di un vettore x =
(x1,...,z,) & dato da z - e®:

z-eV = (21,.,2,) e = (ije(j)> OB ije(j) et (LD Zx]ﬁij =x;. (L8)
j=1 j=1 j=1

(iv) La parola ‘ortonormale’ nasce dalla fusione di ‘ortogonale’ e di ‘normale’. Dati due vettori
x,y € R™, si dice che x & ortogonale (o ‘perpendicolare’) a y, e si scrive x L y, se x -y = 0.
La nozione di ortogonalita €, come noto, una nozione fondamentale per investigare aspetti
geometrici.

Il termine, ‘normale’ fa riferimenti al fatto che i vettori () sono vettori di norma 1.

(v) Due proprieta del modulo che si generalizzano immediatamente a R™ sono:

lax| = |a| |z|], Ya € R,z € R"; (positiva omogeneita di | - |) (1.9)
|z =0 <= x=0, (x €R"). (non degenerazione di | - |) (1.10)

(vi) Da (ii) segue che, per ogni x,y € R si ha

lz+yP=(+y) (z+y)=a-2+y-y+2z-y=z>+|y* +2z vy, (1.11)
che generalizza a R™ la ‘formula del quadrato del binomio’.
In R, il modulo del prodotto di due numeri coincide col prodotto dei moduli di tali nume-
ri. Questa proprieta non si generalizza a R™, dove vale, invece, la seguente (fondamentale)
disuguaglianza:
Proposizione 1.4 (Disuguaglianza di Cauchy)

lz-yl <zl lyl,  Va,yeR". (1.12)

6In altri testi si preferisce usare, per la norma euclidea in R™, il simbolo || - || oppure || - ||2.
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Dimostrazione Se x = 0 la (1.12) vale col segno di uguale. Se = # 0, consideriamo la
parabola

1.11
teRmp(t) =lte+yl? "= R (e a) v 2 @y) + ().
Poiché p(t) > 0 per ogni t, la parabola p deve avere discriminante non positivo, il che &
equivalente a (1.12). |

Osservazione 1.5 Si noti che la disuguaglianza di Cauchy & equivalente a

n

S lwillyil < J2f [y, VayeR; (1.13)

i=1

infatti, da (1.13) segue immediatamente (1.12), essendo | Y- @;y;| < 3 |@s| |yi]; viceversa, se
vale (1.12), essa vale anche applicata ai vettori (|x1], ..., |zn]) € (ly1]s .-, [Ynl]), € dunque, vale
anche (1.13).

La disuguaglianza di Cauchy permettere di estendere a R™ anche la fondamentale ‘disugua-
glianza triangolare” di R’:

Proposizione 1.6 (Disuguaglianza triangolare in R™)

[z 4yl <[z +[yl, Va,y eR". (1.14)
Dimostrazione Elevando al quadrato, ed usando la (1.11) per |z + y|?, si vede immediata-
mente che la relazione (1.14) & equivalente a = -y < |z||y|, che segue da (1.12). i
. {;x Q) W ‘\X\*’;\;:xﬁfhj)
h v% ‘;‘“')t:“ "“.),‘2
S\ ,;-«"—'—*I/ x = vy
; \)(\ — .,; _— .
N Xy R

Figura 1.2: Disuguaglianza triangolare in R?

Osservazione 1.7 (i) Il segno di uguaglianza in (1.12) vale se e solo se y = 0 oppure se y # 0
ex =ty con® t €R (z e y sono ‘co-lineari’).

(ii) La disuguaglianza triangolare (1.14) é equivalente alla disuguaglianza®:

d(u,v) = |u—v| > [|u] = |v]], Y u,veR™. (1.15)

Infatti, da (1.14) segue che

u=lu+v—vl=u—v)+v < |lu—vl +|v
u = | | =[(u =)+ < u—v[+]v] — = ol < Ju—v|.
ol = o +u —u| = [(v — ) +ul < |u—0|+ [l

Viceversa, (1.15) implica |u| < |u — v| + |v] e ponendo u =z + y e v = y si ottiene (1.14).

"Per inciso, guardando la figura in R? si capird finalmente il nome dato a tale disuguaglianza.
8Es 1.1.
9Si faccia attenzione al ‘diverso’ significato del simbolo ‘|’ nel membro di destra, essendo |u| —|v| € R e u,v € R™.
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Riassumendo, la norma euclidea | - | & una funzione su R™ a valori in [0, +00) positivamente
omogenea, non degenere e che soddisfa la disuguaglianza triangolare (cfr., rispettivamente,
(1.9), (1.10) e (1.14)).

1.2 Norme; norme equivalenti

La coppia (R™,|-|) & un esempio di ‘spazio normato’ nel senso della seguente definizione
generale:
Definizione 1.8 Uno spazio normato ¢ una coppia (X, | -||) dove X # @ é uno spazio
vettoriale sul campo’® K e | - || ¢ una norma su X, ossia, funzione da X in [0,+00) che
verifica:

(i) Jez|| =la| ||lz|]|, Vae K ,Vax € X; (positiva omogeneita)

(ii) ||z]|=0 = =x=0; (non degenerazione)

(i) Jlz+yll <lz|+lvll, Vz,ye X. (disuguaglianza triangolare)

Osservazione 1.9 (i) Si noti che da (i) segue che ||0]] = 0 e dunque ||z|| =0 < z =0.

(ii) (R™,]+]) & uno spazio normato, ma come ci si aspetta, la norma euclidea non & l'unica norma
possibile. Per esempio, useremo spesso anche le seguenti due norme, dette, rispettivamente,
norma uniforme (anche: ‘norma del sup’ , ‘norma infinito’ o ‘norma del massimo’) e la

norma 1:
n

2l = max{ler] o leal}, el = Ylad, @eRY). (1.16)

=1

La verifica che queste due funzioni siano effettivamente delle norme nel senso della Defini-

N

e|-|, suR?

Figura 1.3: ‘Sfere unitarie’ nelle norme |- |, | - |

oo

zione 1.8 ¢ immediata'l. La scelta di usare di default la norma euclidea ¢ basato sulla sua
relazione ‘naturale’ con il prodotto scalare.

(iii) Dal punto di vista degli spazi normati, la norma euclidea, la norma uniforme e la norma
1 su R™ sono equivalenti, nel senso della seguente definizione:

Definizione 1.10 Sia X uno spazio vettoriale. Due norme || - ||l € || - ||p su X si dicono
equivalenti se esistono due costanti positive ¢1 e co tali che

lzlla < allzlle < c2llz|la » VexeX. (1.17)
Infatti, su R”, valgono le seguenti relazioni'?:
2] < 2| < ||, < Vnlz| < nlz|_, Vo eR™. (1.18)

10Normalmente, in questo testo K = R o, piul raramente, K = C.

UEs 1.2,

1215 prima disuguaglianza & ovvia; |z| < |z|; si verifica elevando al quadrato; |z]1 < +/n|x| deriva dalla
disuguaglianza di Cauchy (1.12) con y; = 1 per ogni ¢ e, infine, |z| < /n|z|,, & ovvia.
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In realta, dimostremo tra breve!? che:
In R™ tutte le norme sono equivalenti.

Questa affermazione, in generale, non & vera su spazi normati infinito dimensionali'4.

2 Topologia standard di R"

Per studiare proprieta fini degli insiemi di R™ & indispensabile — cosi come nel caso unidimen-
sionale — introdurre elementi di topologia!®.

Definizione 1.11 (i) Dato r > 0 e x € R", definiamo sfera aperta (o, semplicemen-
te, ‘sfera’) di raggio v e centro x, l'insieme

B.(z) = {y €R"| d(y,z) =y —a| <r}. (1.19)

(ii) Un insieme A C R™ si dice aperto (‘nella topologia standard’) se esiste r > 0 tale che
B, (z) C A. Uninsieme C C R™ si dice chiuso se il suo complementare C° := R™"\C ¢é aperto.

(iii) La famiglia o4 di tutti gli insiemi aperti definiti in (i) prende il nome di topologia
standard di R™.

E immediato verificare! che la topologia standard ¢ ‘una topologia’ nel senso della seguente
definizione generale:

Definizione 1.12 Una topologia su di un insieme arbitrario X e, per definizione, una
famiglia & di sottoinsiemi di X — detti ‘“insiemi aperti’ — che soddisfa:

(i) X e @ appartengono a F;

(ii) un’unione arbitraria di elementi di F é un elemento di F;

(iil) un’intersezione finita di elementi di F ¢é un elemento di F .

I complementari degli insiemi aperti si chiamano insiemi chiusi.
Uno spazio topologico ¢ una coppia (X, %) con X insieme arbitrario e F una topologia su
X.

Raccogliamo nella seguente definizione la terminologia topologica essenziale:

Definizione 1.13 Sia £ C R".

La chiusura di E, denotata E, ¢ il pit piccolo chiuso contenente E (ossia & lintersezione di
tutti i chiusi contenenti E) .

Linterno di F, denotato E’, ¢ il pit grande aperto contenuto in E (ossia € 'unione di tutli
gli aperti contenuti in'" E) . )

La frontiera (insiemistica) di E, denotata OE, ¢ linsieme OF = E\E.

E ¢ un intorno di z se'® z € E.

Un punto x si dice interno ad E se x € E.

z ¢ un punto d’accumulazione (o ‘punto limite’) per E se B.(x) N (E\{z}) # @, V r > 0.
x é un punto isolato di E se esiste r > 0 tale che B,.(x) N E = {xz}.

E ¢ limitato se 3r > 0 tale che E C B,(0).

Infine, diremo che una proprieta % (x) é vera vicino a T se esiste un intorno U di T tale che
la proprieta 9 (z) € vera per ogni x € U\{Z}.

1:)’lt’roposizione 1.36.

1Z"Ossia, spazi vettoriali (normati) che hanno un numero infinito di vettori indipendenti (cfr. Appendice D). Per
esempi di norme non equivalenti, si veda Es 1.61.

15per informazioni generali, si veda, per esempio, https://en.wikipedia.org/wiki/Topology.

16gs 1.5.

17Chiaramente A & aperto se e solo se A = A e C & chiuso se e solo se C = C.

188i noti che questa definizione & pilu generale (ma, sostanzialmente, equivalente) di quella data nel caso
unidimensionale in [C2019].
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Proposizione 1.14 Sia E un qualunque sottoinsieme di R™. Allora:
(i) (E)° = E=.
(i) OF = EN E°.

Dimostrazione (i): per definizione di E, E C E e passando ai complementari B¢ C (E)¢ e
poiché (E)¢ & chiuso dalla definizione di chiusura d’un insieme segue che E¢ C (E)¢. D’altra
parte, E¢ C E° e quindi (E°¢)¢ C E; poiché (E€)¢ & aperto, dalla definizione di interno d'un
insieme segue che (E°)¢ C E ossia (E)¢ C E° . ) )

(ii): L’asserto deriva dal punto (ii); infatti 9F = E\E = EN (E)¢ = BN E°.

Sebbene in questo testo considereremo solo la topologia standard su R™, useremo anche la
seguente nozione.

Definizione 1.15 Dato un qualunque insieme E C R™, la famiglia di insiemi
dp={ANE|Acd} (1.20)
viene chiamata topologia relativa (o, ‘topologia indotta’) di E.

Il fatto che /g in (1.20) formi una topologia su E nel senso della Definizione 1.12 & una
immediata verifica (Es 1.5).

Osservazione 1.16 (i) La topologia standard di R™ & stata definita tramite la norma eu-
clidea. Di fatto, la topologia standard di R™ non dipende dalla norma che si usa per de-
finire le sfere (e quindi gli aperti). Per esempio, se avessimo usato la norma uniforme al
posto della norma euclidea avremmo ottenuto la stessa famiglia di aperti. Infatti, denotiamo
Bl(z) = {y € R"| |y — 2|sc < r} e denotiamo ¢/’ la famiglia di insiemi A tali che, per ogni
x € A esiste r > 0 tale che B.(z) C A (in altre parole, ¢/’ & la famiglia di aperti associati alla
norma | - |__). Osserviamo che da (1.18) segue che, per ogni x e r si ha

B (x) € By(x) C Bi(x). (1.21)
£
DG 4
1

Figura 1.4: (1.21) per n = 2.

Quindi, se z € A € o, allora esiste r > 0 tale che B,(z) C A, e per (1.21) B’# () C B.(x)
dunque A € ¢f’. Viceversa, se x € A € o', allora esiste r > 0 tale che B.(z) C A, e (1.2
B, (z) C Bl.(z) e dunque A € ¢. In conclusione, o = o’

Questo argomento non si basa sul valore esplicito delle costanti che lega la norme euclidea
con quella uniforme, ma esclusivamente sulla equivalenza di tali norme: dunque, in vista del
fatto che su R™ tutte le norme sono equivalenti (cfr. Proposizione 1.36) si ha che qualunque
norma genera la stessa topologia su R™.

e
per 1)

(ii) Esempi di topologie diverse su R™ (che non useremo mai in questo testo) sono la ‘topologia
banale’ oy := {R™, &} in cui i soli insiemi aperti sono R™ e @& oppure la ‘topologia discreta’
A = {A| A CR"} in cui qualunque sottoinsieme di R™ & aperto.
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3 Successioni e completezza
Molte proprieta di R™ possono essere descritte in termini di successioni.

Definizione 1.17 (i) Una successione {2} in R" ¢ una funzione da N in R™ ossia una
mappa che associa ad ogni k € N un vettore'® %) = (xgk), ...,x%k)) € R™.
(ii) Una successione si dice di Cauchy (o ‘fondamentale’) se

Ve>0 3NeN| 2™ -20W|<e Vkj>N. (1.22)

(iii) Una successione {x*)} in R™ converge a x € R™ o ‘ha limite x” (in formule, klim a® =
—00

x, oppure lim z*) = z, o anche z(F) — x) se
Ve>0 ANeN| |o®™ —zl<e, VE>N. (1.23)

(iv) Una sottosuccessione di {x®)} ¢ una successione della forma

. k; .
{0} = {1, e}
con {k;} successione a valori in N e strettamente crescente.

Osservazione 1.18 Come nel caso unidimensionale, una successione {x®)} di Cauchy &
limitata, ossia, esiste M > 0 tale che |z*)| < M per ogni k.

Dimostrazione Per (1.22), 3N € N tale che |z*) — z(N)| < 1 se k > N. Sia
M == max{|zV|, .., |2V |z + 1} .
Allora, |[t®)| < M,Vk<Ne,sek>N,
2| = [2®) — M) 4 2] < |20 — M) 4 2] <14 2™ < M. |

Proposizione 1.19 (i) Una successione {x*)} in R™ ¢ di Cauchy se e solo se sono di Cauchy
(in R) le n successioni {xgk)},...,{x;k)}; {x®)} converge a = se e solo se {xl(»k)} converge 6 x;
per ogni 1 <4 < mn.

(ii) [Teorema di Bolzano-Weierstrass] Se {2} ¢ una successione limitata in R™ allora esiste
una sottosuccessione di {x(k)} convergente.

(iii) R™ é completo (ossia, ogni successione di Cauchy ammette limite in R™) .

Dimostrazione (i): Segue immediatamente da (1.18) (con z(®¥) — z al posto di z).
(ii): Nel caso n = 1 il risultato & noto?°. Sia n > 2. Poiché {z(®} ¢ limitata, per I’Osser-
vazione 1.18, esiste M > 0 tale che [(®)| < M per ogni k. Quindi, per (1.18) si ha anche

|m§-k)| < M, per 1 < j < n. Per il caso unidimensionale, esiste una successione {k;} stret-

tamente crescente e 1 € R tale che lim xgkj) = x1. Poiché |xékj)| < M, sempre per il caso

’

unidimensionale, esiste una sottosuccessione {k;} di {k;} e z2 € R tale che lim xg i) Ta.

. : : . (k)
Iterando (se n > 3), otteniamo una successione {k}} e numeri z1,...,z,, tali che limz;”" = x;

per ogni 1 < j <7 e per opportuni z; € R™. Da (1.18) segue, ora, che {z(*)} converge a .
(iii): Se {x(®)} & di Cauchy, sempre da (1.18), segue che sono di Cauchy le n successioni {x§-k)}.
Dalla completezza di R segue che esistono n numeri z; € R tali che xgk) — x; per ogni j e

usando ancora una volta (1.18) si ha che z(*) — 2 € R™. i

19per evitare i doppi indici, per le successioni, indichiamo, di solito, la dipendenza dalla variabile indipendente
k € N in apice e fra parentesi tonde.
20Ctr. Osservazione 6.5-(i) in [C2019).
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Proposizione 1.20 Sia £ C R".
(i) E ¢ chiuso se e solo se per ogni successione {z®} in E convergente in R™, limz*®) € E.
(i) E = {z € R"| 3 {z(®} in E con 2 — g},

Dimostrazione (i): L’enunciato & equivalente (per ‘contrapposizione’) a: ‘E non chiuso’ se e
solo se ‘3 {xM} in E tale che 2(*) — 2 ¢ E’. Ora, E non chiuso <= E° non aperto <=
3% € E°taleche,Vr >0, B.(Z)NE # @ <= 3T € E°taleche,VkeN, B%(.’E)QE#Q
< 3 {2} C E tale che 2¥) — 7 € E°.

(ii): Sia D := {z € R*|3{z®} in E con 2*) — 2} e dimostriamo che D & chiuso. Sia {z(*}
una successione in D convergente a y € R™. Dalla definizione di D segue che, per ogni k € N,
z(F) esiste una successione {x(’“’j)} in F tale che lim;_, | 29 = £(®)  Quindi, per ogni k
esiste un jj, tale che |z(*7%) — z(®)| < 1/k, per cui:

. _ 1 .
|x(k’“") -yl < |x(k’“) - x(k)| + |z —y| < z +lz® —y| 50 = lim z®r) =y,

k—+oo

Ma questo significa che y € D e quindi, per il punto (i), D & chiuso.

Sia, ora, C' C R™ un chiuso che contiene E e sia y € D. Per definizione di D, esiste una
successione {l’(k)} in E tale che limz®) =y, ma poiché E C C, tale successione & anche in C
e, poiché C' & chiuso, per il punto (i), y = lim z®) € C. Dunque, D C C. Ma questo significa
che D ¢ il piul piccolo chiuso che contiene E e quindi, per definizione di chiusura, D = E. 1

4 Continuita e limiti

Definizione 1.21 Dato E C R™ e una funzione f : E — R™, diremo che f é continua in
x el se
Ve>030>0taleche |f(z)— f(T)]<e, Ve Bs(ZT)NE; (1.24)

f si dice continua su FE se é continua in ogni punto T di E.
L’insieme delle funzioni continue da E in R™ si denota con C(E,R™).

Definizione 1.22 Sia f : E C R® — R™, & un punto di accumulazione per E. Se § > 0,
poniamo:

Es(z)={z € E|0<|z—Z| <6} =En{z eR"|0< |z — ] <d}.

(i) (Limiti finiti) o € R™ ¢ il limite di f per = che tende a Z, « = lim f(z), se
T—T

Ve>030>0taleche |f(x)—al<e, VazeFEsT). (1.25)
(ii) Nel caso m = 1, grazie all’ordine totale di R, possiamo includere valori +0c del limite* :

lim f(z) =a €R* <= VVintornodia, 36>0| f(zx)eV ,VzeEs(z). (1.26)

Tr—«

Definiamo il limite superiore (o ‘massimo limite’) e limite inferiore (o ‘minimo limite’) di f,
per x tende a T, rispettivamente, i valori in R*

limsup f(z) = lim f(x) := inf sup f(z),

T—T =T 0>0 pc By
liminf f(x) := lim f(z) :=sup inf f(z). (1.27)
T—T r—7 §>0 z€FEs

Infine, se E ¢ non limitato, diremo anche che
‘ |lim f(z)=a€R* <= VVintornodia, 3 r>0| f(z)eV,VzeE,|z|>r.
r|—+o0
(1.28)

21j ricorda che R* = RU {400} U {—00} e che un intorno di +oo & un intervallo della forma (a, +oc) e in intorno
di —oo & un intervallo della forma (—oo, a); cfr. [C2019].
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Osservazione 1.23 (i) Ovviamente, se Z non & un punto isolato di E, allora f & continua in

T se e solo se lim,_,z f(x) = f(Z).

(ii) La ‘funzione vettoriale*®’ f : x € E C R" — f(z) = (f1(2), ..., fm(z)) € R™ & continua

in T € F se e solo se sono continue in T le m ‘funzioni scalari’f; : £ — R.

Analoga affermazione vale per i limiti di una funzione vettoriale f : E — R™: lim f(z) = «
r—x

se e solo se, per ogni i, lim,_,z f;(z) = oy

Dimostrazione Siano f; continue in T e sia € > 0. Sia 6 tale che |f;(z) — fi(Z)| < e/+/n se

x € EN Bs(Z): allora, per tali z, |f(z) — f(Z)] < vn|f(z) — f(T)]eo <.

11 viceversa & ovvio, essendo |f;(z)] < |f(x)].

L’analoga dimostrazione per i limiti ¢ lasciata come (facile) esercizio. i

(iii) Nel ‘caso scalare’(m = 1), dalla definizione di limite deriva immediatamente il ‘teorema
di permanenza del segno’:

se L = lim,_,z f(z) # 0, allora esiste § > 0 tale che f(x) ha lo stesso segno di L, per ogni
x € By (53)

La dimostrazione ¢ identica al caso unidimensionale n = 1.

Nel caso generale (codominio R™), se lim,_,z f(x) # 0, allora esiste 6 > 0 tale che f(x) # 0,
per ogni®® x € Es(z).

(iv) Come nel caso unidimensionale (n = 1), vale I'algebra dei limiti su?* R, con sostanzialmen-
te identiche dimostrazioni, dove al modulo andra sostituita la norma euclidea; naturalmente,
nel caso m > 2 il codominio non & un campo, ma solo uno spazio vettoriale e quindi ‘I’alge-
bra’che va considerata riguarda solo somma e moltiplicazioni per scalari.

Da queste osservazioni seguono anche la validita delle proprieta fondamentali delle funzioni
continue che, per completezza, qui riportiamo:

Siano f, g funzioni continue in & € E ed a valori in R™ e sia h : A C R"™ — RP continua in
g € A. Allora:

af + bg é continua in Z, per ogni a,b € R.

Se f(z) =9, ho f é continua in .

Nel casom = 1, fg é continua in T; nel caso m = 1 e f(z) # 0, ; & continua in* 7.

(v) Un’altra generalizzazione immediata riguarda il cosiddetto ‘teorema ponte’:

Una funzione f e continua in T € E se e solo se

V{z®}in E taleche lim z® =z =  lim f(z®)=f(z). (1.29)
k—o0 k—o0

In particolare, se esistono due successioni ¥} — z e z®) —  tali che lim f(z*)) #
lim f(z(®), allora f non & continua in z.
(vi) Un cammino in E C R™ &, per definizione, una funzione continua z : t € [a,b] — z(t) =
(21(t),...,zn(t)) € E. Se f : E C R™ — R™ & continua in Z € E e z € C([a,b], E) & un
cammino tale che z(tg) = Z, per ty € [a, b], allora, dal punto (iv) qui sopra, segue che f oz &
continua in ty. In generale, si ha?S:
f:E CR™ = R™ & continua in T € E se e solo se per ogni cammino z : [a,b] — E tale che
z(tg) = & per un qualche a < tg < b, la funzione f o z é continua in t.

Usando la nozione di topologia relativa (Definizione 1.15) la continuita puo essere espressa
in termini puramente topologici (senza far ricorso alla metrica euclidea). Ricordiamo che se
f: X —=>YeACY, la preimmagine o (o ‘controimmagine’) di A & definita come

fHA) ={z ¢ X| f(z) € A}.

22 Chiameremo una funzione ‘vettoriale’ se il suo codominio & R™ e ‘scalare’ o ‘unidimensionale’ se il codominio &
R.

23Ge L = limg_,z f(xz) # 0, esiste ¢ tale che L; # 0 e si pud applicare il caso unimensionale alla componente f;(z).

24Cfr., per esempio, [C2019, Sez. 2.6].

25Poiché f(z) # 0, 1/f & definita in un intorno di z.

26Es 1.14.
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Le seguenti proprieta sono di immediata verifica:

fTHANB) = f[FHA)NfTHB), fTHAUB)=fT(4)

A - urB), (1.30)
X)) = X, ACB = fN(4)C !

f
f=(B).
Allora, si ha:

Proposizione 1.24 Una funzione f : E C R™ — R™ ¢ continua su E se e solo se per ogni
aperto U C R™, f~Y(U) ¢ un aperto nella topologia relativa. In particolare, f & continua su
R™ se e solo se per ogni aperto U CR™, f~1(U) ¢ aperto.

Dimostrazione Supponiamo che f sia continua su E e sia U un aperto di R™ tale che
f~1(U) # @ (altrimenti non c’® nulla da verificare essendo @ un aperto). Dobbiamo dimo-
strare che ogni punto Z € f~1(U) & un punto interno interno nella topologia relativa di E.
Sia yo == f(Z). Poiché U ¢& aperto esiste una sfera aperta B, (yo) interamente contenuta in U.
Da (1.24) con ¢ = r segue che l'insieme E N B.(Z) C f~1(U) e l'insieme E N B.(Z) &, per
definizione, un aperto nella topologia relativa di E, che & quanto si voleva dimostrare.
Viceversa, assumiamo che per ogni aperto U C R™, f~1(U) sia un aperto nella topologia re-
lativa. Sia Z € E, sia € > 0 e sia yo := f(Z). Per la nostra ipotesi B == f~1({y : |y — vo| < €})
¢ un aperto nella topologia relativa di E ossia esiste A aperto di R™ tale che B = AN E.
Essendo Z € A e A aperto esiste § > 0 tale che Bs(Z) C A quindi Bs(Z) N E C B il che
equivale a (1.24).

La seconda affermazione segue immediatamente dalla prima. 1

Osservazione 1.25 (i) La norma euclidea (o, pill in generale, una qualunque norma) x €
R™ — |z| € R & continua su R™.
Infatti, VZ € R" e V £ > 0, se |[v — Z| < 0 :==¢, da (1.15) segue che |[z| — [Z|| < |z — z| <e.

(ii) Se 1 <4 < n, la i—esima proiezione x € R"” — m;(z) = z; € R & continua.

Infatti, per ogni Z € R ee > 0,se [zt —Z| < d =¢,si ha: |z; — %] < |z — Z| < e.
(iii) Un monomio su R™ & una funzione della forma z € R™ — x{' 25 - - - 22" con «; € Np; la

somma a1+ - -+, definisce il grado del monomio; un polinomio su R™ & una combinazione
lineare (a coefficienti in R) di monomi su R™; il grado massimo dei monomi che costituiscono
un polinomio definisce il grado del polinomio.

Dal punto (ii) e dall’algebra dei limiti (Osservazione 1.23-(iv)) segue che ogni polinomio su
R™ e continuo su tutto R™.

(iv) Sia I CReg: I — R continua in ty € I. Allora, la funzione z € I x R—1 C R" —
f(z) == g(x1) € R & una funzione continua in ogni Z € R™ tale che Z; = to. Infatti, fissato
e >0,sed > 0 e tale che |g(t) — g(tg)] < € per ogni t € (tog — d,tg + §) N I, allora si avra
|f(x) — f(@)| = |g(x1) — g(to)] < & se z € I x R*™! (che significa 1 € I) e |z — Z| < § (che
implica |z1 — Z1| < 9).

Analogamente, se 1 < i < n, la funzione  — f(z) := g(z;) sara continua in ogni Z € R™ tale
che z; = tg.

Vediamo, ora, alcuni semplici esempi. In vista dell’Osservazione 1.23-(ii), considereremo solo
funzioni scalari.

Esempio 1.26 (i) Sia?” f: (z,y) € Ry x R+ f(z,y) == ¥ € R. Allora, 2¥ = exp(ylog ),
ed essendo t — logt continua su Ry e t — exp(t) continua su R, dall’algebra dei limiti
(Osservazione 1.23—(iv)) e dall’Osservazione 1.25—(iv), segue che f € C(Ry x R).

(ii) Con lo stesso argomento usato nel punto precedente si vede subito che, per ogni n > 3,
(z173)

V142

ossia su {x € R" : 29 > —1}.

la funzione f : 2 € R" — + cos(|:1:|‘/5 + 2) & continua sul suo insieme di definizione,

2T R, = (0, +o0).
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Figura 1.5: Grafico di f in (1.31)

(iii) Sia @ € R. La funzione®®
M se (z,y) # (0,0)
2 — ) 224y ’ ’
(z,y) €R" = flz,y) = (1.31)
a se (2,y) = (0,0)

¢ continua su R%\{(0,0)} ma non & continua in (0,0).
Infatti, la continuita su R?\{(0,0)} segue dall’argomento del punto (i) qui sopra. D’altra
parte,

lim f(%%) -0, lim f(O,%,) -1,

k—+o00 k——+o00

e quindi, per il teorema ponte (Osservazione 1.23-(v)), f non & continua in (0,0).

5 Compattezza
Diamo la definizione generale di compattezza:

Definizione 1.27 Un insieme K si dice compatto se da ogni ricoprimento di aperti si puo
estrarre un sottoricoprimento finito, ossia se vale la sequente proprieta:

k
(a) K< |JE;, Ejaperto = 3ji,..weJ| KC|JE;;
jedJ =1

(qui J & un insieme arbitrario, non necessariamente numerabile, di indici) .
Siano, ora, (b) e (c¢) le seguenti proprieta:
(b) ogni successione in K ammette una sottosuccessione convergente in K;
(¢) K & chiuso e limitato.

La (a) viene chiamata ‘proprietd di Heine-Borel’; la (b) viene chiamata ‘compattezza per
successioni??’.

Il seguente fondamentale teorema mostra che, in R™, (a), (b) e (c) sono proprieta equivalenti®.

281, funzione f & un esempio di funzione (positivamente) omogenea; cfr. Proposizione 1.35 nella prossima sezione.

291n [C2019] i compatti di R sono definiti come gli insiemi compatti per successioni.

301 parentesi sono riportati i nomi dei principali matematici legati alla definizione del concetto di compattezza
(termine coniato da Maurice Fréchet); per maggiori informazioni, si veda https://en.wikipedia.org/wiki/Compact_
space.
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Teorema 1.28 (Bolzano, Borel, Fréchet, Heine, Weierstrass) Sia K un sottoinsieme
di R™. Allora, le proprieta (a), (b) e (c) sopra elencate sono equivalenti.

Dimostrazione Dimostriamo le implicazioni: (a) = (b) = (¢) = (a). Tutte le
dimostrazioni sono ‘per assurdo’.

(a) = (b): assumiamo per assurdo che valga (a) e non valga (b). La negazione di (b) &:
3 {x(k)} in K che non ammette una sottosuccessione convergente in K. Questo implica che, per
ogni y € K, esistono una sfera B(y) di centro y ed un intero k(y) tale che (¥) ¢ B(y) per ogni
k > k(y). Essendo {B(y) : y € K} un ricoprimento aperto di K, per (a) (con J = K), si ha che
che esistono y™M,...y(™) in K tali che K C -, B(y\"). Se ko := max{k(y))|1 < i < m},
per k > ko si ha che z(*®) ¢ Eye per ogni 1 <i < m, il che significa che z (k) ¢ K se k > ko,
e questo contraddice 1'assunzione che {z(®)} ha valori in K.

(b) = (c): assumiamo per assurdo che valga (b) e non valga (c), ossia, che K & non limitato
oppure non chiuso. Se K non ¢ limitato esiste una successione {z(*)} in K tale che |z(*)| — oo
e chiaramente, per ogni sottosuccessione {x(*s)} di {x(®)}, si ha che lim;_, o |2*))| = oo il che
contraddice (b). Se K non & chiuso, per la Proposizione 1.20 esiste Z € K¢ e una successione
{z(®} in K tale che z(*) — Z. Ma allora, per ogni sottosuccessione {z(*:)} di {z(®}, z(*5) — z
il che, nuovamente, contraddice (b).

(¢) = (a): assumiamo per assurdo che valga (c) e non valga (a), ossia che esista un
ricoprimento aperto {E;};ca di K da cui non si possa estrarre alcun sottoricoprimento finito
di K. Poiché K ¢ limitato esiste un ‘cubo®"’ (chiuso) Qo = {x € R"| |z| . < R} che contiene
K al suo interno. Suddividiamo il cubo Qg in 2™ cubi uguali di lato R. Almeno uno di questi
cubi, la cui chiusura verra denotata @)1, ¢ tale che ;1 N K & non vuoto e non puo essere
ricoperto da alcun sottoricoprimento finito di {E};}. Iterando tale costruzione otteniamo una
famiglia di cubi chiusi Qp D Q1 2 Q2 D ---, con lato di Q; = R 27%, e tali che Q; N K & non
vuoto e non ¢ contenuto in alcun sottoricoprimento finito di {E;}. Se per ogni ¢ scegliamo un
punto (9 € Q; N K, allora la successione {z(V} ¢ di Cauchy® e per la completezza di R™
esiste Z tale che (¥ — Z. Poiché K & chiuso si ha che Z € K. Quindi esiste un jg tale che
z € Ej,. Ed essendo Ej, aperto ne segue che esiste una sfera di centro z contenuta in Ej.
Ma allora esiste N tale che Qn C Ej, e quindi anche Qn N K C Ej, e questo contraddice il

fatto che, per ogni 4, @; N K non & contenuto in alcun sottoricoprimento finito di {E;}. i

—>x,

Figura 1.6: (c) = (a)

Osservazione 1.29 La nozione di compattezza (fondamentale in topologia, geometria e ana-
lisi) si estende a spazi piu generali di R, ma non si estende il Teorema 1.28; per maggiori
informazioni, si veda il Complemento 1.7 a fine capitolo.

31Un cubo di lato 2r in R” & un insieme della forma {z € R™||z — Z|oo < 7} per qualche Z € R™ e qualche r > 0;
per n = 1 un ‘cubo’ & un intervallo aperto di centro Z e lunghezza 2r, per n = 2 un ‘cubo’ & un quadrato di centro
T e lato 2r, etc.

328i noti che, per (1.18), se 2, z() € Q; e j > i, allora |z — 2| < /nlz® — 2| < /nR27%
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La compattezza € un ‘invariante topologico’:
Proposizione 1.30 Se E ¢ compatto e f € C(E,R™), allora f(E) é compatto.

Dimostrazione (iii) Se {y*)} una successione in f(E), esistono 2*) € E tali che f(2*)) =
y*). Per la compattezza di F e per il Teorema 1.28, esiste z(¥1) — z € E. Dal punto (i) segue
allora che y¥) = f(z(k)) — f(z) .= 5 € f(E) il che (sempre per il Teorema 1.28) implica
che f(FE) & compatto.

Teorema 1.31 (Teorema di Weierstrass) Sia E un insieme compatto di R™ e sia f :
E — R una funzione continua su E. Allora [ assume massimo e minimo in E.

Dimostrazione Sia M = sup, f(z); dalla definizione di estremo superiore segue che pos-
siamo scegliere una successione {z(*)} in E tale che f(z¥)) — M. Per il Teorema 1.28
possiamo trovare una sottosuccessione {x(kj)} convergente ad un punto z € E. Allora per la
continuita di f segue che M = limj_,o, f(z®)) = lim;_, f(z(*9)) = f(Z). Per il minimo si
ragiona analogamente.

Definizione 1.32 Una funzione f : E C R® — R™ si dice uniformemente continua su
E se

Ve>030>0taleche |f(z)—f(y)|<e, Vz,yeEcon|r—y|<d. (1.32)

Teorema 1.33 (Teorema di Heine—Cantor) Sia E un insieme compatto di R"™ e sia f :
E — R™ una funzione continua su E. Allora f é uniformemente continua su E.

Dimostrazione Sia € > 0. Per ogni z € E, f ¢ continua in z, quindi esiste §(z) > 0 tale che

€
)~ f@ <5, Yy e i), (133)
Chiaramente E C |J,.p Bsw (2) e, essendo E compatto, esistono W zW) in F tali che
2
N .
§(2W)
U 20y, s = (562 ). (1.34)

Sia § = 1£ni<nN 0, e siano y,z € E con |y — z| < J. Da (1.34), segue che esiste 1 < j < N tale
WA

che z € Bs, (z9)) ed, inoltre,

ly—2@| < |y — 2|+ |z — 2P| < +0; <25; "2V §(2).

Quindi, per (1.33), |f ( ) — f(2Y)] < g/2. D’altra parte, sempre per (1.33), poiché x €
Bs, (29), |f(z) — f(z9)] < e/2. Da queste due relazioni e la disuguaglianza triangolare

segue che |f(z) — f(y) <e. N
Discutiamo, ora, alcune conseguenze del teorema di Weierstrass applicato alla sfera unitaria
in R

Sl i= {z € R"||z| = 1} (1.35)

che, ovviamente, & un sottoinsieme compatto di R”.
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Funzioni omogenee

Definizione 1.34 Una funzione f : R®"\{0} — R si dice (positivamente) omogenea di
grado a € R se
fltx) =tf(x), Vt>0, vV z € R"\{0}. (1.36)

Proposizione 1.35 Sia f € C(R"\{0},R) una funzione omogenea. Se o < 0, f non puo
essere estesa ad una funzione continua su tutto R™ a meno che o =0 e f sia identicamente
costante. Se a > 0, f si puo estendere ad una funzione continua su R™ ponendo f(0) := 0.

Dimostrazione Se a < 0 e se x € R"\{0}, si ha lim;_,o | f(tx)| = lims—o [t|*|f(z)] = +o0 e
quindi f non e estendibile ad una funzione continua.

La funzione f(x) := ¢ & omogenea di grado 0 ed & continua. Se f & omogenea di grado 0 e
non & identicamente costante, significa che esistono due punti distinti R™\{0}, xo, yo, tali che
f(zo0) # f(yo). Allora, le due successioni z(¥) := 1z e y¥) := 1yo tendono a zero, e per
Vomogeneita, (z®) = f(zo) o f(y™) = f(yo). Quindi, limgrso £(2) = f(z0) £ [(y0) =
limy,_so0 f(y™*), il che mostra (teorema ponte) che f non & estendibile con continuita in 0.
Infine consideriamo il caso « > 0. Chiaramente, f € C'(S™!,R) e, dunque, per il teorema di
Weierstrass, f assume massimo M su S"~!. Se estendiamo f a R™ ponendo f(0) := 0, si ha
che f € C(R™), infatti, se x # 0,

o)l =7 (el )| = lele

Equivalenza delle norme su R”

<|x‘)‘§M|x|a—>0 per |z|—0. 1
x

Proposizione 1.36 In R™ tutte le norme sono equivalenti>3

Dimostrazione Sia || - || una qualunque norma su R™ e sia | - | la norma euclidea. Facciamo
vedere che Il - H ¢ equivalente a’* | - |.

Siaz = Z Tie {e ()} base standard di R") un punto arbitrario di R”. Dalla disuguaglianza

trlangolare dall’lomogeneitd della norma || - || e dalla disuguaglianza di Schwarz segue che

n

n n n
lzll = 11D wie® < Y Jal 1€P] < [ D Jwaf? (| D Ne@2 =] e, (1.37)
i=1 i=1 i=1

i=1

dove ¢ > 0 & la norma euclidea del vettore ([le]], ..., [e(™])); il fatto che ¢ > 0 segue dalla non
degenerazione di ||-||. Dunque la funzione f(z) := ||z|| & una funzione continua (nella topologia
indotta dalla norma euclidea) poiché se |z} — 2| — 0, da (1.37) e dalla disuguaglianza
triangolare, segue che

1F@®) = f@)] = [[lz®] = Jlz|l| < llz® — 2]l = 0.

Dunque, dal teorema di Weierstrass, segue che la funzione f assume un minimo su S"~! =
{z € R : |z| = 1} e tale minimo (per la non degenerazione di || - ||) & strettamente positivo.
Quindi esiste un o € S"~! tale che

2] > zof =b>0, Vazestt. (1.38)
Ed allora, per ogni = # 0

Hﬁ“ >b = ef >0z

Tale relazione, assieme a (1.37), implica 1’asserto. 1

338 ricordino le definizioni 1.8 e 1.10.
34Natumlmente7 ‘essere equivalenti’ ¢ una relazione di equivalenza tra norme e quindi se ogni norma ¢ equivalente
alla norma euclidea, per transitivita, tutte le norme sono equivalenti tra loro.
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6 Connessione

Mentre, come abbiamo appena visto, la compattezza non presenta differenze sostanziali con
il caso unidimensionale, la connessione in R™ con n > 2 & significativamente piu complicata
rispetto al caso n = 1, dove gli insiemi connessi sono semplicemente gli intervalli.

Definizione 1.37 Un sottoinsieme E di R™ si dice sconnesso (o ‘non connesso’) se esistono
due aperti di A, B C R™, tali che

ANB=9o, ANE#@9##BNE, ECAUB; (1.39)
in tal caso, diremo che A e B sconnettono E. Un insieme é connesso se non € sconnesso.
Un esempio di insieme sconnesso di R &3° Q.

Osservazione 1.38 (i) In altri termini, un insieme E C R™ & connesso se non & unione
disgiunta di due aperti non vuoti nella topologia relativa3%.

(ii) Dalla definizione segue anche immediatamente che: E & connesso se e solo se i soli
sottoinsiemi di E simultaneamente aperti e chiusi (nella topologia relativa) sono @ e E.

(iii) Se E ¢ connesso, allora anche E é connesso®’.

Infatti, siano A e B due aperti che sconnettono E, sia x € AN E e sia B.(z) C A. Dalla
Proposizione 1.20 segue che esiste T € ENB,.(z) C ENA e quindi ANE # @. Analogamente,
si ha anche che BN E # @; ma allora, E C E C AU B & sconnesso da A e B.

Esempio 1.39 (i) Q" & un insieme sconnesso di R™: ad esempio, A = {x € R" : 21 < v2} e
B:={z € R" : z; > /2} disconnettono Q™.
(i) Siano E; == {(z,y) € R*[0 <z < 7, senz < y < 2senz}, By == {(z,y) e R} 7 <z <
27, 2senz <y <senz}, E = FE; U Ey. Allora, E ¢ connesso (Es 1.20) e E & sconnesso (da
A= {(z,y)|z <7} eB={(z,y)|z>n}

Figura 1.7: Esempio 1.39—(ii)
La connessione ¢ un invariante topologico:

Proposizione 1.40 Se E C R™ ¢ connesso e f € C(E,R™), allora f(E) é connesso.

358 prenda A = {:z:‘ z1 <V2}eB= {x| z1 > V2}.
365 ricordi la definizione di topologia relativa data nella Definizione 1.15.
3711 viceversa & falso; cfr. Esempio 1.39—(i).
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Dimostrazione Dimostriamo 'affermazione equivalente: ‘ f(E) sconnesso = E sconnesso’.
Se f(E) & sconnesso esistono due aperti I e .J tali che

INf(EYy#o#JNf(E), INJ=2, f(E)CIUJ. (1.40)

Siano A == f~1(I) e B := f~1(J). Dalla prima relazione in (1.40) segue che A e B sono non
vuoti. Poiché f € C(FE), dalla Proposizione 1.24, da (1.30) e da (1.40) segue che:

ANB= N () =fUnJ)=f(2)=0

E=fT(f(B)C I Iud)=fHI)Uf(J)=AUB,

il che vuol dire E & sconnesso. |

Non & sempre immediato riconoscere che un insieme ¢ connesso (anche perché la definizione
data ¢ ‘indiretta’). Un criterio diretto per verificare la connessione ¢ basato sulla nozione di
‘connessione per curve’.

Definizione 1.41 (i) Sia E C R™. Una curva in E ¢é un sottoinsieme di E che é immagine
di un cammino®®, ossia un insieme della forma

I={zeR"| z=2z()pera<t<b}, dove zeC(ab],E). (1.41)

I punti z(a) e z(b) si chiamano gli estremi della curva T.
(ii) Un segmento in E C R™ di estremi x e y € la curva data da

P(z,y) ={z eR"z=a+tly—az), t€0,1]}; (1.42)
(iii) una poligonale di estremi x e y e ‘vertici successivi’ 2O = g, 2 2 =y ¢
l’insieme .
P, ., a®) = ) P, 20)). (1.43)
i=1

(iv) Un insieme E C R™ di dice connesso per curve (rispettivamente, ‘per poligonali’)
se per ogni x,y € E, esiste una curva (rispettivamente, ‘una poligonale’) di estremi x e y
contenuta in E.

(v) Un insieme E C R™ si dice convesso se presi comunque due punti in E il segmento
P(x,y) che li unisce é contenuto in E.

Osservazione 1.42 (i) Dalla Proposizione 1.40 segue che una curva & un insieme connesso.
(ii) Un esempio (banale) di curva in E ¢ data da T' := {Z} con Z € E (essendo la funzione
t € [0,1] — z(t) := & chiaramente continua).

Un segmento & una poligonale; una poligonale ¢ una curva®?.

Una curva ‘strana’ ¢ il quadrato [0,1] x [0, 1]; il cammino che la realizza ¢ detta curva di
Peano™.

Proposizione 1.43 (i) Un insieme di R™ connesso per curve é connesso.

(ii) Un insieme aperto di R™ connesso é connesso per poligonali.

Per dimostrare la parte (ii) della Proposizione 1.43 avremo bisogno del seguente semplice
risultato:

Lemma 1.44 Sia E C R™ un insieme aperto non vuoto e sia x € E. L’insieme
W, = {y € E tale che esiste una poligonale in E di estremi x e y}

e un insieme aperto.

38Cfr. (vi) Definizione Osservazione 1.23.
Per una ‘galleria’ di curve si veda https://en.wikipedia.org/wiki/Gallery_of_curves.
10cfy, https://it.wikipedia.org/wiki/Curva_di_Peano ed Es. 1.30.


https://en.wikipedia.org/wiki/Gallery_of_curves
https://it.wikipedia.org/wiki/Curva_di_Peano
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Dimostrazione Se y € W, esiste una poligonale P(z,...,y) contenuta in F di estremi z e y.
In particolare y € E. Poiché E ¢ aperto esiste una sfera B di centro y contenuta in E. Ma per
ogni z € B il segmento P(y, z) C B e quindi la poligonale P(x, ...,y, z) = P(z,...,y) UP(y, 2)
e contenuta in E. Questo significa che B C W, e cioe la tesi.

Dimostrazione (della Proposizione 1.43) (i) Si supponga, per assurdo, che E C R"™ sia
connesso per curve e sconnesso e mostriamo che si perviene ad una contraddizione. Siano
A e B due aperti per cui valga (1.39). Sia z € ANE ey € BN E. Per ipotesi esiste una
curva I' :== {z(t) : @ < ¢ < b} contenuta in F con , z(a) = z e z(b) = y. Ma allora A e B
sconnetterebbero I' che, invece, per Osservazione 1.42—(i), & connessa.

(ii) Dimostriamo I'affermazione equivalente: ‘E aperto e non connesso per poligonali implica
FE sconnesso’. Dire che E non ¢ connesso per poligonali ¢ equivalente a dire che esistono z e
y in E che non possono essere gli estremi di alcuna poligonale contenuta in E. Siano allora
A=W, e C =W, gliinsiemi dei punti unibili tramite poligonali in F, rispettivamente, a =
ed a y: tali insiemi sono, per il Lemma 1.44, sottoinsiemi aperti di E. Chiaramente ANC = &.
Sia ora D := E\(AUC). Se D = & avremmo l’asserto (essendo A e C' insiemi aperti disgiunti
e non vuoti e E = AU C). Se D # @, fissiamo z € D. Poiche D C E ed E & aperto, esiste
una sfera V' centrata in z e contenuta in E. La sfera V non pud contenere punti di A o di
C (altrimenti potremmo trovare una poligonale che unisce z con = o con y contravvenendo
la definizione di D come l'insieme dei punti che non possono essere uniti tramite poligonali
in E con z o con y). Ma questo significa che V' C D e cioé che D ¢ aperto. Ma, allora A e
B := C U D sconnettono E, poiché ANB=g,x € ANE,ye BNEe E=AUB. 1

Esempio 1.45 (i) Un qualunque insieme convesso di R™ & connesso (essendo connesso per
poligonali). In particolare R™ & connesso ¢*! i soli sottoinsiemi di R" simultaneamente aperti
e chiusi sono R" e @.

(ii) I sottoinsiemi connessi di R sono gli intervalli. Infatti, gli intervalli, essendo convessi, sono
connessi; viceversa, se E non ¢ un intervallo, allora esistono z < z < y con z,y € E e z € E°,
ma allora (—o0, 2) e (z,+00) sconnettono E.

(iii) L’anello {x € R?: 1 < |z| < 2} & connesso per poligonali.

(iv) La circonferenza {z € R? : |z| = 1} & un insieme connesso (essendo connesso per curve)
ma non connesso per poligonali.

|| |

0.5

0.0

-0.5

[

Figura 1.8: The Topologist’s sine curve

(v) (Topologist’s sine curve: un insieme connesso ma non connesso per curve??)
Siano Ey = {(z,y) €R?|0 <z < L, y=seni}, Fy:={(z,y) eR¥|z=0,-1<y <1}

e E = FEyU E,. E facile vedere che E = E; e poiche E; & connesso per curve, & cOnnesso;

41per 1’Osservazione 1.38—(ii).
“2https://en.wikipedia.org/wiki/Topologist)27s_sine_curve


https://en.wikipedia.org/wiki/Topologist%27s_sine_curve
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quindi, dall’Osservazione 1.38—(iii) segue che E & connesso. Perd, E non & connesso per curve.
Un argomento per dimostrare questa affermazione &, in sintesi, il seguente®?.

Innanzitutto, osserviamo che se (xo,y0) € E1, allora E1\{(zo,yo} € sconnesso dagli aperti
A = {(z,y)|x < z0} e B == {(z,y)| ¢ > 2¢}. Dunque qualunque curva con un estremo in
(%, 0) e l'altro estremo in Ej deve passare per tutti i punti di E;. Se, per assurdo, E fosse
connesso per curve, esisterebbe una curva t € [0,1] — z(t) € E tale che z(0) = (£,0) e 2(1) =
(0,0) € Ep. Inoltre, per quanto detto prima, si pud trovare una successione strettamente
crescente {tj} tale che z(ty) = (zx, 1) con ay, = (3 + 2k7r)_1, che sono le ascisse consecutive
decrescenti in cui la curva F; ha ordinata 1. Ora, & facile vedere che supt; deve essere 1,
ma questo porta ad una contraddizione poiché si avrebbe lim z(t;) = lim(xg, 1) = (0,1) per

costruzione, ma per la continuita di z(¢) si dovrebbe avere lim z(¢x) = z(1) = (0,0). i

7 Spazi metrici e Lemma delle contrazioni

Come sottolineato in precedenza, molte delle strutture presentate in questo primo capitolo
sono una estensione solo formale di strutture gia presenti in R e le dimostrazioni di molte
proposizioni sono, essenzialmente, una ripetizione, mutatis mutandis, delle dimostrazioni dei
risultati analoghi in R. Ci si pu0, naturalmente, spingere oltre ed estendere ulteriormente gran
parte delle strutture e delle proposizioni discusse qui a ‘spazi astratti’.

Bisogna dire che ’astrazione ‘fine a sé stessa’, in genere, pud non essere particolarmente
interessante ed ¢ sempre fondamentale che le teorie matematiche siano sviluppate alla luce di
esempi non banali. Va anche detto, pero, che ’astrazione ha il pregio di mettere in luce cosa
€ veramente necessario per dimostrare un certo risultato e porta in generale a dimostrazioni
piu sintetiche e chiare.

Una delle nozioni pilt importanti della matematica € certamente quella di ‘distanza’ tra due
oggetti. Gli ‘spazi metrici’ sono quegli insiemi dove & possibile definire una distanza: vediamone
brevemente i fondamenti.

Spazi metrici

Definizione 1.46 Dato un qualunque insieme non vuoto X, una funzione d(-,-) : X x X —
[0,00) che verifichi

(i) d(z,y) =d(y,z), Vz,yeX, (simmetria)
(ii) d(z,y)=0 = z=y, (non degenerazione)
(iii) d(z,y) <d(z,z)+d(z,y), VazyzelX, (disuguaglianza triangolare)

st chiama distanza o metrica su X.
Una coppia (X,d) con d distanza su X # & prende il nome di spazio metrico.

Esempio 1.47 (i) R™ ammette una metrica naturale indotta dalla norma euclidea; infatti
(come ¢ immediato verificare) :

ogni spazio normato (X, || - ||) é anche uno spazio metrico (X, d) con distanza (‘indotta dalla
norma’) data da** d(z,y) := ||z — v

(ii) I1 cerchio unitario S* := {z € R?||z| = 1} con la distanza ereditata da R? (ossia d(z,y) =
|z —y| per ogni z,y € S) & uno spazio metrico (ma non uno spazio normato, non essendo S*
uno spazio vettoriale).

(iii) Sia £°° P'insieme delle successioni limitate a valori in R:

> ={z={xp}:keN— z; €Re ||z o = sup|zi| < +o0} . (1.44)
k

431 dettagli sono lasciati per esercizio (Es 1.21).
441y particolare la disuguaglianza triangolare in (iii) segue immediatamente dalla disuguaglianza triangolare per
norme: d(z,y) = ||z —y|| = [(z — 2) + (z — y)|| < ||z — z|| + ||z — y|| = d(z, 2) + d(z,y).
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E immediato verificare che (£°°,]| - ||oo) & uno spazio normato®® (infinito dimensionale?0) e,
dunque, che (£°°,d) con d(z,y) = ||z — y||co € uno spazio metrico.

Gli spazi metrici ammettono una topologia naturale indotta dalle sfere di centro =z € X e
raggio r > 0, definite come:

B, (z) = {y € X|d(y,z) <r}. (1.45)

Definendo un sottoinsieme A C X aperto se':
VeeA, Jr>0, taleche B,.(z)CA, (1.46)
si vede immediatamente che o = {4 C X ] A & aperto} & una topologia nel senso della

Definizione 1.12.
Le Definizioni 1.13 e 1.15 si estendono verbatim sostituendo R™ con X.
Anche le nozioni relative a successioni, completezza e continuita si estendono nel modo ovvio:

Una successione in X & una funzione {z;} da N in X. Una successione {z}} in X si dice
convergente, con limite x € X, se V ¢ > 0 esiste kg € N, tale che d(xg,z) < e, per ogni
k > kg e scriveremo lim z; = x.
Una successione {xy} si dice di Cauchy se V ¢ > 0 esiste ko € N, tale che d(xp,z) < &, per
ogni h, k > ko.
Un sottoinsieme E C Xsi dice limitato se esiste una sfera che lo contiene.
Uno spazio metrico (X, d) si dice completo se ogni successione di Cauchy & convergente ad
un z € X.
Anche le nozioni legate a limiti e continuita si estendono immediatamente. In particolare, dati
due spazi metrici (X,dx), (Y,dy), una funzione f : X — Y, si dice continua in zy € X,
se Ve > 0 esiste 6 > 0 tale che dy (f(x), f(z0)) < &, per ogni x € X con dx(z,z9) < 0.
Una funzione f: X — Y si dice continua su X se € continua in ogni g € X. Una funzione
f + X — Y si dice uniformemente continua su X se V € > 0 esiste 6 > 0 tale che
dy (f(z), f(zo)) < &, per ogni z,z9 € X con dx(z,zg) < 4.
Osservazione 1.48 (i) Un elenco delle dimostrazioni che si generalizzano, con le loro dimo-
strazioni, parola—per—parola (sostituendo R™ con X e |x — y| con d(z,y)) sono:

Proposizione 1.14;

Proposizione 1.20;

Teorema ponte (caratterizzazione della continuitd tramite successioni, cfr. (1.29));

Proposizione 1.24 (equivalenza di ‘continuita topologica’ e ‘continuita metrica’));
(ii) Una proprieta importante di R™ che non si estende ad arbitrari spazi metrici (completi)
e, invece, il Teorema di Bolzano—Weierstrass: non € vero, in arbitrari spazi metrici completi,

che una successione limitata ammette sottosuccessioni convergenti. Si consideri, ad esempio,
la successione

{el)} con W) = {eﬁcj)} € (> definita da e,(cj) = 0y, ossia : (1.47)
e =(1,0,0,0,0,.....), €% =(0,1,0,0,0,0,....), e® =(0,0,1,0,0,0,0,....),....
Chiaramente, per ogni j, eU) € £, ossia & una successione limitata: se 0 = (0,0,0,...) € £>®
denota la successione identicamente nulla, d(e(j), 0) =1 e quindi e¥) € By (0) per ogni j. Ma
se j # 1, o
d(eW, D) = sup |61, — dir| = 1, (1 # 7).
k

Segue che, per qualunque sottosuccessione {e7)} si ha, per n # m, d({eV»)}, {elim)}) = 1,
ossia, non & possibile estrarre alcuna sottosuccessione di Cauchy da {e)} (e quindi non
esistono sottosuccessioni convergenti).

45TLe operazioni di spazio vettoriale sono definite nella maniera ovvia: {zx} + {yr} := {zr +yr} € af{zp} :=

{azk}
46Ctr. nota 14.
47 ’insieme vuoto & un insieme aperto: non essendovi punti in &, la negazione di (1.46) & falsa e quindi (1.46) & vera.
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Il Lemma delle contrazioni

I cosiddetti ‘teoremi di punto fisso’ sono risultati (generalmente, assai utili) che garanti-
scono sotto opportune ipotesi, ’esistenza di un ‘punto’ lasciato invariato dall’azione di una

trasformazione da un qualche spazio in se stesso?®.

Uno dei piu elementari, ma anche dei pitt importanti, ¢ il seguente risultato dovuto ai
matematici Stefan Banach e Renato Caccioppoli’®:

Teorema 1.49 (Lemma delle Contrazioni) Sia E # @ un sottoinsieme chiuso di uno
spazio metrico completo (X, d) e sia ® una funzione da E in E tale che, per un qualche
0<6<1, valga

d(®(u), ®(v)) < 0d(u,v) , VuveE. (1.48)
Allora esiste un unico 4 € E tale che ®(u) = u; inoltre si ha che
ﬂ:kllrgoq)k(uo) ::<I>:---lo¢(u0), V u €E. (1.49)
volte

Una funzione ® per cui vale (1.48) si chiama contrazione. Si noti che ogni contrazione é
continua ciod se d(vi,v) — 0 allora d(®(vy), ®(v)) < d(vi,v) — 0.

Osservazione 1.50 (i) L’ipotesi che 0 sia strettamente minore di 1 & essenziale: ¢ : © € R —
®(x) =1+ 2z € R, (R con metrica euclidea) verifica (1.48) con # = 1 ma ovviamente ® non
ha alcun punto fisso in R; d’altra parte, I'identita ®(x) = id(x) (anch’essa verifica (1.48) con
6 = 1) ha infiniti punti fissi.

(ii) Anche le altre ipotesi sono, in generale, necessarie:

(a) Sla X =R, E:=(0,1)e®:x € Ew— ®(z) :=2/2. D & una contrazione da F in E (con
6 = 1/2), ma, ovviamente, non ha punti fissi. Si noti che E non & chiuso.

(b) Sia X =Q, E:={z €Q|5/4 <2 <3/2}e®:2€ Ew Ox) =x—2?/4+1/2.Si
vede facilmente che®® ® : E — E e che ¢ una contrazione con®! § = 3/8. D’altra parte,
®(x) = x equivale a 22 = 2, che non ha soluzioni in X. Qui il problema & che X non &
uno spazio metrico completo.

Dimostrazione (del Teorema 1.49) Sia ug un punto arbitrario di E e definiamo la seguente
successione per ricorrenza:

vo =g ,v1 = D(vg) ;.o v = P(vp_1) = PF(ug) , ... (1.50)

Poiché ® manda F in se stesso tale successione ¢ ben definita e vy € E per ogni k > 0. Poiché
® e una contrazione, si ha:

d(’l}j7’l)j,1) = d(q)(vj,1>,q)(’l)j,2)> S Hd(vj,hvj,g) S Gj_ld(vl,vo) .
Dunque, per ogni k > h si ha

d(vi,vn) < d(vg,ve—1) + d(vi—1,v)

k—h—1 k—h—1 ,
< Z A(Vhgj+1, Vhaj) < 0" d(vy, vo)
j=0 7=0
> . d(’Ul ’Uo)
< i = gh ’
0" d(vy,v0) jzzjoe 0" =

18 per informazioni, si veda https://en.wikipedia.org/wiki/Fixed-point_theorem.
49 Cfr. https://en.wikipedia.org/wiki/Banach_fixed-point_theorem.
508/ (1) > 0 se = € E, quindi ®(E) = [87/64,23/16] C E.
2.5/4
518 2,y € B, |9(z) — ®(y)| = |z — | (1 - 22) < |z —y|(1- 252) = Sz -y,
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Tale quantita tende a 0 per h — oo e cio significa che la successione {v;} & di Cauchy. Poiché
X e completo vy converge a 4 € X e poiché F e chiuso u € E. Quindi, per la continuita di @ si
ha che @ = limvg = lim ®(vg_1) = ®(a). Per dimostrare 'unicita, supponiamo, per assurdo,
che v € E sia un altro punto fisso per ®: ®(v) = v. Si ha allora d(a,?) = d(®(a), ®(v)) <
fd(u,v) < d(u,v) che & una contraddizione. i

Complementi

Complemento 1.1: Successioni di funzioni

Definizione 1.51 Una successione di funzioni {fx} da £ C R™ in R™ ¢& una famiglia di funzioni
fie: ECR™ = R™ con® k € N.

Se, per ogni x € E, la successione {fi(x)} converge (per k — oo) in R™, tale limite definisce una
funzione f : E — R™ che chiameremo il limite puntuale della successione {fx}. In tal caso,
diremo anche che {fr} converge ad f puntualmente su E e scriveremo anche f, — f su E.

Esempio 1.52 La successione data da fr : ¢ € E = [0,1] — z® € R converge puntualmente a f

dove
0, sez€]l0,1),

1, sex=1.

Da questo semplicissimo esempio si vede che le proprieta di fr non vengono, in generale, conservate
nel limite: fi sono polinomi (e quindi funzioni C°*°(E)), ma il limite ¢ una funzione discontinua su
E.

Una nozione di convergenza piu forte & quella di convergenza uniforme:

Definizione 1.53 La successione {fr}, fr : E CR™ — R™, converge uniformemente a f: E —
R™ se
Ve>0, Fkotc |fulz)—f(z)<e, VaeE,Vk>ko. (1.51)

Osservazione 1.54 (i) La definizione di converge puntuale di f, a f & equivalente a dire che
Vee E,Ne>0, Fkote |fulz)—fl@)<e, VEk>ko. (1.52)

Si noti la differenza (nell’ordine in cui appaiono i quantificatori logici) con la convergenza uniforme:
in (1.52) ko dipende da ¢ e da = mentre in (1.51) dipende solo da €.

(ii) Chiaramente la (1.51) & equivalente a

Ve>0, Jkotc supl|fe—fl<e, Vk>ko, (1.53)
E

il che, a sua volta, & equivalente a lim sup|fix — f| =0.
k—+oco g

(iii) La successione {fr} nell’Esempio 1.52 converge a f puntualmente ma non uniformemente (es-
sendo supy, |fx — f| = 1 per ogni®® k). D’altra parte, {fx} converge uniformemente a 0 su E = [0, §]
per ogni 0 < § < 1 (poiché, per ogni z € E, 0 < zF < 6% — 0).

(iv) La successione {fr} con

z €R— fr(x): (1.54)

x
=———¢€R

Tika © 00
converge uniformemente a f(z) = 0 su R. Infatti, sia () == t/(1 + t?) e si noti che |p(t)| < 1/2 =
maxg . Allora, |fu(z)| = o(VE|z])/VEk < 1/(2Vk), dal che segue immediatamente che fr, — 0

uniformemente su R.

E possibile caratterizzare la convergenza uniforme senza fare riferimento al limite della successione.
Vale infatti il seguente semplice

521y questo Complemento, per semplicita di notazione (e se non altrimenti specificato), 'indice k si riferisce al
k—esimo elemento della famiglia di funzioni {f;} e non denota la k—esima componente di un vettore in R™.
53
Es 1.31.
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Lemma 1.55 La successione {fi}, fr : E CR" — R™, converge uniformemente ad una funzione f
su E se e solo se le successioni {fr(z)} sono uniformemente di Cauchy su E, ossia, se

Ve>0, Fkote |fa(z)—ful@)<e, YeecE, Vkh>k. (1.55)

Dimostrazione Se fr — f uniformemente su E e ¢ > 0, vale (1.51) con ¢ sostituito da /2 e quindi,
se h,k > ko, si ha, per ogni z € FE,

[fu(@) = fu(@)| < |fiu(@) = f@)] + [fna(z) = f(2)] < 2% =e,

e quindi vale (1.55).

Viceversa, se assumiamo (1.55), si ha che per ogni € E le successioni {fi(z)} sono di Cauchy e
quindi, per la completezza di R™, convergono ad un vettore che chiamiamo f(z). Fissato € > 0, sia
ko come in (1.55). Prendendo il limite per h — oo in (1.55), si ottiene |fx(z) — f(z)| < &, per ogni

x € FE, il che significa che fi, — f uniformemente su E.

Convergenza uniforme e continuita

I1 limite uniforme di funzioni continue & una funzione continua:

Proposizione 1.56 Siano f, fr € C(E,R™), E C R". Se fi — f uniformemente su E, allora
feC(E,R™).

Dimostrazione Siano zo € E, ¢ > 0 e sia ko tale che |fix(z) — f(z)| < /3 per ogni € E e per
ogni k > ko (Uesistenza di ko segue dalla definizione di convergenza uniforme). Sia 6 > 0 tale che
| feo () — fro(z0)| < €/3 per ogni « € E con |z — zo| < ¢ (tale § esiste, essendo fi, continua su E).
Allora, se x € E con |z — z¢| < 6,

[F(@) = f(20)| < 1£(x) = Fro (@) + [ o (#) = Fro (@0)] + [ Fro (w0) — f(wo)| <.

Osservazione 1.57 (i) Da questa dimostrazione segue anche che se le funzioni fi sono uniforme-
mente continue su E, allora lo é anche f. in tal caso, infatti, il § nella dimostrazione precedente
dipendera solo da ¢ (si noti che anche ko dipende solo da ¢).

(ii) Sia A C OF e fr € C(E U A). Se {fr} converge uniformemente su E, allora {fr} converge
uniformemente su®® EU A. Dunque, Se fr, € C(EUA), A C OE, e {fx} converge puntualmente su
E, ma per y € A, la successione { fr(y)} non converge, allora la convergenza su FE non & uniforme.

(iii) Un esempio di successione di funzioni convergente puntualmente ma non uniformemente & il

k
seguente: Sia f : z € E = (0,1] — chz Allora, fr(x) — 1/x puntualmente su E, ma non
x
uniformemente. Infatti, se la convergenza fosse uniforme su E, lo sarebbe anche su E = [0,1] e f

sarebbe continua su [0, 1], ma fi(0) — 0 = f(0): contraddizione (limz— o+ f(z) = +00).

Convergenza uniforme e limitatezza
In generale una successione di funzioni puo convergere uniformemente ad una funzione illimitata: ad

esempio % + % converge uniformemente a % su (0, +00). D’altra parte si ha

Proposizione 1.58 Sia E C R" e fi : E — R™ funzioni limitate e tali che {fr} converge unifor-
memente su E ad una funzione f. Allora, f & limitata.

Dimostrazione Sia My := supg | fx|. Per ipotesi M < +o00. Sia ko tale che supg |fn — fx| < 1 per
ogni h, k > ko (tale ko esiste per I'ipotesi sulla convergenza uniforme di { fx}) e si noti che (prendendo

il limite per h — 400) supg | f — fio| < 1. Dunque:

sup | f| = sup [f = fro + frol S SUP[f = fro| 4 sup [fro| < 14 My, < +o0. i
E E E E

‘Mlnfatti7 supgua |fe — ful =supg |fr — frl.
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Convergenza uniforme e integrazione

L’uniforme convergenza gioca un ruolo fondamentale anche nell’integrare o derivare ‘termine a
5

. . 5
termine’ una successione’”

Proposizione 1.59 Sia E un intervallo limitato di R e fi, € C(E,R) funzioni limitate su E. Se la
successione {fi} converge uniformemente ad f allora

hm /|fk (z)|dz =0, klg{)lo/Efk(x)dx:/Ef(x)dx (1.56)

Dimostrazione Si noti che dalle Proposizioni 1.56 e 1.58 segue che f & una funzione continua e
limitata su E (e quindi integrabile secondo Riemann su FE). Sia ¢ > 0. Allora, esiste ko > 0 tale che,

per ogni k > ko,
€

S%plfk(l‘) = fl@)| <

mis F

€
< =
/\fk (z)|dx < /Emisde €,

il che dimostra la prima relazione in (1.56). La seconda relazione in (1.56) ¢ conseguenza del fatto

che
/fk dm—/f dm’</|fk f@)de . N

Anche in questo caso 'uniforme convergenza & un’ipotesi essenziale, come segue dal seguente

Da tale relazione segue che

Esempio 1.60 Sia E = [0, 1] e sia ¢(z) la funzione ‘a tenda’

T, se0<x <1,
plz)=¢ 2—z, sel<z<2, (1.57)
0, altrimenti .

2
Si noti che ¢ € C(R), ¢ > 0, supp(¢) = [0,2] e / @ = 1. Sia ora fx(z) == 2k- o(2kz). E facile vedere
o
1
che: fr € C(R), fu(z) — 0 per ogni z € R, ma che / fr = 1 per ogni k. Quindi, in tal caso non

= 00,

HOO

0
valgono le relazioni in (1.56). Infatti, fir non converge uniformemente a 0, essendo sup || fx
k>ko

per ogni ko.

Convergenza uniforme e derivazione

Vediamo ora un criterio (che sara di nuovo basato sulla uniforme convergenza) che garantisca che se
una successione di funzioni differenziabili fi converge a f, allora f’ = lim fj.

Proposizione 1.61 Sia E un intervallo aperto non wvuoto di R e siano fr : E — R funzioni dif-
ferenziabili su E. Assumiamo che {fi} converga uniformemente su E e che esista xo € E tale
che limy_ oo fu(z0) € R. Allora, {fx} converge puntualmente a una f € C*(E) e {f.} converge
uniformemente a f' su E. Inoltre, fi — [ uniformemente su un qualunque intervallo [a,b] C E.

Dimostrazione Dalla Proposizione 1.56 segue che esiste g € C(E) tale che {f},} converge uniforme-
mente a g in E. Dalla Proposizione 1.59, dal Teorema Fondamentale del Calcolo®® e dalla ipotesi su
{fx(x0)} segue che, per ogni z € FE,

lim fie) = Jim (fuleo) + [ i0dt) =a+ [ a0t = (o), (1.58)

k—oo o

55Non avendo ancora sviluppato il calcolo integrale in R™ per n > 2, ci limitiamo, qui, al caso, n = 1 (anche se
enunciati e dimostrazioni si generalizzano facilmente al caso n > 2).
56Cfr. [C2019), §8.2.
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dove a := lim fx(z0). Da (1.58) (ancora per il Teorema Fondamentale del Calcolo) segue che f €
CY(E) e che f' = g, il che dimostra la prima parte della tesi.

Infine, sia [a,b] C E un intervallo compatto. Dato & > 0, esiste ko tale che, per ogni k > ko,

g / / g
|[fi(a) = fla)l < 5 S |fr(z) = f(z)] < W—a)

Dal Teorema Fondamentale del Calcolo, segue che, per ogni x € [a, b] e per ogni k > ko,

fela) = @) = [1ule) = @)+ [ (i) = 1')

< Ula) = S@I+ [ 15w - £ Wy
S w1
< 2—&-(b a) 30—a) €.
Esempio 1.62 (i) Sia fx(z) = k + x. Ovviamente f} converge uniformemente su R ma f; non

converge per nessun .

(ii) Sia fr(z) =
fi(x) = cos(kzx) in genere non converge puntualmente (per esempio, ¢ facile vedere che non converge
su tutti i punti della forma r7 con r € Q+\2Z).

sen kx

. Allora, fi — 0 uniformemente su R (essendo |fx(x)| < 1/k, per ogni z), ma

(iii) Se fi € come nell’Osservazione 1.54-(iv), si ha che fi, — f = 0 uniformemente su R e la successione
delle derivate

1— ka?
(1+ kx?)?
converge a 0 uniformemente su {a:’ |z| > €}, per ogni € > 0 e, in particolare f(x) — f'(x) = 0 per
ogni = # 0; ma, per ogni k, f,,(0) =1 # f'(0) = 0.

fi(w) =

Convergenza uniforme e monotonia

Proposizione 1.63 (Lemma di Dini) Sia K C R™ un insieme compatto, siano fn (pern > 0) e
f funzioni continue su K e tali che®™ fo 1 f [oppure fn | f]. Allora f,, — f uniformemente su K.

Dimostrazione Per assurdo: la negazione di ‘f,, converge a f uniformemente’ é:
Je>0: Vn>03z, taleche |f(zn)— fulzn)|>e. (1.59)
Poiché K & compatto esiste x,, — T € K. Dalla convergenza puntuale di f, segue che

IN: |f@) - fu@|<S Yn>N. (1.60)

Per I'uniforme continuita di f e fn segue che esiste § > 0 tale che

lf@) —fWl< g e liv@) —fv@I<s Va,yeKcon|z—yl <4. (1.61)

| m
~—~ oo|lm

Dalla convergenza monotona di f, a f, da (1.60) e (1.61
e perognin > N,

segue che, per ogni z,y € K con |z —y| < §

fo(@) = fu(y) < f@) = fn(y) < |f(2) = In (@) + v (@) — v ()] <

= m

Analogamente

£

fu(@) = fuly) 2 fn (@) = fy) 2 ~|fn (@) = (@) = 1w (y) = FW)l 2 =7,

57 Si ricorda che una successione {ay} si dice monotona crescente [decrescente] se Vn, any1 > an [ani1 < anl;
{an} si dice strettamente monotdna crescente [decrescente] se Vn, an+1 > an [ant1 < anl; an T a significa che
la successione {a,} ¢ monotona crescente e che lima, = a; a, | a significa che la successione {a,} & monotdna
decrescente e che lima,, = a; f, T f significa f,(z) 1 f(z) per ogni z ed analogamente per f, | f; una funzione
f + E — R si dice monotona crescente [decrescente] se V z < y in E, f(z) < f(y) [f(z) > f(y)]; una funzione
f: E — R si dice monotdna strettamente crescente [decrescente] se V x < y in E, f(z) < f(y) [f(z) > f(y)].
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e quindi
|fn(x)—fn(y)|§2, Vez,ye Kcon |z —y|<d,Vn>N. (1.62)

Sia ora ko tale che 7i :==ng, > N e |T — za| < J. Allora, da (1.61), (1.60) ed (1.62) segue che

[F(@n) = fal@a)| < F(@n) = @)+ @) = fa(@)] +1fa(@) = Falen)| < 5,

relazione che contraddice (1.59).
Per il caso f, | f basta applicare quanto dimostrato a —f, e —f. i

Proposizione 1.64 Sia K C R un insieme compatto, siano fn (pern > 0) e [ funzioni continue su
K e tali che fn(x) — f(x) per ogni x € K. Se le fn sono funzioni monotone crescenti per ognin [o
monotone decrescenti per ogni nj allora fn — f uniformemente su K.

Dimostrazione Poiché f € C(K), f & uniformemente continua su K e dato € > 0 esiste § > 0 tale
che |f(z) — f(y)| < esex,y € K e |z —y| <. Essendo K compatto & possibile trovare insiemi
a due a due disgiunti K;,...,Kn tali che K1 U---U Ky = K e diam K; = SUp, yex, |z —y| <6
chiamiamo a; := inf K;, b; := sup K; (poiche¢ K; C K e K & chiuso, a;,b; € K per ogni i). Poiché
fn — f puntualmente, esiste N tale che per ogni 1 <i < M e per ogni n > N si ha

|fn(ai) = fla)| <&, [fnlbi) = f(b)| < e.

Si osservi che dalla monotonia delle f,, segue la monotonia di f. Sia z € K e sia j tale che x € K e
per ogni n > N si ha

(@) = falx) < f(by) = fulag) < 1f(05) = fr(®)] + [ fn(bs) — falay)| < 26,

ed analogamente

f(@) = fal@) = f(a5) = fn(bs) = =|f(az) = falas)| = [fnlaz) = fu(bs)] = —2¢,

ossia |f(z) — fn(z)| < 2¢ per ogni n > N e per ogni x € K il che prova I’asserto. Per il caso in cui le

fn sono monotone decrescenti basta applicare quanto dimostrato a —f, e —f. |

Complemento 1.2: Equicontinuita e Teorema di Ascoli—Arzela

Definizione 1.65 Una famiglia di funzioni {fa|a € A} (dove A # @ ¢é un insieme arbitrario)
fa : E C R — R si dice equicontinua (su E) se Ve > 036 > 0 tale che |fa(z) — fa(y)| < €,
Vae AeVax,yeE conl|r—y|<$.

Alcune proprieta elementari di successioni equicontinue sono raccolte nella seguente

Proposizione 1.66 Sia {f,} una successione equicontinua su E C R.
(i) Se fn(z) convergeV = € D, con D denso in E, allora fn(z) convergeV z € E;
(ii) se E é compatto e fn(x) = f(x) V x € E allora f,, converge uniformemente a f in E;
(iii) se E é compatto e sup |fn(z)| < co per ogni x € E, allora supsup | fr(z)| < co.
n n E

Dimostrazione (i): Sia zo € E e € > 0. Dalla definizione di equicontinuita segue che
<
3

Poiché D ¢ denso in E esiste T € D tale che |T — zo| < §. Sia N > 1 tale che |fn(Z) — fm(T)| < €/3
per ogni n,m > N (criterio di Cauchy per la successione convergente {f.(Z)}). Allora, per ogni
n,m> N,

|fn(20) = fm(@o)| < [fn(zo) = fn(Z)| + |fn(Z) = fin (D) + [fm(Z) = frm(wo)| <€,

il che significa che {fn(z0)} & una successione di Cauchy e quindi convergente.

36>0: |fu(z) — fu(y)] < Vn Vz,ye Econlz—y|<d. (1.63)

(ii): Dato & > 0 sia § come in (1.63) e si osservi che prendendo il limite per n — oo si ha anche che
|f(z) — f(y)| < €/3. Poiché E & compatto si possono trovare k intervalli aperti B; di centro z'¥) € E
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di lunghezza 26 tali che E'C By U---U By. Poiché f,, converge puntualmente su E, esiste N tale che
[fn(z®) — f(zP)] < €/3 per ogni n > N e per ogni 1 <4 < k. Dato un qualunque punto = € E
esiste un 1 < j < k tale che z € B; e quindi |z — ;c<])| < 0. Dunque, per ogni n > N si ha

[fa(@) = F(@)] < |fal@) = @) + [ (@) = f@D)] + |f(&9)) - f(2)| <& .

(iii): Dato e siano §, Bi,...,Bx come qui sopra. Sia M = sup sup|fn(x<i))|. Sia & un qualunque
1<i<k n

punto in E e sia (come sopra) j tale che |z — 2| < §. Allora per ogni n
; ; €
[fu(@) < |fa(@) = fal@D)] + | fa(a?)] < 3+M,
da cui segue anche (iii). i

Teorema 1.67 (Ascoli, Arzela) Sia E C R un insieme compatto e sia {fn} una successione equi-
continua di funzioni su E tali che sup,, |fn(z)| < co per ogni x € E. Allora esiste una successione
{nr} di interi tali che f,, converge uniformemente su E.

Lemma 1.68 (Trucco diagonale di Cantor) Siano af’ numeri reali (con n,j € N) tali che, per
ogni j, sup,, |a£f)\ < 00. Allora esiste una successione di interi ny tale che le successioni {a%,j}kzo
convergono per ogni j.

Dimostrazione Poiché {ag)} ¢ limitata esiste una successione {n,(cl)} tale che a(l()l) converge; ana-
g,

k
logamente essendo {af;(c)l)} limitata esiste una sottosuccessione {nl(f)} di {ng)} tale che af()z) conver-

k
ge; proseguendo indefinitivamente in tal modo si ottengono successioni di interi {ng)} tali che: (a)

{nffﬂ)}kzo & una sottosuccessione di {n}?}kzo; (b) a(j()i) converge (per k — 0o) per ogni 1 < j <.
"k

Definendo ny := nfck

Dimostrazione (del Teorema di Ascoli-Arzeld) Sia D := {r; : j € N} una numerazione dei razionali
in E (cosicché D & denso in E). Dal punto (iii) della Proposizione 1.66 segue che esiste M tale che

) si ha I'asserto (infatti, per ogni j, {n;,n;+1,...} & una sottosuccessione di {n;j)}.

|fn(z)] < M per ogni n e per ogni x € E. Applicando il Lemma 1.68 con ) = fn(r;) si ha che
esiste una successione {ny} tale che fy, (r;) converge (per k — oo) per ogni r; € D. Dal punto (i)
della Proposizione segue che fy, () converge per ogni « € E e per il punto (ii) della Proposizione la

convergenza ¢ uniforme in E.

Complemento 1.3: Integrazione di funzioni vettoriali di variabile reale

Discutiamo brevemente come integrare una funzione vettoriale continua f : [a,b] — R", con n > 2.

Sia t € [a,b] = f = (f1(t),..., fn(t)) € R™ una funzione continua (il che significa che le n funzioni
scalari f;(t) sono funzioni continue sull’intervallo chiuso [a, b]) e definiamo

/abf(t) dt = (/abﬁ(t)dt ,...,/abfn(t)dt) . (1.64)

E evidente che da tale definizione segue che I'integrale di funzioni vettoriali continue di una variabile
reale & una operazione lineare.

E immediato, anche, verificare che vale il Teorema fondamentale del calcolo: se f € C([a,b],R™) e se
t
F(t) = / f(s)ds per un qualunque to € [a,b], allora F'(t) = f(t).
to
Inoltre, dalla teoria dell'integrazione di Riemann®® segue che, per ogni f € C([a,b],R),

b . 1 & . b—a
/af(t)dt_ngan;f(ti), bi=ati . (1.65)

585 veda, per esempio, Proposizione 8.19 di [C2019].
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Dunque, se | - | & una qualunque norma in R", se ¢; & come in (1.65), si ha
b 1 1 1
[roa] = |(m 5 e im 5 35 w0) | = i 53 560
N

N b
. ngnw%;wm: / ors

Abbiamo dimostrato: se f € C([a,b],R") e se |- | & una qualunque norma su R™ allora

/abf(t)dt‘ < /ab\f(t)\dt . (1.66)

Osserviamo, infine, anche che se f € C([a,b],R") e A € R™*"  allora®

A/bf(t) dt = /bAf(t) dt . (1.67)

Gli argomenti usati si estendono immediatamente anche al caso di funzioni a valori matriciali:

Sia I un intervallo di R e sia t € I — A(t) una funzione a valori nell’insieme R™*™ delle matrici n xm;
ossia, per ogni ¢ € I, A(t) & una matrice n X m con elementi A4;;(t) (con1 <i<nel<j<m).
Diremo che la funzione t € I — A(t) € R™*™ & continua, ovvero A € C(I,R"*"™), se sono continue
le nm funzioni A;;(t) (per ogni i,5). Analogamente diremo che t € T — A(t) &¢ C*(I,R™™) se sono
C* le funzioni t — A;;(t) e per definizione la derivata di A sara data dalla matrice di elementi
Aj;(t) ovvero, per ogni i, j, (Aij (t)), = Aj;(t). Se A e C(I,R™™™) possiamo definire ’integrale di
A integrando elemento per elemento, ossia, per definizione, J}A(t)dt ¢ una matrice n X m tale che

(/IA(t)dt) L= /IAij(t)dt . (1.68)

E’ immediato verificare, anche in questo caso il Teorma fondamentale del calcolo:
t
se A € C(I,R™™™) e, per ogni to € I, la funzione t — B(t) = / A(7)dT appartiene a C*(I,R™*™)
to
e B'(t) = A(t).

Complemento 1.4: Disuguaglianze di Holder e Minkowski. Norme p su R”

Le norme introdotte in § 1.2 su R™ sono esempi particolari delle cosiddette ‘norme p’.

Sep>1lexzeR" (oxze€C"), definiamo

|z|p = (i|$i|p)%- (1.69)

=1

La disuguaglianza di Holder € una generalizzazione della disuguaglianza di Schwarz: siano x; e y;,
i =1,...,n numeri reali (o complessi), e siano p e q due numeri reali maggiori di 1 e coniugati cioé

+-=1, p,g>1, (1.70)

"=
Q=

allora, si ha:

n n

S teanl < (o) (S twl?)* = el o (.7)

i=1 =1

=

dove € = (1, ...y Tn), Y = (Y1, oy Yn) -

La dimostrazione di tale diseguaglianza & basata sulla convessita della funzione esponenziale, come
si evince dal seguente

59Eq. (1.67) segue immediatamente da (1.65) e dal fatto che la funzione = € R™ — Az & continua.
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Lemma 1.69 Siano p e q come in (1.70). Allora per ogni s et in [0,00) si ha

p q
st < %+% 4 (1.72)

Dimostrazione Assumiamo che st > 0 altrimenti la disuguaglianza ¢ ovvia. Dalla convessita della
funzione = — exp(x) segue

1 1
st = exp (logs+logt> = exp (; plogs—|—6 qlogt)

IN

P 4
1 exp(plogs) + 1 exp(qlogt) = Sy “ 1
p q p q

E facile ora dimostrare la disuguaglianza di Holder: se ||, o |y|4 sono nulli significa che z = 0 0 y = 0,
nel qual caso la disuguaglianza & vera (col segno =). Assumiamo dunque che |z|, # 0 e |y|q # 0.
Definiamo

e,

T |z]p T lylg

cosicché (1.71) risulti equivalente a

daibi <1, con Y al=>bl=1. (1.73)
i=1 i=1 i=1
Usando n volte la (1.72), si ha
i=1 TrIm eI

+-o=1,

SEE

1
p
che ¢ quanto volevasi dimostrare. I

Una conseguenza importante della disuguaglianza di Holder ¢ la seguente disuguaglianza di Min-
kowski (che non ¢ altro che la disuguaglianza triangolare per | - |p):

lz+ylp <lzlp+1lylp, Va,yeR™. (1.74)

Dimostrazione Se p = 1 sappiamo che la disuguaglianza & vera. Assumiamo dunque che p sia un
numero reale p > 1. Assumiamo anche che sia z che y non siano nulli (cioé che |z|, # 0 e |y|p, #0) e
definiamo i vettori a,b € R} come i vettori le cui componenti siano

ai =zl , b=y

E evidente che
|z +ylp < la+bl,, |z, = lalp ,  |ylp = |blp - (1.75)

Infine sia ¢ :== p(p — 1)™', cosicché % + % = 1. Allora, essendo (p — 1)q = p, si ha

n n

la+b]p = Z(ai +b) = Z(ai +b;)(ai +b;)P

i=1 =1

= Zai(ai + bi)p_l + Zbi(ai + bi)p_l
i=1 i=1

= (‘G‘P + |b‘p) (i(ai + bi)(Fl)q)%

i=1

= (lalp +0lp) (la +0]5)

P
q

cioe
(lat-0,)" " <laly + [bl,

ed essendo p — % =1 si ha ’asserto. |
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Osservazione 1.70 (i) Ovviamente, per ogni p > 1, |z|, = 0 implica z = 0 e |az|, = |a| |z|p, per

ogni a € R e z € R". Dunque dalla disuguaglianza di Minkowski (1.74) segue che |- |, é una norma

su R™.

(ii) Non ¢ difficile mostrare che®, per ogni z € R™, lir_P |z|p = |2|oo, il che giustifica la scelta del
p—+oo

simbolo per la norma del massimo.

Complemento 1.5: Norme ed esponenziale di matrici

L’insieme delle matrici (n x m) su un campo K (di norma K = R o K = C), denotato con K™*",
ha una struttura naturale di spazio vettoriale®" (su K): se A = (A;), B = (By;) € K™ ", a € K,
(A+ B);; = Aij + Bij e (aA)i; = aA;j;. Tale spazio vettoriale ha dimensione n X m (una base ¢ data
dalle nm matrici (0;5) dove §;; = 1sei=j e d;; = 0sei# j) ed & isomorfo (come spazio vettoriale)
a K™ (il che giustifica la notazione). Quindi, qualunque norma su K™ induce una norma su K"*™
(come ¢ facile verificare). In realta, perd, vi sono norme piu ‘utili’, le cosiddette ‘norme operatoriali’,
che riflettono la funzione di operatori lineari che hanno le matrici.

Questo ¢ il punto di vista di questo complemento, in cui mostreremo come tali norme operatoriali

permettano, in particolare, di estendere le funzioni 1/(1 — x) e €® al caso in cui la variabile reale
sia sostituita da una matrice quadrata.

Norme di matrici

Proposizione 1.71 (i) Siano |- |4 € |- |» due norme arbitrarie in, rispettivamente, K™ e K" e per

A€ K™™ si definisca

| Alla,p == sup [Az[s . (1.76)
zeK™
|zla=1
Allora || - [|a,p ¢ una norma su K™*™ e (K™, || |la,p) € uno spazio di Banach®. Inoltre,
|[Az|p < [|[Allap |T]le, YAEK™™ VzeK™. (1.77)
Nel caso speciale a = b = oo si ha
Ml = Al = max 3" 1441, (1.75)
Sisn i~

dove A;j denotano gli elementi di matrice di A.
(i) Siano |-|a, |6 €|-|c tre norme arbitrarie in, rispettivamente, K™, K" e K?. Allora, se A € K™*™
e se Bc K™*P si ha che

|AB|lc,s < [|Allasl|Bllca - (1.79)
Inoltre se I,, denota la matrice identita in K™*™ si ha che ||Ip]|a,a = 1 per ogni scelta della norma
[-]a in K™: (K™",|| - |la,a) € una algebra di Banach.
(iii) (Serie di Neumann®) Sia A € K™ ™ e ||-||:=|| - |la,p- Se ||A]| < 1 allora la matrice (I, — A)
¢ invertibile €%
oo N
(I, —A)~ ' = ZAk OVVero ]\}im (I, — A" — ZA’“H =0. (1.80)
— 00
k=0 k=0

Dimostrazione (i): che (1.76) definisca una norma ¢ immediato come ¢ immediato verificare che
anche [|A||:= max; ; |A;j| & una norma. Dunque, poiché dalla Proposizione 1.36 segue che le norme
-1l el |la,p sono equivalenti & sufficiente dimostrare che K™*™ & uno spazio di Banach rispetto alla
norma || -||. Ma la convergenza in norma || - || & equivalente alla convergenza elemento per elemento
e dunque dalla completezza di K segue la completezza di (K™*™, || - ||).

60Bs 1.4.

61per informazioni generali di algebra lineare, si veda I’Appendice D.

62Le norme (1.76) vengono dette norme matriciali o norme operatoriali.
63, https://en.wikipedia.org/wiki/Neumann_series.

6440 .— I,, per qualunque matrice A (inclusa la matrice nulla).
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Per z = 0 la (1.77) & verificata (con =). Sia 0 # = € K™, allora, dalla definizione di || - ||a,5, Segue
che .
A ]| < 14l
|z

il che & equivalente a (1.77).
Per verificare (1.78) si osservi che se © € K™ con |z|oo < 1 (ovvero |z;| < 1 per ogni j),

|A| oo := sup | > Agzs| <sup Y |Ay||zs] < sup Y | [Ajl
1 j 1 j 1 J

m
ovvero [|Allso,co < sup Z\AU\ D’altra parte, sia io tale che sup; Y-, |Ai| = 32 |Aig;| e sia
1<i<n —y

xj:= segno(A;y;) se Aiy; # 0 e x; = 1 altrimenti; allora si ha che |z = 1 € A;y;2; > 0. In tal caso

sup Y |Aij] = > [Aigsl = > Aigjas = | Y Aigsw;| < [|Allos,c0 il che prova (1.78).
i i i i

(ii): se z € K? con |z|. = 1 allora (per associativita del prodotto tra matrici) e per la definizione
(1.76) si ha che
|ABz[y < [|Allap [Bzla < [|Allas [|Blle,a »
il che implica (1.79). L’asserto su ||In||a,» & ovvio.
(iii): poiché ||A|| < 1, dal punto (ii) (iterato) segue che ||A*|| < ||A||* per ogni k e dunque, per ogni

M >N >0,

M M
’ Z AkH < Z |A|l®, quantitd che tende a zero al crescere di N. Questo significa
k=N k=N

N
che la successione ‘delle ridotte’ {ZAk} & una successione di Cauchy e quindi, per il punto (i),
k=0

ammette limite in (K™*™, || -|). Sia B tale limite e facciamo vedere che B coincide con 'inversa di%
(I, — A):
N N
— (1 KT _ A — 1 —_
B(I,—A) := (1\};11%0 kgoA )(In — A) A}gr(l)o kgo (A%(In, — A))

= lim I, —AV"' =1, ,
N —o00

ma dire che B = (I, — A)™' & equivalente alla (1.80). i

Esponenziale di matrici

N pk
A

Sia A € K™*™ e consideriamo la successione di matrici ey (A4) == { E F} Se M > N >0,
k=1 "

™
==
|
M=
=]
Il

M k M k
A A
|3 wl= 2 1%l
N+1 k=N+1
i IAL*
kK

IA
|
N
=
=
IA

ma questa & la coda della serie esponenziale®® exp(||A||) = el e, quindi, la successione {en(A)} &

di Cauchy e il suo limite &, per definizione, la matrice esponenziale di A:

lim en(A) = lim Z o Z i exp(A) = e?. (1.81)

N— o0 N— oo

65Si noti che se B e C sono due matrici quadrate e BC = I,, allora B = C~!: infatti da BC = I, segue
che (det B)(det C) = 1 e quindi sia B che C sono invertibili e moltiplicando a destra ambo i membri della
relazione BC = I, si ottiene B = C~1! (e, invertendo ambo i membri di tale relazione, B! = C). Si osservi
anche se {Ay} tende a A (ciog, per definizione, ||A; — A|| — 0) allora, per ogni B, {A; B} tende a AB; infatti:
14, B — ABJ < | Ay, — Alll[B]l > 0.
Si veda, per esempio, [C2019], Cap. 5.
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Dalla definizione e dal calcolo appena fatto segue immediatamente che
exp(0) = I, lexp(A)| < exp(||4]),V A€ K™*™. (1.82)

Estendiamo, altre proprieta dell’esponenziale al caso matriciale.

Se A, B sono due matrici in K™*™, si definisce il commutatore di A e B la matrice [4, B] € K™*™
definita da
[A,B]:=AB - BA . (1.83)

Si dice che due matrici quadrate commutano se il loro commutatore & nullo. Osserviamo che per
due matrici che commutino vale la formula del binomio di Newton cioé:

k
[A,B]=0 = (A+B)" Z()A’Bk’. (1.84)
7=0
Per esempio (A + B)? = A + AB + BA + B? ma poiché AB = BA (essendo [A, B] = 0) si ottiene la
formula nota del quadrato di un binomio A% 4+ 2A4B + B?. Naturalmente se A e B non commutano
la formula di Newton &, in generale, falsa: per esempio

() =) = wanh ),

A*=B>=0, A2+2AB+B2:(§ 8>¢(A+B)2=[. (1.85)

Il fatto che, per due matrici che commutano, valga la formula del binomio di Newton permette di
adattare in maniera ovvia la dimostrazione della formula di addizione per la funzione reale x € R —
e” = exp(z) e di ottenere il seguente “teorema di addizione per esponenziali di matrici”:

[A,B]=0 = eMB =t P =Pt (1.86)
In particolare tale relazione implica che: se A e B commutano allora commutano anche le matrici e
e eP. Si noti anche che, poiché A e —A commutano, si ha che

A —A —A A 0
e e =e et =e =1

ovvero la matrice exp(A) é sempre invertibile e la sua matrice inversa & exp(—A).

Calcoliamo ora la derivata di e** dove A & una matrice quadrata assegnata e t & una variabile reale®”

Consideriamo dunque il rapporto incrementale in ¢ € R: poiché e e e?* commutano per ogni t ed
s in R, si ha, per ogni numero h # 0,

AUTR) _ At e eAh ] eAh e (187

h h h o h ’ ’
Inoltre®®
Ah __ o0 Ah j
€ :Z( ) = A+ hB(h) ,
; h j!
Jj=1
> AJ+2 0 o
ove B(h Z . Per |[h| <1siha ||B(h)| < Z IAI7*2 /(5 +2)! < oo (che & un numero
=0 =0
’ eh 1
indipendente da h); quindi h||B(h)|| — 0 per h — 0 e questo & equivalente a dire che }lbir% — = A,
—
dunque, da (1.87) segue che
A(t+h) _ At
At\/ . & — € At At
(e™) Jim 5 e e (1.88)
67 In generale, se X e Y sono spazi normati dotati di norme, rispettivamente, || - ||x e || - ||y, si possono

considerare funzioni f : © € E C X — f(z) € Y ovvero funzioni con variabile in X e a valori nello spazio
normato Y: f & continua in zg € Ese Ve > 03§ > 0 tale che ||f(z) — f(zo)||ly < & per ogni z € E con
|z — zol|x < &; f(z) tende a yo per x che tende a zq, e si denota yo = limgz—4, f(x), se Ve > 03§ > 0 tale
che || f(z) — yolly < e per ogni & € E con 0 < ||l — xo||x < J. Se lo spazio “di partenza” X ¢ il campo degli
scalari K anche la nozione di derivata di f(¢) si da nel solito modo: ovvero f’(to) & la derivata di f in to se

esiste il limite del rapporto incrementale (che & un elemento dello spazio normato Y') (f(t) — f(t))/(t —t) per

t che tende a t.
68Si osservi che se A(F) € K™X™ & una successione di matrici convergente alla matrice A (ovvero [|A%) —
Al| = 0) allora per ogni scalare a si ha che aA(¥) — aA: infatti ||aA®*) — aA|| = |a] |A®) — A].
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Osservazione 1.72 In generale,se A, € K"*™ e A, — A (rispetto ad una norma matriciale), allora
|Arz — Az| < ||Ak — Al||z| — 0 per ogni € K™. Analogamente se A(t) — A (ossia, ||A(¢) — A|| — 0)
per t — to, allora A(t)x — Az uniformemente in x € K™. In particolare, da (1.88) segue che

pA+h) . _ AL,

(eAtﬂc)/ := lim

_ O AAt At
lim 3 =Ae"'x =" Az, V. (1.89)

La forma canonica di Jordan®® permette di calcolare esplicitamente 1’esponenziale di una matrice
A € C™*" e pil in generale della matrice At con t € R.

Per calcolare la matrice et = exp(At) con A € C"*™ e t € R, facciamo due osservazioni preliminari:
(a) Se A=U"'BU, allora, essendo (come & immediato verificare), A* = U~'B*U, si ha che

A A S UTBU 71(?’:31

o )U:U*leBU. (1.90)

k=0 k=0 : k=0

(b) Sen > 2,le potenze di J,, (0)t = [0,teV), ..., te(" V)] sono date da (come & immediato verificare)

da
[0, 0,0, teV), .,.,te("fk)] , sel<k<n,
k v
(Jn(0)t)" = o volte (1.91)
0, sek>n.
Quindi,
¢ 2
2
2O _ (é i) RO P (1.92)
0 1
e, per n > 4:
2 3 n—1
1 t t?' 137 (2—1)1
5 .
0o 1 t L
%) k n—1 k . . . . . 3
In(0)t (Ju(0))" AL T T L
> kK T S (1.83)
k=0 k=0 : : 2
2!
: . t
0 ... .. . L. 1
Quindi se U ¢ la matrice che coniuga A alla sua forma canonica di Jordan™ J := block(Ji, ..., Jk)

con J; = Jp, (i) per 1 <1i <k, si ha che

A Ue’'U™! = Ublock (eJlt7 ...76J’“t)U_1 , (1.94)

71

Jit Jn, (0)t NitIn, +Jn, (0)

e =e = etiteTni (Ot (1.95)

=e
con e’ (O come in (1.92) e (1.93) con n sostituito da n;.

Complemento 1.6: Spazi di Banach e spazi di Hilbert

Come gia detto, gli spazi normati (Definizione 1.8) sono spazi metrici: se (X, | - ||) & uno spazio
normato e se poniamo, per ogni z,y € X, d(z,y) = ||z — y||, ¢ immediato verificare che d & una
metrica su E.

Definizione 1.73 Uno spazio normato completo’ > prende il nome di spazio di Banach™.

69gi veda I’Appendice D.9.

70Ctr. (D.96).

71)\itInl. commuta con ogni matrice di ordine n;.

72 Nella topologia indotta dalla norma.

735tefan Banach (1892-1945) https://en.wikipedia.org/wiki/Stefan_Banach.
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Uno dei pit importanti esempi di spazi di Banach ¢ lo spazio di funzioni continue rispetto alla metrica
uniforme.

Fissiamo un insieme arbitrario non vuoto £ C R™. L’insieme delle funzioni continue su E a valori in
R™, C(E,R™), & uno spazio vettoriale su R. Se f € C(E,R™), poniamo™

[fllee = £z, = sup|f] := sup |f(z)]; (1.96)
E 2B
definiamo, poi,
B ={feCE,R™): ||flle <oo}. (1.97)
E immediato verificare che || - ||, & una norma su % e quindi che (%, || - ||..) & uno spazio normato.
Si noti che la convergenza in (%, || - ||..) non & altro che la convergenza uniforme”.

Dalle Proposizioni 1.56 e 1.58 segue poi che tale spazio normato ¢ completo:

Teorema 1.74 (%B,| - ||..) € uno spazio di Banach.

Dimostrazione Sia {fx} una successione di Cauchy in %8. Dal Lemma 1.55 segue che {fi} converge
uniformemente ad una funzione f. Per la Proposizioni 1.56 f & continua su E e per la Proposizione 1.58

la funzione f & limitata. Quindi f € %.

Altri esempi di spazi di Banach (infinito dimensionali) sono dati dagli spazi di successioni. Definiamo,
per ogni p > 1,

> 1/p
¢ ={x={zx} ke N—ax ERe |z, := (Z \mkw) < +oo}. (1.98)
k=1
Allora si ha"®:
Proposizione 1.75 (7, || - ||,) & uno spazio di Banach per ognip > 1 o p = oo.

Dimostrazione Sia p > 1. Innanzitutto osserviamo che dalla disuguaglianza di Minkowski 1.74
segue che || - ||, € una norma su £?: infatti, se z,y € £, allora, per ogni n € N si ha che

1/p (1.74)

~ ~ 1/p " 1/p
(Dt +wel?) " = (X lwl) T+ (D wl?) < el + o
k=1 k=1 k=1

da cui, prendendo il limite per n — oo, segue la disuguaglianza triangolare per || - ||, su ¢° (la non
degenerazione e la omogeneita sono ovvie).

Siaorae > 0 e sia {(")} una successione di Cauchy in ¢?. Allora esiste jo € N tale che ||z -z ||, < &
per ogni i,j > jo e dunque

" . . 1/p
(Z\mg“—x;”w) <e VYneN, Yij>jo. (1.99)
k=1

In particolare, per ogni k sono di Cauchy le successioni di numeri reali {a:,(j >}jeN e dunque (per la

completezza di R) esiste zx € R tale che 2 = lim :B,(f). Prendendo prima il limite per j — oo e poi
j—oo

il limite per n — oo in (1.99) si ha che |z — ||, < e per ogni ¢ > jo. Questa relazione implica che

x € (P e che limz'Y = z (che per definizione significa che ||z — ||, — 0).

La dimostrazione nel caso p = co & analoga (ma pill semplice) e viene lasciata per esercizio”" . |

74Naturalmente7 se f non & limitata, tale estremo superiore & uguale a 4o0c.

750Ossia, || fx — flleo — se e solo se f — f uniformemente su E: cfr. Osservazione 1.54—(ii).
Si ricordi la definizione di £°° data nell’Esempio 1.47—(iii).

"TBs 1.59.
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Spazi di Hilbert
Generalizziamo ora la nozione di prodotto scalare e ortogonalita in spazi astratti:

Definizione 1.76 Sia X uno spazio vettoriale su R. Un prodotto scalare su X, é un’applicazione
(,) : V x V = R bilineare, simmetrica e definita positiva, ossia, tale che

@) (zy) = (y,2), Vr,ye X, (simmetria)
s (+y,2) =(2,2) +(y,2), Vo,y,2 € X, . N

@ { G oy Vaye X, VaeR, (linearitd)
(iii) (z,z) >0, VeeX, x#0. (positivita)

Osservazione 1.77 (i) Si osservi che da (i) e (ii) segue che il prodotto scalare ¢ lineare anche come
funzione della seconda variabile y € X — (z,y) (il che spiega il termine ‘bilineare’). Si noti anche
che dalla linearita segue che (z,0) = 0 per ogni z € X.

(ii) Su R™ & possibile definire prodotti scalari diversi dal prodotto scalare euclideo: esempi di prodotti

scalari su R™, infatti, sono dati da {(x,y) := = - Py con P matrice (n x n) definita positiva’®.

(iii) Dalla linearitad segue immediatamente la seguente generalizzazione del quadrato di un binomio
(cfr. (1.11)):
(z4+y,z+y) = (z,z) + (y,y) + 2(z,y), Ve,ye X. (1.100)

Dalla (1.100) si ottiene (con la stessa dimostrazione!) la seguente generalizzazione della Proposizio-
ne 1.4:

Proposizione 1.78 (Disuguaglianza di Cauchy) Sia (-,-) un prodotto scalare su X. Allora,

[{z, )| < V{(z,x) (y,v) , VayeX. (1.101)

Se, ora, poniamo
|2l == V/(z,2), VaeX, (1.102)

vediamo (come nel caso di R™) che dalla disuguaglianza di Cauchy segue la disuguaglianza triangolare
lz+yll <llzll +llyll, VazyeX. (1.103)

Dunque, || - || soddisfa gli assiomi (a), (b) e (c¢) di norma nella Definizione 1.8 ossia:
uno spazio vettoriale X su cui é definito un prodotto scalare (-,-) & uno spazio normato con norma
|| - || definita in (1.102).

Definizione 1.79 Uno spazio vettoriale X, su cui é definito un prodotto scalare (-,-), completo
rispetto alla distanza indotta dalla norma (1.102) si chiama spazio di Hilbert.

Chiaramente R™ ¢ uno spazio di Hilbert rispetto prodotto scalare standard (essendo la norma
Euclidea™ |z| = (z - x)/?).

Un esempio importante di spazio di Hilbert infinito dimensionale & dato da ¢? dotato del
prodotto scalare

(@,y) = whyn - (1.104)
k=1

Innanzitutto si osservi che se z,y € £2, allora, ricordando la disuguaglianza di Hélder (1.71)
con p = q = 2, si ha che, per ogni n € N,

n n 1 n 1

2 2
Slwawl < (D 1al?) (X wil?)” < Uizl lylz
i=1 i=1 i=1

e quindi, prendendo in tale relazione il limite pe n — oo si vede che il prodotto scalare in
(1.104) & ben definito su ¢2. Inoltre, ||z|s = (z,2)'/? e dalla Proposizione 1.75 segue che
(2,] - ||l2) & completo e dunque che & uno spazio di Hilbert.

78Una matrice reale, simmetrica (n x n) P si dice definita positiva se 2 - Px > 0 per ogni « € R™\{0}.
T9Cfr. §1.1e§ 3.
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Complemento 1.7: La proprieta di Heine—Borel

Come visto nell’Osservazione 1.48—(ii), in spazi metrici (o normati) generali & possibile avere successio-
ni da cui non ¢ possibile estrarre alcuna sottosuccessione convergente. Questo fatto ha naturalmente
ripercussioni sulla nozione di compattezza in spazi metrici generali®’. In uno spazio topologico (e,
quindi, in particolare, in uno spazio metrico) la proprieta di Heine—Borel & la definizione di
insieme compatto.

Come gia anticipato, in spazi metrici generali, non vale il Teorema 1.28; il teorema pero, si estende
se la nozione di limitatezza viene sostituita dalla nozione di totale limitatezza:

Definizione 1.80 Un sottoinsieme E C X di uno spazio metrico (X, d) si dice totalmente limi-
tato se Ve > 0 esistono n sfere di raggio €, Be(x:), tali che E C |J!_, Be(x:).

Osservazione 1.81 (i) Sinoti che se E & totalmente limitato & limitato: infatti se E C (JI_, Be(z:) e
se r = maxi<;<n d(z;, 1), dalla disuguaglianza triangolare segue che, se x € B.(x;) allora d(z,z1) <
d(z,z;) + d(zj,21) <e+requindi E C Bry(z1).

(ii) L’insieme E formato dai valori della successione dell’esempio nell’Osservazione 1.48—(ii) & un
insieme limitato ma non totalmente limitato®".

Teorema 1.82 (Heine—Borel) Sia (X,d) uno spazio metrico e @ # E C X. Allora le sequenti
proprieta sono equivalenti:

(a) E & compatto®;

(b) E & compatto per successioni™;

(c) E é chiuso e totalmente limitato.

Dimostrazione Tutte le implicazioni sono dimostrate ‘per assurdo’.

(a) = (b): Supponiamo, per assurdo, che esista una successione {z;} in E che non ammetta una
sottosuccessione convergente e, quindi®®, I'insieme dei suoi valori X = {xj|j € N} non ha punti di
accumulazione. Dunque, per ogni z € E, esiste una sfera aperta di centro x, B(xz), tale che #{j €
N} xj € B(x)} < 4o00. Chiaramente, E C | J, .5 B(x) e, per compattezza, esistono x1,...,xy € E tali
che £ C Uj\;l B(z;). Ma, allora, N = {j € N|z; € E} = Ur e N|z; € B(wk)}, che & un insieme
finito: contraddizione.

(b) = (c): Sia {z;} una successione in E convergente. Per (b), esiste {z;, } convergente ad un
punto T € E ed, allora, x; — Z: questo significa che E & chiuso.

Supponiamo, ora, per assurdo, che F non sia totalmente limitato, ossia, che esista ¢ > 0 tale che
nessuna collezione finita di sfere aperte di raggio € ricopra E. Sia x1 un qualunque punto di E e sia
By := B.(z1). Sia z2 € E\Bi e sia By := B.(z2). Proseguendo in tal modo iterativamente otteniamo
una sequenza di sfere B; di raggio ¢ e centro z; tali che z;41 € E\ Uizl By. Quindi se j > 1,
d(zj,x;) > €, e questo implica che {z;} non ammette sottosuccessioni convergenti: contraddizione.

(¢) = (a): Supponiamo, per assurdo, che E non sia compatto, ossia, che esista un ricoprimento
aperto di F, {Ej‘j € J}, da cui non sia possibile estrarre alcun sottoricoprimento finito di E.

5

Poiché E ¢ totalmente limitato, esistono ni insiemi aperti Agl) di diametro®® non superiore ad 1 tali
che £ C ;11 A;l) (in questo primo passo gli A;l) possono essere delle sfere aperte di raggio 1).
Non tutti gli A;l) possono essere ricoperti da un numero finito di E; (altrimenti esisterebbe un
sottoricoprimento finito di E formato da E;). Sia A; un tale A;l)A Poiché E & totalmente limitato,
esistono ng sfere aperte B](?) di diametro 1/2 tali che A; C Uiz, B;z) e quindi A; = Uiz, A§.2) con
A§2) = B;Q) NA;: gli A§-2) sono insiemi aperti di diametro non superiore a 1/2 e Ag-?') C A(ll). Come
prima, non tutti gli AZ@) possono essere ricoperti da un numero ﬁnito di E;. Sia A, uno di tali Al@).
Iterando, otteniamo una sequenza di insiemi aperti non vuoti A; di diametro non superiore a 1/j,

80s;j ricordi che nella implicazione (¢) = (a) del Teorema 1.28 si & usato il Teorema di Bolzano—Weierstrass.
8l5e ¢ < 1/2, non & possibile ricoprire E con un numero finito di sfere di raggio ¢ (Es. 1.25).
82Ossia, FE soddisfa la proprieta di Heine—Borel.
83Ossia, comunque presa una successione {z} in E esiste una sottosuccessione di {x} con limite in E.
84S noti che una successione {x;} ammette una sottosuccessione convergente se e solo se I'insieme dei suoi valori X :=
{;c]! j € N} ammette un punto di accumulazione.

8511 diametro di un sottoinsieme non vuoto A di uno spazio metrico ¢ definito come diam(A) = sup, e a d(z,y)-
Dalla disuguaglianza triangolare segue che una sfera di raggio r ha diametro 2r.



© L Chierchia — 2023 43

tali che A; D Ay D --- e tali che nessun A; puo essere ricoperto da un numero finito di ;. Scegliamo
x; € A;, per ogni j. La successione {z;} & di Cauchy (se i > j, @i € A; e d(x,z;) < 1/i). Quindi,
essendo F chiuso, z; — T € E e (essendo {E;} un ricoprimento di E) esiste i tale che Z € E;.
Poiché E; & aperto, esiste 6 > 0 tale che Bs(z;) C E;. Sia, ora, N > 2/§ tale che d(zn,ZT) < /2.
Allora, se z € Ay, d(z,zn) < 1/N (essendo diam(Ax) < 1/N) e quindi z € By/n(zN) C Bsja(xn)
(essendo 1/N < §/2): ossia, An C Bs/2(xn). Inoltre, Bs/o(xn) C Bs(z) (essendo d(Z,zn) < 6/2).

In definitiva, avremmo AN C E;: contraddizione.

Esempio 1.83 Sia D C R un insieme compatto e sia X C C(D,R) una famiglia di funzioni limitate
(nella norma del sup) e equicontinue (Definizione 1.65). Allora, dal Teorema di Heine-Borel 1.82 e
dal Teorema di Ascoli-Arzela 1.67 segue che X & compatto nello spazio di Banach (C(D,R), || - ||so)-

Esercizi

Esercizio 1.1 Dimostrare che il segno di uguaglianza in (1.12) vale se e solo se y = 0 oppure se
y#0ex=tyconteR.

Esercizio 1.2 Si verifichi che le funzioni definite in (1.16) siano delle norme su R™.

Esercizio 1.3 Si dimostri che le costanti davanti alle norme in (1.18) sono ottimali, ossia non
esistono costanti piu piccole per cui valga una delle relazioni (per ogni « € R).

Esercizio 1.4 Si dimostri che, per ogni z € R", ligl |z]p = |2]co-
p—+00

Esercizio 1.5 (i) Dimostrare che (R", o) con ¢ definita nella Definizione 1.11 & uno spazio topo-
logico (Definizione 1.12).

(ii) Dimostrare che se (X, %) & uno spazio topologico e Y C X allora la famiglia di insiemi J :=
{ANY|A € F} forma una topologia su Y.

Esercizio 1.6 Dimostrare che se ¢ = g(¢) ¢ una funzione di una variabile, continua in to € R e
f=f(z1,...,xzn) = g(zn) allora f(z) & continua in Z, V T € R™ tale che Z,, = to.

Esercizio 1.7 Sia f(z):= sen(z125°°) + exp(|z|?), z € R*. Trovare un § > 0 tale che se |z| < §
allora | f(z) — f(0)| < 1/100.

Esercizio 1.8 Fissato ¢ > 0, si trovi un § tale che |f(z) — f(Z)| < € per ogni | —Z| < § nei seguenti
casi:

@) f(x)=lz|*, >0, z€R", 2=(0,1,1,2) e Z = 0;

1
(ii) f(x):senﬁ, reR®, T=(-1,0,-1);
3

anh|z|,, z€R", z=(1,..,1);

—~
=
~
—~

8

~

I
— >

(Vl) f(a?) = ‘q;|3/2’ tanh|x|l) , c R47 7= (071’172)
2 2
. e £ 0,
Esercizio 1.9 Sia®® f(x,y) = ™ + 2arctan(y/z)
. VY) =
2
12!77 sex=20.

(i) Si calcoli, per ogni 6 fissato, il lim, o+ f(r cos@,rsenf).
(ii) E continua f nell’origine?

86arctan 0 = 0.
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Esercizio 1.10 (i) Sia f(z,y) definita in un intorno di (0, 0) ed a valori in R. Dimostrare la seguente
affermazione:

SeV e > 0,38 >0 tale che, per ogni 0 < r < d e per ogni 0, si ha |f(rcosf,rsenf) — f(0,0)| < e,
allora f & continua in (0,0).

(ii) Discutere tale risultato in connessione con I'Es 1.9.

2

x
e e @) #(0,0),
Esercizio 1.11 Sia f(z,y) =4 * 7Y

0, se (z,y) = (0,0).
(i) Dire se f & limitata o no sugli insiemi: A := {(z,y)|[(z,y) <1} e B:={(z,y)||(z,y) > 1}.
(ii) Si calcoli, fissato (a,b) # (0,0), il th%l_,_ f(ta,tb).
—
(iii) E continua f nell’origine?

. . . 1 . .
Esercizio 1.12 Sia f: (z,y) € RL — = + LA y € R. Dimostrare che  lim  f(z,y) = +oo.
r Yy [(@,y)|—=+o0

Esercizio 1.13 (i) Siano z(©,z("
realizza la poligonale P(z?, ..., z().
(ii)* Sia {z®} una successione in R™ con 2" — Z. Mostrare che linsieme I := |J, ., P(z™", ..., 2(¥))

..,z punti di R™. Scrivere esplicitamente il cammino che

¢ una curva di estremi 2" e z.

Esercizio 1.14* Sia f : E CR" — R™ e & € E. Dimostrare che:
Se per ogni cammino z : [a,b] — E tale che z(to) = T per un qualche a < to < b, la funzione f oz &
continua in to é continua, allora f é continua in Z.

Esercizio 1.15 Si dimostri che se f e g sono due funzioni continue su A C R™ allora min{f, g} e
max{ f, g} sono funzioni continue su A.

Esercizio 1.16 Dimostrare (usando direttamente la Definizione 1.32) che la funzione f : z € R® —
||? & uniformemente continua su By == {z € R™ : |z| < 1}.

Esercizio 1.17 Sia S .= {z € R® : |z| = 1}, Z == (2,0,0), Z = (1,0,0), e si definisca f(z) =
z122(sin |z — Z|) 7. Trovare § tale che |f(x) — f(Z)| < € per ogni « € S? tale che |z — Z| < 4.

Esercizio 1.18 Si dimostri direttamente che I'anello A := {x € R*: 1 < |z| < 2} & connesso per
poligonali, ossia, per ogni x,y € A si costruisca una poligonale che unisca x con y.

Esercizio 1.19 Si dimostri che se E C R™ & connesso per curve ¢ f € C(E,R™), allora f(E) ¢
connesso per curve.

Esercizio 1.20 Sia FE come nell’Esempio 1.39. Si dimostri che E ¢ connesso per curve.

Esercizio 1.21" Si completino i dettagli relativi all’Esempio 1.45—(v).

2

Esercizio 1.22 Per x € R? sia ||z| := 1%0 + 23.

(i) Dire se || - || definisce una norma su R? ed in caso affermativo trovare due costanti positive a e b

tali che a|z|eo < ||z|| < b|z|oo per ogni z € R2.

(ii) Calcolare il || - || -diametro del disco unitario B*:={x € R? : 2] + x3 < 1}, ossia, calcolare il
sup ||z —yl|.

z,yeB%

Esercizio 1.23 Si dimostrino le seguenti proprieta del diametro: (i) diam A = 0 se e solo se A &
costituito da un solo punto. (ii) A & limitato se e solo il suo diametro & finito.

Esercizio 1.24 Si calcoli il diametro di B := {z € R" : |z — zo|p, < 7} per 1 < p < 0.

Esercizio 1.25 Sia £ C X l'insieme formato dai valori della successione in (1.47). Si mostri che £
non e totalmente limitato.
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Esercizio 1.26 Siano {v"),...,v(™} vettori in R™ (0 C") e sia A € K"*™. Dimostrare:

(i) Se i vettori v'? sono linearmente dipendenti, allora lo sono anche i vettori Av®.

(ii) Se A non & invertibile, allora i vettori Av‘” sono linearmente dipendenti.

(iii) Dedurre da (i), da (ii) (e da (xxiii)) che se A o B sono matrici non invertibili, allora det(AB) =
0 =detA-detB.

Esercizio 1.27 (Il gruppo SO(2)). Sia U € SO(2).
(i) Dimostrare che esiste 6 € [0, 27) tale che

(1.105)

U U — (0089 fsen6‘>

senf  cos@

(ii) Dimostrare che se ad un punto x € R? facciamo corrispondere il numero complesso z = 1 + ix2,
I’azione di U in (1.27) corrisponde alla moltiplicazione di z per e*.

[Pitt formalmente, sia ¢ : * € R? = 2z = o(x) = x1 + izs € C. Bisogna allora dimostrare che
o(Uz) = ep(z).]

(iii) Si dimostri che U(0)™!' = U(-9).

Esercizio 1.28 (Il gruppo SO(3)). In virtu dell’esercizio precedente possiamo definire in R?
rotazioni di un angolo 6 attorno ad un asse coordinato:

1 0 0
UD@) =0 cos® —senb]| , (rotazione di 6 attorno a e'))
0 senf® cosf
cosd 0 —senf
U (0) = 0 1 0 , (rotazione di 6 attorno a e'®)
senf 0 cosf
cos§ —senf O
UD @) = [send cosd 0] , (rotazione di 6 attorno a e®) . (1.106)
0 0 1

(i) Si dimostri che se U € SO(3) allora esistono 6, p, ¥ € [0,27) tali che
U=U®@OUY(U® ) . (1.107)
(ii) Si dimostri che (U™ (8)) ™" = UM ().

Esercizio 1.29 Si dimostri che dato x # 0 in R", il piano ortogonale a z, 7., & un sottospazio
vettoriale di R™ di dimensione (n — 1).

Esercizio 1.30* (Curva di Peano) Esiste una funzione continua ¢ : [0,1] — R? tale che ©(]0,1])
= @ :=10,1] x [0, 1], ossia, @ & una curva e ® & un cammino che la realizza.

Si completino i dettagli del seguente schema di dimostrazione:

1) Sia K un quadrato di lato di lunghezza ¢ e lo si suddivida in quattro quadrati di lato £/2. Si fissi
un lato L di K e su di esso si fissi un punto M a distanza £/4 da uno dei vertici di L e si fissi un
altro lato L’ di K diverso da L. Si faccia vedere che esiste una ed una sola poligonale®” di lunghezza
2¢, che passi per i centri dei quattro quadrati in cui & stato suddiviso K e con estremi M ed N dove
N & un punto su L’ a distanza £/4 da uno dei suoi due estremi.

2) Sia a < b. Si ‘parametrizzi’ su [a,b] una qualunque poligonale in R™ ossia, se gli estremi della
poligonale hanno coordinate z e y, si trovi una funzione v : t € [a,b] — v(t) € R™ tale che v(a) = =z,
~v(b) = y e tale che l'insieme {y(¢) : a <t < b} coincida con la poligonale data. [Suggerimento: un
segmento di estremi = e z & parametrizzato su [a, ] da y(t) =z + =2(y — z).]

3) La funzione (o ‘curva’) ¢ sard ottenuta come limite (uniforme) di funzioni continue ¢y, : [0, 1] — Q.
Ogni ¢ sard una parametrizzazione di una poligonale chiusa che passa per ogni centro dei 22k
quadrati di lato 27% in cui si divide Q. Denoteremo con I'y, la poligonale parametrizzata da ¢y, ciod
Ty = {pr(t) : 0 <t < 1}. Primo passo: si divida @ in quattro quadrati di lato 1/2 e sia I'1 la
poligonale formata dai quattro segmenti che uniscono i centri dei quattro quadrati. Secondo passo:

87Una ‘poligonale’ in R™ & l'unione di N > 1 segmenti aventi come estremi coppie di punti (m(l),m(2))7
(@, @) () g (N1,
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Si consideri il quadrato Q1 di lato 1/2 di centro (i, %) e sia T'1 := T N Q1. Si divida Q1 in quattro
quadratl di lato 1/4 (che chiameremo Q3,...,Q3) ed usando il punto 1) si costruisca una poligonale
I'} che passi per i quattro centri di QJ con estremi a distanza 1/8 dai due punti in 'l N @Q1: vi sono
infatti due poligonali con tali proprieta e per eliminare tale ambiguita si scelga quella con uno degli
estremi in (2, 8) Si divida @ in 16 quadrati di lato 1/4, @3, j = 1, ..., 16. Iterando il procedimento
sopra descritto si costruisca la poligonale chiusa I's che passi per tutti i 16 centri dei Q% (e per il
punto (2, g) I's =T2nN QL ete. ). Terzo passo: si generalizzi il procedimento descritto sopra e per
ogni k si costruisca una poligonale chiusa, I'y, che passi per i 22* centri dei quadrati di lato 27% in
cui e possibile suddivedere @. Tale costruzione ¢ unica se si impone che la poligonale passi anche per
il punto (%, 1-— 2,9%)

4) Si parametrizzi I'y tramite @ (t) in modo tale che (pk(z,jﬁ) coincida, per ogni j = 1, ...,2%"

, con
il centro di ch (si noti che T'y, da un ordine ai quadrati di lato 27 per i cui centri passa).

5) Si dimostri che per ogni 0 < t < 1 vale [pr(t) — @ry1(t)] < = e da questo si deduca che
¢k(t) converge uniformemente: il limite ¢(¢) sard dunque una funzione continua da [0,1] in Q (e
©(0) = (3,1)).

6) Si dimostri che ¢ & surgettiva su @ cioé ¢([0,1]) = Q.

7) o & anche iniettiva? [Risposta: no|

Esercizio 1.31 Siano f e fi come nell’Esempio 1.52. Si dimostri che sup(q ;) |fe — f| = 1 per ogni
k.

Esercizio 1.32 Dimostrare che valgono le seguenti due affermazioni: (i) Se un € C([a,b]) e > un
converge uniformemente in (a,b), allora Y u, converge uniformemente in [a, b].

(if) Se un € C([a,b]), > un converge in (a,b) ma > un(a) non converge, allora y . u, non converge
uniformemente in (a,b).

Esercizio 1.33 Studiare la convergenza delle seguenti serie di funzioni di z, (ossia si trovino i
pitt grandi insiemi dove le serie convergono puntualmente, uniformemente e totalmente) al variare,
qualora appaia, del parametro reale a:

(4) g’; J(wa); (5) nilun(x) con uy, (Z )
© 3 o @ s [tran (2)]
O SEYL ) Sl an Seeeer

Esercizio 1.34 Si considerino le serie dell’esercizio precedente e si dia, per ogni z nell’insieme di
convergenza, una stima superiore semplice di | ) un ()| in termini di .

. . n . . . \
Esempio: la serie 3 -, 975 ha come insieme di convergenza E := {z : |z| > 1}. La convergenza &

puntuale ed assoluta in E mentre & totale in ogni insieme della forma (—oo,a] U [b,o0) con a < —1,
b>1. Per x € Esiha

cosz" 1 1
|Zl+mn S Z‘1+xn|§2|x‘n_1

jzf" 1= (= = 1)

||

Esercizio 1.35 (i) Siano >_u, e > v, due serie di funzioni convergenti uniformemente in E. Si
dimostri che, per ogni a,b € R, la serie > (au, + bv,) converge uniformemente in E a a ) un +
b> " Vn.

(ii) Siano fn e gn due successioni uniformemente convergenti in [a,b] a, rispettivamente, f e g. Si
dimostri che f, g, converge uniformemente a fg.
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Esercizio 1.36 Sia ug = z, e, per n > 1, u, = (z — 1)z", z € [0, 1]. Dimostrare direttamente che
la serie > u, non converge né totalmente, né uniformemente.

Esercizio 1.37 Sia up := u1 :=0 e, per n > 2, si definisca la funzione u, (z) come segue: sia
1 1 1 1 , 1 1 1 1 11 1
In::7_777+77 I’nzzi_ia*y In:: 77*"’*-
[n nt’'n n4] [n n* n] [n n n?
Sia ora u, = 0se x & I,; in I,,, u,, coincide con la retta passante per (f — 2:,0) e per (%, %) mentre
nell’intervallo I} u, coincide con la retta passante per (= + -1,0) e per (+, = ).

Si dimostri che u, € C(R) e che la serie ) u, converge uniformemente su R ma non vi converge
totalmente.

Esercizio 1.38 Sia f, la funzione continua che vale 0 se = ¢ (0, 1), per = 5- vale 1 e coincide

2
con una retta negli intervalli (0, o~ ) e (5, 1).

' 2n 2n’ n
Dimostrare le seguenti affermazioni:

(i) limp—oo fn(z) = 0 per ogni z; (ii) f. non converge uniformemente su [0, 1]; (iii) lim/ fn =
o

1
/ lim f;,, = 0.
(0

Esercizio 1.39 Trovare una successione di funzioni continue f, € C([0,1]) convergente puntual-

mente ad una funzione continua f € C([0,1]) ma tale che lim/ fn # / f.
0 0

Esercizio 1.40 Usando le proprieta di derivazione delle serie uniformemente convergenti, si calcoli

il valore delle seguenti serie:
2 z > n'e
n=1 n=1

Esercizio 1.41 Trovare delle formule ricorsive per calcolare

Esercizio 1.42 Per ogni intero N > 2, calcolare

(N — k)2k1
1

el
Il

Esercizio 1.43 Si dimostrino le seguenti identita

n!
xn+1 ’

ck=n+1)(A -z = Vo<z<1,Vn>1.

ij:l—a:)
3

Esercizio 1.44 Si studi la convergenza uniforme delle serie in (A.2)=+(A.15).

Esercizio 1.45 Si costruisca una successione di funzioni continue §, € C(R) che verifichino le
seguenti proprieta: (i) d, > 0; (ii) on(x) = 0 se = ¢ [an, bn] dove ay e b, sono successioni monotone
che convergono a 0 rispettivamente da sinistra e da destra; (iii) [° 6, = [ 6 = 1.

Esercizio 1.46 (‘Delta approssimata’) Una successione di funzioni {6, (z)} che verifichi le pro-
prieta (i), (ii), (iii) di 1.45 prende il nome di delta approssimata. Dimostrare che se {J,} & una delta
approssimata allora, per ogni funzione continua f € C([ao,bo]) si ha

oo

lim On(x) f(x)dx = f(0). (1.108)

n—oo
—o0
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Esercizio 1.47 Si dia un esempio di una serie di funzioni C*° tale che > u,, converge uniforme-
mente su tutto R ma tale che > u,(z) non converge per nessun = € R.

Esercizio 1.48 Sia F la chiusura di un aperto limitato A e sia, per n > 0, f, € C(E)NC*(A). Si

dimostri che se sup |fn(x)| < oo allora {f,} & una successione equicontinua su E.
z€(a,b)
n>0

Esercizio 1.49 Sia f,(z) := cos(zsenn).

(i) Dimostrare che {fn} & equicontinua su [—a, a] per ogni a > 0.

(ii) Trovare infinite successioni {n,(cz)}kzo tali che limy 00 f iy = £ uniformemente in [—a,a] con
"k

FOF# D seis .
Esercizio 1.50 (Operatori alle differenze finite) Sia E un aperto di R e sia u € C'(E).
(i) Dimostrare che per ogni z, a, b tali che [a + x,b+ 2] C E si ha

d b b

d—/ u(x + t)dt :/ u'(z+t)dt. (1.109)

Zz a a
(ii) Fissiamo tre numeri «, 3,7 tali che 0 < r < 8 — « e tali che [« — r, 8+ r] C E. Definiamo ora un
‘operatore’ Dy, che, dato un numero h # 0 con |h| < r, associ alla funzione u la funzione Dpu che
assume in z € [«, f] il valore
u(z + h) —u(z)
-

L’operatore Dy, si chiama operatore alle differenze finite. [’analogia con 'operatore di derivata,

D = %, ¢ evidente: dalla definizione di derivata e dalle ipotesi su u segue che

Dpu(z) == (1.110)

lim Dru(z) = u'(z) == Du(z), Ve la,fd. (1.111)
—
(iii) L’osservazione fatta al punto (ii) si generalizza ad ordine n come segue. Assumiamo u € C"(FE) e

definiamo definiamo iterativamente ’operatore alle differenze finite di ordine p, per 1 <p <n
e per |h| < £, come

DPu(x) == Dp(D? 'u)(x); (1.112)
cioe
u(x + 2h) — 2u(x + h) + u(x
Dhu(e) = Mo+ 20 =2 + ) +u(a).
D) = u(z + 3h) — 3u(z + 2h) + 3u(z + h) — u(x) 7 (1.113)
e
e cosl via. Dimostrare che
&irr%)Dﬁu(J;):u(p)(a:), V1i<p<n, Vzela/f. (1.114)
—

(iv) Si dimostri che
DPu(x) = %Z (?) (=1)u(z + (p — j)h) . (1.115)

Jj=0 J

1
Esercizio 1.51 Calcolare (j;{:?)

=

Esercizio 1.52 Dimostrare che lim sup ' (2)‘ =1, per ogni a € R\Z.

k— oo

Esercizio 1.53 Sia .
b(x) = T (1.116)
e(L’ J—

(i) Si dimostri che b(z) ¢ analitica in z = 0.
(ii) Si definiscano i numeri di Bernoulli B, come in (A.19) e si calcolino i primi cinque B,,.
(iii) Si dimostri I'identita
b(2z) + x = z cotanh x . (1.117)
(iv) Dimostrare che Bak11 = 0 per ogni k > 1.
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Esercizio 1.54 (i) Usando la (1.117) si dimostri la (A.23).
(ii) Si dimostrino le identita elementari

senh 2z = 2senhz coshz, cosh2z =2cosh®z —1,

cosh?z —senh®>z =1, 2cotanh2z — cotanhz = tanhz.

(iii) Usando 'ultima relazione nel punto (ii) si dimostri la (A.22).
(iv) Si dimostrino le identita elementari

tanhx = —itaniz, cotanhz = icotaniz. (1.118)
Usando il punto (iv) si dimostrino (A.20) e (A.21).

Esercizio 1.55 Si consideri una serie di potenze u = > ., anz™ con a1 # 0. Assumendo che la
funzione inversa di u, u~ " sia espandibile in serie di potenze attorno a 0, e cioé che u™! = v = 3" bp2™,
si determinino i coefficienti b,,.

Esercizio 1.56 Siau = = esi calcolino i coefficienti della serie di potenze di u™ =37, - a,(cn)xk.
Esercizio 1.57 Sia u = {%,. La funzione inversa ¢ data da = v(y) = ¥, = 32,5, bny" con
by, = (=)L,

(i) Usando 1.55 e 1.56, si dimostri che

k—1 k‘—l
by=1, bk:—an <n71> , (1.119)

n=1

ossia che -
D) t==> (="t (fl B }) : (1.120)

(ii) Si definiscano i numeri S come in (1.119) omettendo il segno meno, ossia si ponga

—, (k-1
=1, Be=) Bn (n B 1) : (1.121)
n=1
Si dimostri che B > (k —1)! e che quindi la serie di potenze 3 Bry” ha raggio di convergenza nullo.
Esercizio 1.58 Dare un sempio di una serie di potenze u tale che p(u) =1 e p(+) = cc.
Esercizio 1.59 Si dimostri che (£°, || - [loo) (cfr. (1.44)) & uno spazio di Banach.

Esercizio 1.60 Si dimostri che £? C ¢P, per ogni 1 < ¢ < p < oo.

Esercizio 1.61 (i) Si dimostri che su £* le norme || - ||1, || -||2 € || - || nON s0ON0 equivalenti tra loro.
(i) Si dimostri che su £2 le norme || - ||2 € || - ||oo non sono equivalenti.
(iii) Si dimostri che per ogni p > ¢, || - ||, € una norma su £? e che le norme || - || e || - ||, non sono

equivalenti su £9.

Esercizio 1.62 Dimostrare che i Teoremi di Weierstrass e Heine-Cantor in R™ (con le dimostrazioni
date) si estendono al caso di arbitrari spazi metrici.

Esercizio 1.63 (Completamento canonico di spazi metrici)
Due spazi metrici (X, d) e (X', d’) si dicono isometrici se esiste una funzione biunivoca®™ j : X — X’
tale che d(z,y) = d'(j(z),j(y)), Vz,y € X.

Sia (X, d) uno spazio metrico non vuoto e non completo. Sia Y la famiglia di tutte le successioni di
Cauchy in X: Y := {{zx}| zx € X e {ax} & di Cauchy}. Si introduca su Y la seguente relazione:

{zi} ~ {yr} S Jim d(zw,ye) = 0.

Si dimostri che ~ ¢ una relazione d’equivalenza su Y.

880551&, iniettiva e suriettiva.
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Si denoti, ora, con [{zx}] la classe di equivalenza generata da {zx} € Y e X' == {& = [{ax}]| {zx} €
Y'}. Per ogni £, € X', definiamo d'(¢,7n) = limd(zk, yx ), dove {xr} € € e {yr} € n. Si dimostrino le
seguenti affermazioni:

(i) la definizione di d’ & ben posta (ossia, non dipende dai particolari rappresentanti scelti in £ e )
ed, inoltre, d’ & una metrica su X';

(ii) (X', d") & uno spazio metrico completo;

(iii) j : ® € X +— [{z}], dove {z} & la successione identicamente costante {xx} con x := = per ogni
k, & una funzione iniettiva che conserva la metrica: d'(j(z),j(y)) = d(z,y), per ogni =,y € X;

(iv) j(X) & denso in X’ (ossia, j(X) = X');

(v) X’ & unico a meno di isometrie, piti precisamente: se (X", d"”’) & uno spazio metrici completo ed
esiste una funzione iniettiva j : X — X" che conserva la metrica e tale che j(X) ¢ denso in X",
allora X’ e X" sono isometrici.

Altri esercizi su spazi di Banach
Lo spazio Lip(E,R™)
Sia £ C R™ un insieme compatto e si definisca il seguente sottoinsieme di C(E,R™):
Lip(E,R™) := { F€CER™): |fllup= sup @) = Fly)l + sup | f(x)] < o0 } :
syeBaty [T =Yl z€EE
(1.122)

(i) L’insieme Lip(E, R™) & strettamente contenuto in C(E,R™).

(ii) (Lip(£,R™), || - |lLip) & uno spazio di Banach.

Si noti che se f € Lip(F,R™) allora f & uniformemente lipschitziana su E ovvero (per
definizione) esiste una costante positiva C' tale che

f@)—f<Cle—yl, Vayek, (1.123)

@) =S @)

inoltre la costante pitt piccola per cui vale (1.123) ¢ data da sup, ,cp 4z, =]

Spazi holderiani C*(E,R™) con 0 < a < 1
Sia E C R™ un insieme compatto e si definisca il seguente sottoinsieme di C(E,R™):
a m m f T)— f Y
oo(BR") = { feCERY: [flee = swp  LOION L ) <0 )
sycBazty [T =Yl z€F
(1.124)

una funzione f tale che 3C > 0e 0 < a < 1 per cui |f(z) — f(y)] < Clz — y|* per ogni
x,y € A si dice h6lderiana in A con esponente «.

(i) L’insieme C*(E,R™)e strettamente contenuto in Lip(F, R™).
(ii) (C*(E,R™),| - llc«) & uno spazio di Banach.
Gli spazi C*(E,R™))

Sia £ C R™ compatto e k un intero positivo. La classe C¥(E,R™) ¢ stata definita in § 2. Se
f € C¥(E,R™), definiamo

Ifllex = > supldff] . (1.125)
BEN,|B|<k
(i)
C*(E,R") C C"(E,R") CC*(E,R"), Vk>h>1>a>0.

(ii) (C¥(E,R™),|| - ||c+) & uno spazio di Banach.
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Spazi C*(E,R™) con a >0

Sia E un compatto di R™; sia & un numero positivo, sia k := [«] la sua parte intera ed r == {a}
la sua parte frazionaria cosicché a = k + r con k intero non negativoe 0 <r <1.Se k=00
r =0 gli spazi C*(E,R™) sono gia stati definiti. Se k > 1 e r > 0 poniamo

Co(E,R™) = {f e CF(B,R™): 9%f € C"(E,R™),Y B € N",|B| = k} :
(con a=k+r, keN, 0<r<l). (1.126)

Per f € C*(E,R™) [con « come in (1.126)] poniamo

Ifllce = Iflex+ > 107 fller - (1.127)

BEN,|B|=k
Si dimostri che (anche in tal caso) (C*(E,R™),| - |lc«) ¢ uno spazio di Banach.

Lo spazio C*(E,R™)

(i) (caso n = m = 1) Sia E un intervallo compatto di R. Su C*°(E, R) si consideri la seguente
metrica

P = gWloo,m
d(f,g) =) 27 = (1.128)
P e VLI

Dimostrare che (C*,d) é uno spazio metrico completo.

(i) Sia E un compatto di R™. Su C*°(E,R™) si consideri la seguente metrica:

1 192 f — 97 9ll0,E
d(f.g) = = > e elle” | (1.129)
k>0 28 k! BeEN™ | B|=k 1+ Hagf - 6§g||oo,E

(C>°(E,R™),d) é uno spazio metrico completo, ma non é uno spazio di Banach.....

Si dimostri che gli spazi di successioni ¢ := insieme delle successioni reali (o complesse)
tali che

oo 1
P
ol = (D leal”) " < o0}
=0

sono spazi di Banach per ogni 1 < p < oc.

Si dica qual ¢ la relazione (come insiemi) di ¢ e ¢4 con 1 < p < g < 0.

(i) Si dimostri che su £' le norme || -[|1, || - [|2 € [| - [|oo non sono equivalenti tra loro; si dimostri
che su £2 le norme || - ||2 e || - |[so nON sono equivalenti.
(ii) Si dimostri che per ogni p > ¢, || - ||, € una norma su ¢? e che le norme || - || € || - ||, non

sono equivalenti su £9.
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Capitolo 2

Differenziabilita

In questo capitolo studieremo la ‘regolarita’ delle funzioni di piu variabili. Il punto di partenza
e — come per la funzioni scalari — 'idea di approssimare localmente una funzione con una
mappa lineare. Nelle prime tre sezioni considereremo solo funzioni da R™ in R.

1 Derivate e differenziali

Una funzione f di una variabile definita su un intervallo I di R € derivabile in x € I se esiste
il limite del rapporto incrementale

) ot D 1)

lim ; (2.1)

Nel generalizzare questa idea a R™ & possibile considerare singolarmente gli n rapporti incre-
mentali nelle n variabili indipendenti.

Per esempio, se consideriamo la funzione f : (z,y) € Ry X R+ z¥ € R, possiamo considerare
la funzione di una variabile z € (0,4+00) — fi(x;y) = z¥, avendo fissato I’esponente y € R
o considerare la funzione y € R — fo(y;x) = z¥, avendo fissato la base x; entrambe le
funzioni sono regolari e le loro derivate sono date da fi(z;y) = y2¥~! e fi(y;2) = (logz) x¥.
Quest’idea di fare derivate ‘parziali’ risultera essere molto utile, ma, se n > 2, non ¢ ‘I'idea
giusta’. Infatti, in una variabile ’esistenza della derivata da la la miglior approssimazione
lineare di una funzione vicino ad un punto fissato, essendo (2.1) equivalente a:

r(t
flz+t)= f(z)+ f'(x)t +r(t) con tlir% % =0; (2.2)
—
inoltre, come risulta immediato da (2.2), una funzione (di una variabile) derivabile in x &
continua in x. Ma l'esistenza delle n ‘derivate parziali’ di una funzione di n variabili, in
generale, non garantiscono neanche la continuita della funzione, come risulta considerando il
seguente semplice

Esempio 2.1 Sia P = {(z,y) € R?’|y = 2%,z € R, z # 0}, e sia (z,y) € R* = f(x,y) ==
Xp(z,y) la funzione caratteristica' di P, ossia f(z,y) = 1 se (z,y) € P, e f(z,y) = 0 se
(z,y) ¢ P. Per ogni t € R, f(¢,0) = f(0,¢t) = 0 e quindi

f(t,O)—f(0,0) . f(07t)_f(070)

0=lim ———————= = lim ——————~ |
t—0 t t—0 t

ma, chiaramente, f non & continua in (0,0) (né, in un qualunque altro punto di P).

n generale, se E C R™, Ia funzione caratteristica di E & la funzione Xp taleche xp(z) =1sex € Eexy,(z) =0
sex ¢ E.
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Diamo, ora, le definizioni fondamentali legate alla nozione di derivazione di una funzione da
R™ in R:
Definizione 2.2 Sia E un aperto diR™, f: E >R eZ € E.

(i) La derivata parziale di f rispetto a z; (o ‘la i—esima derivata parziale’) nel punto T € E
¢ (qualora esista) il valore del limite?

b te®) _ f(z — s
Dif(a) =t L) ZI@) S Tt b Tn) = (@)
t—0 t t—0 t

; (2.3)

Delenco ordinato di tale derivate parziali (qualora esistano) forma un vettore V f(z) € R™ che
prende il nome di gradiente di f (nel punto T) .

(ii) Se & = (&1, ...,&) € R™\{0}, la derivata direzionale di f rispetto a & nel punto T ¢ il
valore del limite (qualora esista)

D¢ f(z) = lim (2.4)

(iii) la funzione f si dice differenziabile nel punto T € R™ se esiste un’applicazione lineare?

L:heR"— Lh e€R tale che

i F@ 1) = £(@) = Lh

=0; 2.
h—0 || 0; (2:5)

4

in tal caso, L é unica®, si chiama il differenziale di f in T e si denota con dfz.

Le derivate parziali o direzionali di f vengono anche chiamate le derivate prime o ‘derivate
di ordine 1’ di f.

Osservazione 2.3 (I simboli di Landau) La differenziabilita ha una formulazione stan-
dard in termini dei simboli di Landau (i cosiddetti ‘o piccoli’ e ‘O grandi®’).

Ricordiamo che:

Sex e ECR"e f,g: E\{Z} — R™, si dice che f = O(g) (‘f ¢ un O grande di g’) vicino a T
se 3 M > 0 tale che |f| < M|g| vicino a Z;

f=o0(g) con g # 0 vicino aZ (‘f é un o piccolo di ¢g’) vicino a Z se lim,_,z | f|/|g| = 0;
infine, f1 = fa 4+ 0(g) o f1 = fa + O(g) significa, rispettivamente, f = o(g) e f = O(g) con
f=F—fa

In base a tali definizioni, possiamo dire che f e differenziabile in T se e solo se esiste
un’applicazione lineare L tale che

f(z+h)=f(z)+ Lh+o(h). (2.6)

Si noti che nella relazione (2.6), la funzione o(h) := f(Z + h) — f(Z) — Lh & definita anche per
h = 0 dove vale 0.

Esempio 2.4 (i) La funzione f dell’Esempio 2.1, pur non essendo continua in 0, ammette
tutte le derivate direzionali in 0 e sono tutte nulle. Infatti sia & :== (a, ) € R2\{0}. E chiaro
che, se t & sufficientemente piccolo, si ha che® t& = (at,t) ¢ P, e dunque, per t piccoli,
fat, Bt) — £(0,0) = 0, il che implica D¢ f(0,0) =0, V £ # 0.

2 {e(D} denota la base standard in R™; cfr. (1.3).
30ssia, L(az + by) = aLz +bLy V z,y € R" e a,b € R.

4Se anche L soddisfa (2.5) (con L al posto di L), segue che limp o L—Lyn

[R]
z € R™ con |z| = 1, si ottiene Lz = Lz, Vz € R™ con |z] = 1, ma essendo L e L lineari, questo implica che L = L.
5Ctr. [Landau, E. Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen. Leipzig, Germany: Teubner, 1909.
Reprinted by New York: Chelsea, 1953] o, anche, §2.1, Cap. 7 di [C2019]
63 o =207 t& = (0,Bt) ¢ P per ogni t; se B =0, t& = (at,0) ¢ P per ogni t; se o # 0 # B, t& = (at, Bt) ¢ P se
lt] < |B]/a”.

=0 e, prendendo h =tx cont €R e
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(i) Vediamo un esempio di funzione differenziabile.

Consideriamo la funzione f : x € R? = f(z) = z1 + sen(z122) € R. Poiché sent = t + O(t?)
per t piccoli, si ha, per |z| piccoli, f(x) = x1 + z122 + O(|z|®) = 21 + O(|z|?) (essendo
|z122| < |7|?). Dunque la ‘parte lineare’ di f & data da z — z1. In base a queste osservazioni,
se definiamo L come la mappa lineare: h = (hy, hy) € R — Lh := hq, si trova, per h # 0:

F(R) = £0) — ha|  [sen(haha)| _ [ha] [ho] _ [H[?
= < <—=|h| =0, per h =0,
7 7 A S =

il che mostra che f ¢ differenziabile in Z = (0,0) e che” dfy(h) = h;.

Osservazione 2.5 (i) Dalle definizioni (2.3) e (2.4) segue che la i—ma derivata parziale non
& altro che la derivata direzionale rispetto all’i—esimo versore e("):

Dif(z) = Dew f(2) .- (2.7)

(ii) Una applicazione lineare L : R™ — R corrisponde alla moltiplicazione scalare per un dato
vettore in R": infatti, sia {e("} la base standard di R™ come in (1.3) e sia £ il vettore definito
da £:= (LeW, ..., Le(™); allora, dalla linearita di L segue che

Lz =1L i zie = i x;Le) =: i zil; =0 x. (2.8)
i=1 i=1 i=1

Dunque, la definizione di differenziabilita puo essere riformulata come segue:

f:+E CR™ — R é differenziabile in T € E se e solo se esiste { € R™ tale che
f@+h)=f(Z)+£L-h+rh), lim —=> =0, (2.9)

o, equivalentemente, usando i simboli di Landau (cfr. Osservazione 2.3),
f@+h)=f(Z)+£L-h+o(h), (2.10)

e in tal caso ¢ é unico.

Si noti che il ‘resto’ r(h) in (2.9) & definito implicitamente dalla prima uguaglianza in (2.9);
inolte, sia 7 che ¢ dipendono, naturalmente, anche da z. Come gia osservato® r(h) ¢ definita
anche per h = 0 dove vale 0.

(iii) Ovviamente, nel caso scalare n = 1, le tre nozioni introdotte nella Definizione 2.2 equi-
valgono a dire che f & derivabile in Z e che D1 f(Z) = f'(Z) = Vf(Z), Def(z) = £ f(T) e
Lh = f'(@)h = dfs(h).

(iv) Notazioni: Al posto del simbolo D spesso si usa il simbolo 9, nel qual caso, ¢ pill frequente
l'uso di 9,, rispetto a d;; sono anche frequenti (sempre per indicare la derivata parziale rispetto
a z;) le notazioni

of
8.1% ’

nel caso di funzioni di due o tre variabili, usando la notazione classica f(z,y) o f(z,y, 2), le
derivate parziali si denotano di solito con:

0 0 9]
8—£:8xf:fz, %:ayf:fyv %Zazf:fzﬁ (z,y,2 €R).

7Sebbene normalmente per mappe lineari non si usino le parentesi, indicando con Lh ’azione della mappa L sul
vettore h, nel caso del differenziale df, per motivi estetici, si preferisce ’'uso delle parentesi.
8Cfr. fine dell’Osservazione. 2.3.
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Le derivate direzionali si possono anche denotare

of
—= Oef; R™).
aé. ’ ff? (5 € )
Infine, altre notazioni per il gradiente V f sono
of of / _ n n
(G gs): @f e T medl (zi €R", z €R").

L’esistenza di tutte le derivate direzionali implica, ovviamente (cfr. (2.7)), l'esistenza delle
derivate parziali (ma non implica la continuita, cfr. Esempio 2.4-(i)). Vediamo, ora, che la
differenziabilita implica sia la continuita che 'esistenza di tutte le derivate direzionali:

Proposizione 2.6 Sia E un aperto di R™ e sia f: E — R differenziabile in & € E. Allora:
(i) f é continua in T;
(ii) f ha tutte le derivate direzionali in T e per ogni vettore non nullo £ € R™ si ha:

Def(z) =&-Vf(x) =df:(§). (2.11)

Dimostrazione (i): Poiché £-h+o(h) = O(h), la continuita di f in Z deriva immediatamente
dall’Osservazione 2.5—(ii), cfr. (2.10).
(ii): Sia & € R"\{0} e h = t&. Allora, da (2.9) segue che

f+i) - f®) _ L1+ ()

t t
L
8 g

In particolare, se £ = e, si ha D, f(z) = £; e quindi: £ = Vf(Z) e dfz(€£) = V() - €. 1

] = 0-& (pert—0). (2.12)

Osservazione 2.7 (i) Dalla definizione di differenziabilita (e dalla linearita del limite) segue
subito che se f e g sono differenziabili in x allora anche la combinazione lineare af + bg (con
a e b numeri reali) lo ¢ e si ha:

d(af +bg)y = adf, +bdg, . (2.13)

(ii) (Regola di Leibnitz) Se f e g sono differenziabili in € R™ allora anche la funzioni fg lo
¢ esiha

A(f9)x = g(x) dfs + f(x) dga . (2.14
Per dimostrare la (2.14) usiamo i simboli di Landau (cfr. nota 2.3). Sia: Af :== f(x+h)— f(x)
e Ag = g(z+ h) — g(z). Poiché f e g sono differenziabili in = segue che Af = df,.(h) + o(h),
Ag = dg.(h) + o(h) (cfr. (2.9)). Naturalmente, si ha anche che Af = O(h) e Ag = O(h)
cosicché AfAg = O(|h|?) = o(h). Dunque:

f@+h)g(z+h) - f(z)g(x) = AfAg+g(z)Af+ flx)Ag

9(x)dfe(h) + f(z)dgx(h) + o(h),

il che vuol dire (cfr. (2.9)) che fg ¢ differenziabile in z e che il suo differenziale in = & dato
da g(z)dfy + f(z)dgs.

(iii) (Derivate lungo curve o cammini) La derivata direzionale D¢ f(Z) € per definizione la

derivata rispetto a ¢ della funzione t — f(Z + t£) in ¢ = 0, ossia & ‘la derivata di f lungo il
cammino t — T + t£ nel punto Z’. Dato un cammino

z:it € [a,b] = 2(t) = (21(t), ..., zn(t)) €R®

9Cfr. Osservazione 2.5-(i).
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diremo che il cammino z & differenziabile in t; € [a,b] se le n funzioni t — z;(¢) sono
derivabili in ¢y, ed in tal caso, porremo

2 (to) = (2} (t0), -ony 24 (t0)) - (2.15)

Allora vale la seguente affermazione, che generalizza la formula (2.11):

Sia U C R™ un intorno di & € R™ e sia f : U — R differenziabile in z. Sia z : [a,b] — U un
cammino tale che z(ty) = T e sia z differenziabile in to. Allora, la funzione t € [a,b] — f o z(t)
¢ derivabile in tg e si ha

(fo2)(to) = V()2 (to) - (2.16)

Infatti, se & = 2'(to), dall’ipotesi di differenziabilitad del cammino z segue che

E=¢E(t) =2(t) — z(tg) = 2(t) — T = &ot + o(t) .
Dunque, essendo f differenziabile in Z, si ha (per ¢t — 0)

(Fox)to+0)—f(@®) _  f@+E)—f@) _ Vi@)-&+o()
t t t

= vf(f)'£0+@+w

— V(@) & =Vf(@) 2 (t). |

Concludiamo questa sezione con alcuni esempi.

Esempio 2.8 (i) La funzione norma (euclidea) di z, z € R” — |z|, ¢ differenziabile in R™\{0}
ma non ammette derivate parziali in 0 dove &, come gia visto, continua. Infatti, fissiamo x # 0
e osserviamo che se to > 0, allora, per t piccoli, si ha /fy +t = /o + ﬁ t + o(t). Dunque,

ponendo tg == |z|?, da (1.11), segue, per |h| piccolo,

1
lz+h| = ]z2 + A2 + 22 - h = \x|+m(2x-h+|h|2)+o(|h|) - |x|+|z—|~h+o(h),

il che mostra la differenziabilita della norma euclidea in x # 0 e che

(2.17)

(relazione che pud, naturalmente, essere verificata calcolando direttamente D;|x|).
tel?]

Si osservi, infine, che }ir% = }ir% sgn(t) non esiste e quindi non esistono le derivate
— —
parziali in 0.
(ii) Una funzione differenziabile in 0 ma non continua in alcun intorno di 0O:
x% , sexy =0,
r€R*— f(x) = (2.18)
0, se xo #0.

Poiché |f(x)| < 2% < |z|?, si ha che f(x) = o(x) e dunque, dall’Osservazione 2.5—(ii), segue
che f & differenziabile in 0 e che V f(0) = 0. Ma, per ogni a # 0, i punti (a,0) sono punti di
discontinuita, poiché f(a,0) = a? # 0 = limy_,o f(a,1/k).

(iii) Una funzione f € C(R?) con tutte le derivate direzionali in 0 ma non differenziabile in 0:

xi’ +x§
R

sex #0,

TR f(z) = (2.19)

0, sex=0.
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Per 1'Osservazione 1.23—(iv), la funzione f & continua su R?\{0}. Inoltre f & omogenea di
grado 1 e quindi, per la Proposizione 1.35, f € C'(R?).
Ora, Vt#0eV &€ R2\{0} si ha che f(t£) = tf(€); dunque

Def(0) = tim 1 =IOy JEO _ gy

t—0 t t—0 ¢
In particolare, Vf(0,0) = (1,1) e, se h # 0,

(k) _ F(h) = F(0) = VF©0) b _ B+ hd— (hy + ho)|hf?
H 7] 3 '

Poiché g(1/k,1/k) = (1 —+/2)/+/2 si ha che g(h) non tende a 0 quando h — 0, il che vuol
dire che f non é differenziabile in 0.

Il teorema del differenziale totale

Un criterio semplice per capire quando una funzione sia differenziabile ¢ dato dalla proposi-
zione che segue.

Proposizione 2.9 (Teorema del differenziale totale)
Sia E C R™ aperto, x € E e f € C(E,R). Assumiamo che esistano le derivate parziali di f
in E e che queste siano continue in x. Allora, f & differenziabile in x.

Dimostrazione Assumiamo n > 2 (per n = 1 la tesi & ovvia). Dalle ipotesi segue che per
ogni € > 0 esiste § > 0 tale che Bs(z) C E e

|Dif(y)—Dif(x)|<%, Vytce |ly—z|<d, Vi. (2.20)

Consideriamo dapprima il caso bidimensionale n = 2. Sia ¢ € R% con 0 < |¢| < J, dal teorema
del valor medio di Lagrange per funzioni di una variabile reale!’ esistono t; € (0,1) tali che

flx+&) — flz) = Vf()-€
= (f(@+&) — fl@r+ &, 22) — Daf(2)6) + (f(21 + &, 32) — f(x) — Dif(2)&)
= (Daf (21 + &1, w2 + t2€2) — Daf ())& + (D1 f (21 + t1€1, w2) — Dif(2))&: -

Da tale relazione, da (2.20), ed essendo |&;| < |¢], si ha che
|f(z+ &) = f(z) = Vf(z)-&
< |Dyf(ay + tiér, w2) — Dif (2)||1] + | Daf (w1 4 &1, 22 + taba) — Do f (z) |6
5
< Sl + e << lel

che ¢ quanto volevasi dimostrare.
Nel caso generale (n arbitrario), se poniamo

g(l) = (gla "'a§i707 "'7O)a 5(0) = Oa

si ha
n—1
fla+8) = fla) = Vi) €= (fle+ ) = fla+E9) = Dif(2)&),
i=0
e possiamo ripetere 'argomento usato nel caso n = 2. i

Il ‘viceversa’ di questa proposizione €, in generale, falso, come mostra il seguente esempio.

105e f € C(la, b],R) e derivabile in (a, b), allora esiste a < t < b tale che f(b) — f(a) = f'(t)(b — a); cfr. Proposizione
7.26 in [C2019].
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Esempio 2.10 Una funzione di n variabili differenziabile in 0, che abbia derivate parziali
continue in ogni punto con la sola eccezione di 0 ove le derivate parziali esistono ma non sono
continue: .
\x|2sen—|, sex #0,
z€R"— f(x) = |2 (2:21)
0, sex=0.

Dall’Esempio 2.8—(i) (e dall’algebra dei limiti) segue che f € C'(R™) e che le derivate parziali
esistono e sono continue in R™\{0}. Le derivate direzionali in 0 sono nulle: se £ # 0,

e JEE) oo 1 _
D¢f(0) .—}%T—}%t €] senm—o.
La funzione f ¢ differenziabile in 0:
lim J(h) = J(O) = VJ(0) - b = lim |h|sen — = 0.
|h|—0 || h—0 ||

D’altra parte le derivate parziali non sono continue in x = 0. Infatti, per la la (2.17), si ha

che, per x # 0,
1 i 1
D;f(x) = 2x;sen — — icos—,
| fal 2

; 1
e, mentre lim,_,o 2z; sen(1/|z|) = 0, la funzione % cos ﬂ non ammette limite per z — 0,
T T

come ¢ facile verificare!!.

Una classe ‘naturale’ di funzioni differenziabili sono le funzioni C!:

Definizione 2.11 Sia E un aperto di R™. Una funzione f € C(F) = C(E,R) si dice di
classe C! su E se, per ogni 1 <i < n e per ogni v € E, esiste la derivata parziale D; f(z)

e se la funzione D;f € C(FE). L’insieme delle funzioni di classe C* su E si denota con
CY(E) = C'(E,R).

Dal teorema del differenziale totale segue che se f ¢ di classe C*, allora f & differenziabile.

2 Derivate successive

2.1 Derivate seconde e matrice hessiana

Definizione 2.12 Sia E C R™ aperto e f : E — R. Supponiamo che, Vx € E, esista D; f(x).

(i) Se esiste la derivata parziale rispetto a x; della funzione x € E — D;f nel punto T € E,
chiamiamo (D;(D;f))(Z) la derivata seconda di f rispetto a x; e x; e denotiamo tale
derivata con uno dei sequenti simboli

Leme
8Z‘ja$i ’

(ii) Se f ha tutte le derivate seconde in T € E, definiamo la matrice hessiana'? di f nel
punto T la matrice (n X n) costituita dalle derivate seconde di f in Z:

(H)(@) = (2) = (Diif(@)), ;y - (2.23)

118 prenda, per esempio #%) = ((27k)~™1,0....0) e y*) = ((27k 4+ 7/2)*,0....0).
12Dal nome del matematico tedesco Ludwig Otto Hesse (1811-1874), cfr. https://en.wikipedia.org/wiki/Otto_
Hesse.
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Una domanda naturale ¢ quando si ha che D;;f = Dj;f, ossia quando sia possibile scam-
biare 1'ordine nel calcolo di una derivata seconda. A questo proposito, sussiste la seguente
fondamentale

Proposizione 2.13 (Lemma di Schwarz) Sia n > 2, E C R™ un insieme aperto, T € E,
f+ E = R una funzione che ammette le derivate prime D;f(x) e D; f(x) per ogni x € E, con
i # 7. Assumiamo che esista anche la derivata seconda D, (sz) (x), per ogni x € E, e che
tale funzione sia continua in T. Allora esiste anche D;(D; f)(Z) e si ha

Dimostrazione Poiché le variabili x; con k diverso da i e 7 non giocano nessun ruolo,
possiamo direttamente considerare il caso di due variabili f : (x,y) € R* — f(z,y) € R
facendo corrispondere = a z;, y a x; e (Z,7) a . Le ipotesi, in tal caso, diventano: esistono in
E le derivate parziali prime f, e f, e la derivata seconda 9, f5, la quale & continua in (Z, 7).
La tesi equivale a dimostrare che, fissato € > 0, esiste § > 0 tale che, se 0 < |h| < 4, allora

fy(iE + haﬂ) B fy(jvy)
h

—0yfe(Z,7)| <¢. (2.25)
Sia § > 0 tale che B == {|z — 7| < §,|ly —y| < d} C Ee'?

|0y f2(z,y) — Oy f2(Z,7)| <€, Y (z,y) € B. (2.26)

Fissiamo h € R tale che 0 < |h| < §. Consideriamo la funzione

(f@+hyg+k)— f@+h71) - (f@5+k) — f(Z,9)) .

k € [-94,0]\{0} — O(k) = e (2.27)
Si noti che b g) — o (9)
. _Ja T+ 7? — J jj,:[j
%11% 0(k) =+~ o Y . (2.28)
Si fissi un &k con 0 < |k| < § e si noti anche che
opy = SEFN =9@) oy = @I R = f@ ) (2.29)

h ’ k
Ora, per il teorema di Lagrange!* applicato alla funzione  — g(x) nellintervallo di estremi

Z e T+ h, si ha che esiste t € (0, 1) tale che

o(k) *2) g(th})l—g(f) — @+ th) O fo(@+th,y+ k) — fo(Z +thY)

k

. (2.30)

Per ipotesi, la funzione y — f,(Z + th,y) ¢ derivabile sull’intervallo (chiuso) di estremi ¢ e
§ + k e quindi possiamo nuovamente applicare il teorema di Lagrange ottenendo da (2.30)

O(k) = Oy fo(T + th,§ + sk) . (2.31)

per un opportuno s € (0,1). Dunque, in vista di (2.26), possiamo concludere che, per ogni
0 < |kl <9,

0(k) — 0y fo(Z,9)| < €.
Prendendo il limite per k che tende a 0 in tale relazione, ricordando (2.28), otteniamo la

2.25). 1

13Tale § esiste perché E & aperto e 9, f, & continua in (Z, §).
4 Cfr. nota 10.
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Osservazione 2.14 Sia E C R™ un aperto e f : E — R. Se le ipotesi del Lemma di Schwarz
valgono per ogni ¢ < j, allora la matrice hessiana f”(Z) & simmetrica.

In particolare, se tutte le derivate seconde di f esistono e sono continue si ha che D;; f(x) =
Dj; f(z), per ogni x € E, per ogni 4, j.

Le ipotesi del Lemma di Schwarz sono ‘ottimali’, come mostra il seguente esempio.

Esempio 2.15 Una funzione (z,y) € R? — f(x,y) € R con derivate prime continue su R?,
con derivate seconde continue in R*\{(0,0)}, con derivate seconde in (0,0) ma con f,;(0,0) #

f2y(0,0).

2y —yx
W7 se (z,y) # (0,0),
f(z,y) = (2.32)
0, se (a,y) = (0,0).
La funzione f & omogenea di grado 2 ed ¢ quindi continua in R™ (Proposizione 1.35). Per ogni
h €R, f(h,0) =0= f(0,h) e dunque f,(0,0) = f,(0,0) = 0; inoltre per ogni (z,y) # (0,0),

PR el P e
z $2+y2 ($2+y2)2’
3 32 3. .3
PR P (2.33)

22+yr (@222

e tali funzioni sono omogenee di grado 1 e quindi tendono a zero per |(x,y)| — 0, e quindi Le
derivate prime sono continue su R?. Pero
f2(0,h) fy(h,0)

20 =1, S0, 2.34
da cui segue che f;,(0,0) = —1 # 1 = f,(0,0). D’altra parte, come & facile controllare, le
derivate seconde miste sono funzioni omogenee di grado 0 (e non identicamente costanti) e

quindi non sono continue in (0, 0).

Le funzioni che ammettono derivate prime e derivate seconde continue si dicono dicono classe

C?:

Definizione 2.16 Sia E un aperto di R™ e f € CY(E,R). Se, per ogni coppia di indici
1,7, 1 <i,7 < n, e per ogni x € E, esiste la derivata parziale D; (Djf(m)) e la funzione
D;(D;f) € C(E) diremo che f & di classe C? su E. L’insieme delle funzioni di classe C*
su E si denota con C*(E) = C?(E,R).

Dal lemma di Schwarz segue che se f € C?(E), allora, per ogni coppia di indici 7,7, 1 <1,j <
n, e per ogni z € E, D;(D; f(x)) = D;(D; f(x)), ossia Dj;f = D f.
2.2 Punti critici

Come per funzioni di una variabile, le derivate prime e seconde danno informazione sui massimi
e minimi locali di una funzione da R™ in R.

Definizione 2.17 Sia E un insieme aperto di R™.
(i) Sia f : E CR™ = R. Un punto T € E é un punto di minimo locale (o ‘relativo’) per f
se esiste una sfera B di centro T tale che

f(@) < f(x), Vee ENB. (2.35)

Se in (2.35) vale la disuguaglianza stretta per x # T, si dice che T ¢ un minimo locale stretto.
In modo analogo (scambiando il verso delle disuguaglianze) si definisce un massimo locale
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(eventualmente, stretto) .

(ii) Sia f € CY(E,R). Un punto Z tale che Vf(Z) = 0, si chiama punto critico (o ‘punto
stazionario’) per f.

Un punto critico che non sia un minimo o massimo locale viene detto punto di sella.

L’idea fondamentale nello studio locale di una funzione — che & un’idea ricorrente nello studio
delle funzioni di pit variabili (si pensi, per esempio, alla definizione di derivate parziali e
derivate direzionali) — & quello di guardare il comportamento di f vicino a Z lungo rette di R™
per T ossia di guardare il comportamento della funzione di una variabile t — F(t) == f(Z+ty)
con y € R™\{0} e ¢ piccoli.

Su tale idea si basa la seguente

Proposizione 2.18 Sia A un aperto convesso di R™.

(i) (Teorema del valor medio e formula di Taylor al prim’ordine)
Sia f € C1(A,R), e siano z,Z +y € A. Allora, la funzione t € [0,1] — F(t) == f(Z +ty) €R
e deriwabile e si ha:

F't)y=Vf(z+ty) -y, Vtelo,1], (2.36)

15 .

e valgono i sequenti ‘teoremi del valor medio
n 1

S ([ Dift@ ety it) u
i=1 70

(/01Vf(a_: +ty) dt) Y (2.37)

f@+y) - f(@)

f@+y) - f(@) = Vf@+sy) -y, (2.38)

dove la (2.38) wale per un opportuno s € (0,1). Se o = {2 + ty|t € [0,1]} denota il segmento
che unisce & e T + vy, si ha

[f(@+y) = f@<Mlyl, M =max|Vf(z). (2.39)
Infine, vale la sequente ‘formula di Taylor al prim’ordine’:

f@+y) =f@)+ V(@) -y+n(yz)  con ri(y;z) = o(ly]). (2.40)

(i) (Formula di Taylor al second’ordine) Sia f € C?(A,R), Z,% +y € A. Allora, la
funzione t € [0,1] — F(t) = f(Z + ty) € R ¢ derivabile due volte e si ha'®:

F'(t)=f"@+ty)y-y= > Dyf(@+ty)yy;, Vielo1], (2.41)
i,=1
Inoltre, vale la sequente ‘formula di Taylor al second’ordine’:
_ _ _ T _
F@+y) = f@) + V@) -y + @)y -y +ra(y; 2) (2.42)

dove () = (Hf)(Z) & la matrice hessiana di f in T e
ra(y;Z) = ”2:1 (/0 (1= t) (D f(T +ty) — Dy f(2)) dt)yiyj
1
= ([ a-o@@rm - @) a)yy
= o(lyf). (2.43)

b
/a gty dt| <

b b b
158 ricorda che se g € C([a,b],R™), allora / g(t)dt = (/ g1(t) dt,...,/ gn (t) dt) e vale

a a a

b

/ |g(t)| dt; cfr. Complemento 1.3.

@ n n n n n
16 Z ai; significa Z Za” = Z

i,j=1 i=1j=1 j=1li=1

agj.
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Dimostrazione Se f € C'(B), per il teorema del differenziale totale (Proposizione 2.9), f &
differenziabile su B e quindi (2.36) segue da (2.11) (con Z + ty al posto di Z):

) = lim DU FO o FE ity tsy) - f@+ty)

s—0 S s—0 S

= D, f(T +ty)

(2.11)
=" Vfl@z+ty) y.

Le identita (2.37) e (2.38) seguono immediatamente dal teorema del valor medio di Lagrange
e dal Teorema fondamentale del calcolo!”.

La (2.39) segue da (2.38), dalla disuguaglianza di Cauchy e dal teorema di Weierstrass.

Per dimostrare la (2.40), osserviamo che, grazie a (2.37),

ro(y;2) = f(@+y)—f(Z)-Vf(@)y

(/Olvf(fﬂty) dt) Y=V -y

= ([ Vi rw-vieya) - (2.44)

Ora, poiché f € C'(A), Vf & continuo in Z, quindi, fissato ¢ > 0 esiste 6 > 0 tale che
Bs(Z) C Ae|Vf(x) — Vf(Z)| < e per ogni |z — Z| < d. Da questo e dalla disuguaglianza di
Cauchy, segue che, se |y| < 4,

nwol <[ Wi+ ty - V@)l < ( / 194+ ty - V@] de) ol < <ol

ossia, che r9 = o(|y|).
Se f € C%(A), applicando due volte la (2.36) ed usando il lemma di Schwarz, otteniamo

(Vr@+t)-v) = (S D+t ) =3 (Dusla+m) w
i=1

i=1

P (t) (226)

n

= > (ZDijf(:f + ty) yj) vi= Y Dijf@+ty) yiy; = '@ +ty)y-y.

i=1 j=1 1,5=1

Dimostriamo, ora, la formula di Taylor (2.42).
Poiché F € C%([0,1]), si ha'®

F(1) = F(0)+ F'(0) + /1(1 —t)F"(t)dt, (2.45)
0

che, in vista di (2.36) e (2.41), diviene!?

fa+y) = 1@+Vi@ v+ Y ([ -0Dssa+ ) de)u

ij=1 0

= @)+ VI@) g+ @yt raly) (2.46)

n
con ry definito in?® (2.43). Ora, poiché |y,y;| < |y|* per ogni i, j e Z 1 = n?, se definiamo
i,j=1

R :=max sup |D;;f(Z+ ty) — Di; f(Z)|
“J telo,1]

17Cfr., rispettivamente, Proposizione 7.26 e Corollario 8.25 in [C2019].
1 1 1
181nfatti, integrando per parti, / (1 —tF"(t)dt = [(1 - F'(1)], +/ F'(t)dt = —F'(0) +/ F'(t)dt =
(] 0 o
F(1) — F(0) — F'(0), per il Teorma fondamentale del calcolo.

198 noti che f'(z)y -y = Z D f(Z)y;yi-
ij=1
20 s . ! 1 1, - _ - 1 _
Si noti che /0 (1—t)dt= 5 e dunque 5f (D)y -y = Z D f(Z)yiy; = Z (/ (1 —=1t)D;; f(z) dt)yiyjA

ij=1 i,j=1 YO
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da (2.43) segue che

ra(y; @) < Jyl* > s |Dij f(z +ty) — Dy f(2)| < [y>n* R. (2.47)
i,j=1"€l0,

Ma essendo f € C?(A) segue che, per ogni ¢ > 0 esiste 0 < Jp < § tale che se |y| < do,
allora supc(g 1] }Dijf(ff +ty) — Dijf(a‘c)| < g/n? per ogni i, j e, dunque, da (2.47) segue che
Ira(y; )] <elyl?, ¥ [yl < do. N

Un corollario immediato del Teorema del valor medio e:

Corollario 2.19 Se A ¢ un aperto connesso in R", f € C1(A,R) e f'(x) = Vf(z) = 0
V x € A, allora f é costante su A.

Dimostrazione Dalla Proposizione 1.43—(ii), segue che A & connesso per poligonali. Dunque,
basta far vedere che preso un qualunque segmento o contenuto in A, il valore di f nei suoi
estremi coincide. Ma questo segue immediatamente da (2.38) e dall’ipotesi V f = 0.

Discutiamo, ora, il comportamento locale di una funzione vicino ad un punto critico.

Proposizione 2.20 Sia E un aperto di R™.

(i) Se & € E ¢ un punto di minimo (o massimo) locale per una funzione f € C*(E), allora &
e un punto critico per f.

(ii) Se f € C*(E), & ¢ un punto critico per f ' (Hf)(z) = f"(Z) > 0 (rispettivamente,
‘f"(z) < 07), allora f ha un minimo locale (rispettivamente, un ‘massimo locale’) stretto in Z.
(iii) Se f € C%(E), T & un punto critico per f e f"(z) ha un autovalore®® positivo ed uno
negativo, allora T & una sella per f.

Figura 2.1: Un minimo locale e una sella

Dimostrazione Poiché E ¢ aperto esiste § > 0 tale che B = Bs(Z) C E.

(i): Assumiamo che f abbia un minimo (o massimo) locale in Z . Allora, le n funzioni di
una variabile t — Fy(t) :== f(z + te(V) (definita per |t| < §) hanno un minimo (o massimo)
locale in ¢ = 0. Quindi, per il teorema di Fermat sui punti critici di funzioni di una variabile?
F!(0) = D;f(z) =0, per ogni i, ossia Vf(z) = 0.

(ii): Dalle ipotesi e dalla formula di Taylor al second’ordine (Proposizione 2.18) segue che,
per |y| <6,

FEty)=f@)+ 5 @y ytnle),  connn=oyf). (24

21Una matrice A reale e simmetrica (n X n) si dice definita positiva (rispettivamente, negativa) se Ay -y > 0
(rispettivamente, Ay -y < 0),V y € R™\{0}; per richiami di algebra lineare, si veda I’Appendice D.

22)\ & un autovalore di A se 3 y tale che Ay = Ay o, equivalentemente se det(A — AI) = 0 dove I & la matrice
identita (n x n).

23Proposizione 7.22 in [C2019].
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11 polinomio di secondo grado in n variabili y € R™ — Q(y) == 3 f”(Z)y-y & continuo sulla sfera
unitaria S"~! = {y| ly| = 1}, dove assume valori positivi (essendo f”(Z) una matrice definita
positiva) e dunque mingn—1 @ = Ag > 0 (il minimo esiste per il teorema di Weierstrass). Per
(2.43), esiste 0 < Jp < § tale che |ra(y; z)|/|y|> < Xo/2, per ogni 0 < |y| < §p. Dunque:

flaty) 2 p@ b (@ Lo )
— 1@+ bi(e() + 2
> @)+ PR
> 1@, Y0 < Iyl < do.

Nel caso f”(Z) < 0, la tesi segue da quanto appena dimostrato applicato alla funzione — f.

(iii): Siano A > 0 > p i due autovalori di H := f”(Z) menzionati nell’ipotesi e siano v e w due
corrispondenti autovettori di norma 1: Hv = Av e Hw = pw. Essendo Z un punto critico per
f, dalla formula di Taylor al secondo ordine (2.42) con y = tv, per t sufficientemente piccoli,
si ha?*
1 A o(t?
£l 1) = £(@) + A2 4 olt?) = £@) + (2l + 222) > p(a)

Dunque, sulla retta {y = Z + tv! t € R} vi sono punti y arbitrariamente vicini a Z tali che
f(y) > f(z). Analogamente, si vede che sulla retta {y = Z + tw|t € R} vi sono punti y

arbitrariamente vicini a Z tali che f(y) < f(Z) e quindi Z & una sella per f.

1
Esempio 2.21 Sia f : (z,y) € R} — — + Ty y € R. Vogliamo calcolare sup f e inf f e
x Y

determinare, se esistono, massimi/minimi (globali o locali) di f.

Figura 2.2: Graficodi f : (z,y) €R% — 2 + Lty

Osserviamo che f(z,y) >0,V (z,y) € R?. E, poi, chiaro che, per ogni y > 0 lim, o4 f(z,y) =
+00, quindi®® sup f = 400 e f non ha massimo. Cerchiamo i punti critici. Calcolando le
derivate parziali, si ha

Foley) = —— +

1 T
22 ;; fy(xay):_y_2+1

2486 y = tv, y - Hy = t2v - Hu = 220 - v = A2 |v|? e o(|y|?) = o(t?).
251n effetti, non & difficile mostrare che si ha anche che lim|(4,y)| 400 f(z,y) = +o00; cfr. Es 1.12.
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Quindi Vf(z,y) = 0 se e solo se y = 22 e y? = x. Tali relazioni individuano due curve in Ri,
ossia {(x,y) € Rﬂ y =12} e {(z,y) € Ri’ y = y/x}. Tali curve hanno unica intersezione in
(1,1). Quindi, I'unico punto critico di f & (1,1). Calcolando la matrice hessiana in tale punto,

si trova
fa Ty, B _% 2% -\l 2)
Y Y¥/ Nz,y)=(1,1) y Y (z,y)=(1,1)

Poiché? det(H—AI5) = (2—\)%—1 si trova che gli autovalori di H sono dati dalle due soluzioni
di (2—X)2—1=0,0ssia\; =1e A = 3. Dunque, H > 0 e, dalla Proposizione 2.20(ii),
segue che (1,1) & un punto di minimo locale stretto per f. Poiché (1, 1) & I'unico punto critico
di f, (1,1) deve essere il punto di minimo globale. Dunque, inij f=rf1,1)=3.

2.3 Funzioni C*
Definizione 2.22 Sia E un aperto diR™ e f : E — R.

(i) Un indice di derivazione ¢é un elemento di N{j, ossia un vettore a n componenti intere

non negative. Su N introduciamo un ordine parziale ponendo, V o, 8 € Nij, o < 8 se oy < j3;

perognil < i < n;a < f significaa < B ea # B. Se a e un indice di derivazione, chiamiamo
n

P’ordine di «, il numero intero non negativo |c|, = E Q.
i=1

(ii) Dato k € N, diremo che f : E — R ¢ di classe C* su E se, per ogni o € N2 con |al, <k,
esistono funzioni continue fo : E — R tali che, fo = f e per ogni 8 con |B|, < k, fs ha tutte
le derivate parziali di ordine 1 continue su E e valgono le sequenti ‘relazioni di compatibilita’:
se o =+ e, allora fo = D;fs.

Le funzioni f, per |a|, > 0 si chiamano le a—derivate parziali di f di ordine |«o|, e si
denotano con uno dei sequenti simboli:

olol f

Bz - Oz

Daf) 6(1‘](‘) 6;1.](‘7 o = (Oél,...,an) S Ng . (249)

La funzione f ¢ di classe C*® su E se f ¢ di classe C* su E per ogni k € N.
C°(E) == C°(E,R) := C(E,R) ¢, per k > 1, C¥(E) = C¥(E,R) denota l'insieme delle
funzioni di classe C* su E.

Questa definizione richiede alcuni commenti.

Osservazione 2.23 (i) Nel caso k = 1, gli indici di derivazione di ordine 1 sono i versori e(*),
si pone f,u) = D;f e la definizione data qui coincide con la Definizione 2.11.

Nel caso k = 2, gli indici di derivazione di ordine 2 sono dati da o = e(® 4 €9 e, in tal caso,
possiamo porre f, = Dj;f = D;(D; f) e le relazioni di compatibilita sono vere per il lemma
di Schwarz, essendo D; f.;y = D;i(D;f) = Dj(Dif) = Dj few. Anche in questo caso, dunque,
la definizione data qui coincide con la Definizione 2.16.

(ii) In tutti i casi, la definizione é ben posta per il lemma di Schwarz. Infatti, in generale, se
||, > 2 ci possono essere pitt modi di rappresentare o come somma di el con un 3 € Ng
con |B|, = |a|, — 1. Per esempio, se a = (3,2,0,1), ci sono tre modi: a = e +(2,2,0,1) =
e +(3,1,0,1) = e® 4 (3,2,0,0); in generale, il numero dei modi di rappresentare o come
somma di un versore e(”) con un 8 € N3 con |3|, = |a|, — 1 ¢ dato dal numero di componenti
non nulle di a.

Ora, se per un a si ha a = e + 3 =¢eU) £y coni # je B,7 €Ny, allora a = e® +el) + 3
con f:= B —el) =~ — e e dunque, per il lemma di Schwarz, si ha:

fo=Difs = Difeiry5 = Di(Djf5) = Dj(Difz) = Dj(fer15) = Djfy,

denota la matrice identita (2 x 2).

26 I
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il che mostra che le relazioni di compatibilita valgono indipendentemente dal modo di rap-
presentare o come somma di un versore con un 3 € Nj.

E
(iii) Dunque, se « = Ze(iﬂ) con 1 <i; < n,sihache fo, = Dj (- (Dj,f) ) e lordine
j=1
delle derivate parziali non conta, e, in particolare, si ha
fa=Df =D (Dy" " (- (DY f)-+)) (2.50)

dove, naturalmente, D;-“ ¢ definito, per k > 2, interativamente: D;?f = Dj(Df_lf).

Esempio 2.24 Sia f : z € R* — f(z) = 2223log(l + 2?) € R, 2 = (1,1,v/2,0), a =
(1,3,0,1). Allora,

df

. JI1I§$4
' 6$18I§31‘4

1,3,0,1) /= =
DS 'f(@) 1+ a3 le=11,v20)

(Z) = D3D1Dyf|z = 240 240

3 Differenziale di funzioni vettoriali

In questa sezione estendiamo la nozione di differenziabilita a funzioni vettoriali e dimostriamo
che la composizione di funzioni differenziabili e differenziabile e che la composizione di funzioni

Ck e CF.
3.1 Differenziali e matrici jacobiane

Definizione 2.25 Sia E un aperto di R"™, f : E — R™. Diremo che [ ¢ differenziabile nel
punto T € E se esiste un’applicazione lineare L : R™ — R™ tale che f(T+h)—f(Z)—Lh = o(h),
cioé:
i+ h)— f(z)— L
L @)~ ()~ Lh
h—0 ‘h|

=0, (2.51)

27

in tal caso, L & unica®’, si chiama il differenziale di f in T e si denota con dfz.

Osservazione 2.26 (i) Come nel caso scalare?®, da (2.51) segue che se f & differenziabile in
z, allora limy, o f(Z + h) = f(Z), ossia:

una funzione f : E C R®™ — R™ differenziabile in ¥ € E ¢ ivi continua.

(ii) se £ € R™\{0}, ponendo h = t£ in (2.51) e prendendo il limite per ¢ che tende a 0, si

ottiene ~ ~
Lo SE 1) = £(3)
t—0 t

— dfe (). (2.52)

(iii) Poiché lesistenza del limite di una funzione vettoriale & equivalente all’esistenza dei limiti
della componenti (Osservazione 1.23—(ii)), dalle Definizioni 2.2—(iii) e 2.25, segue immediata-
mente che

f=(,. fm): E— R™ é differenziabile in T € E se e solo se sono differenziabili in T le m
funzioni f; : E — R.

(iv) Osservando che — fissate le basi standard {e)} in R™ ¢?? {¢(¥} in R™ - la matrice
J € K™*" associata al differenziale dfz ha elementi di matrice3®

27Cfr. nota 4.
28Cfr. Proposizione 2.6.
29Qui, usiamo simboli diversi per sottolineare e(¥) € R™, mentre gli () € R™;

n
30 Tnfatti, se &€ = Z fjez(j) € R", la i—esima componente del vettore dfz(£) ¢ data da
j=1

n

(dfz(9)) - 6@ = (dff(znjfjem)) 60 =3 g (af (e0)) e = S s = (J6)s.
j=1

j=1 Jj=1
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Jij = (dff(e@)) el 1<i<m, 1<j<n), (2.53)
vediamo che
T 2 dps(eW) e
(2.52) (lim f(@+te@) — f(f)) o)
o t—0 t
(f@t1eD) — f(@)) -6
= lim
t—0 t
Gy — T
o i@t te0) — £i@)
t—0 t
23)  Ofi _
= . 2.54
o, (z) (2.54)

Definizione 2.27 Data una funzione f : E C R™ — R™ differenziabile in T € E, la matrice
J = Jpz € K™, con elementi di matrice dati da

ofi
8.Z‘j (SC) ’

Jij = (dff(e(j))) Lo — (1<i<m, 1<j<n) (2.55)

prende il nome di matrice jacobiana (o ‘acobiano’) di f nel punto T. Tale matrice si denota
anche con uno dei sequenti simboli

o, af@. L@, @) (2.56)

Il Teorema del valor medio e la formula di Taylor al prim’ordine per funzioni f € C'(A,R) con
A aperto convesso di R™ (Proposizione 2.18-(i)) si generalizzano immediatamente a funzioni
vettoriali f € C'(A,R"™):

Teorema 2.28 (Teorema del valor medio e formula di Taylor al prim’ordine per
funzioni vettoriali)
Sia A un aperto convesso di R™ e f € C*(A,R™). Allora, per ogni Z,% +vy € A si ha!
1
farn) -1 = ([ 7@rw)a)s. (257)
0
f@+y) - f@ < Mlyl,  M:=max|f], (2.58)

dove o denota il segmento che unisce T e T + y. Inoltre,

f@+y)=f@+ f(@y+r(yz)  con ri(y;z) =o(|yl). (2.59)
Dimostrazione Per definizione, la (2.57) & equivalente a

n 1 8f3

i@ +y) - f@ =3 ( 0 GEtm)dt)u.  VI<j<m.  (260)
k=1

e tale relazione ¢ conseguenza del Teorema del valor medio per funzioni scalari (Proposizio-
ne 2.18-(i)) applicato alle m funzioni f; € C'(A,R).
La (2.58) segue dalla definizione di norma di matrice e dalle proprieta degli integrali di matrici

b
31 §j ricorda che se t € [a,b] — G(t) = (Gij () € C([a,b],R™*™), allora = / G(t) dt & la matrice (m X n) con
a

b b b
elementi dati da / Gij(t)dt e vale H/ G(t) dt” < / |G(t)|| dt; cfr. Complemento 1.3.
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(cfr. nota 31).
Analogamente, prendendo la j—esima compomonente della relazione vettoriale (2.59), si ha
_  Of; _
fi (@) + Z 71(55) Yk + 115y T)
k=1

= [;(@)+ V@) -y +ry(y:T), 1<j<m,

fi(@+y)

e il fatto che m (y; Z) = o(|y|) segue ora da (2.40) applicato alle m funzioni f;. i

3.2 Differenziali di funzioni composte. Regola della catena

Proposizione 2.29 (Regola della catena per differenziali) Siano A C R*, B C R™
due insiemi aperti, e siano f : A — B e g : B — RP. Se f ¢ differenziabile in T € A e
g ¢ differenziabile in § :== f(Z) € B, allora go f é differenziabile in T e si ha
d(go f)z = dgyodfs, (2.61)
Jgof’j = Jg’g Jf’j . (262)

Dimostrazione Innanzitutto, osserviamo che la (2.62) ¢ una conseguenza immediata della
(2.61) e della definizione di matrice jacobiana come matrice associata al differenziale (rispetto
alle basi standard).

Dimostriamo, ora, che g o f & differenziabile in Z e che vale (2.61).

Dalle ipotesi segue che

f@+h) = @)+ Lh+a(t) =g+ Lh+a(h),  Jim S50 =0, (263
97+ k) = g(5) + Mk + B(k), lim ﬁg{’? —0, (264

dove L = dfz e M := dgy denotano i differenziali f e g.

A priori, la funzione 8 & definita vicino a 0, ma, poiché limy_,o 8 = 0 possiamo estenderla in
k = 0, ponendo 3(0) := 0, ottenendo una funzione continua in un intorno di 0.

Dalla definizioni date e dalla linearita di M, segue che

CE) @+ Lh+ a(h)

9(y) + (Mo L)h+ Ma(h) + B(Lh+ a(h)). (2.65)

go f(a’: + h)
(2.64)

Dimostrare che go f & differenziabile in Z e che vale (2.61) &, dunque, equivalente a mostrare
che

v(h) == Ma(h) + B(Lh+ a(h)) = o(h). (2.66)
Fissiamo 0 < € < 1 e denotiamo con || L|| e ||M]| le norme3?, rispettivamente, di L e M. Dai
limiti in (2.63) e (2.64) segue che esistono p > 0e 0 <& < p(1 + ||L||)~! tali che

9
1B(k)| < 3 k], VO<|k <p, (2.67)

(L [IL1)

la(h)] < |h| < |h|, VO<Ihl<o. (2.68)

5
2(1+ [[M]))
Allora, se 0 < |h| < §, si ha che3?

(2.68) c
|Ma(h)| < ||M|l|a(h)] < [[M] 20+ M)

32per definizione, ||L|| = sup{|Lh| : h € R™,|h| = 1} e || M|| = sup{|Mk| : k € R™ , |k| = 1}
33Si ricordi che dalla definizione di norma di una applicazione lineare, segue che |Mk| < || M| |k per ogni k € R™.

9
bl < < Inl. (2.69)
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Ricordando che ¢ ¢ anche tale che (||L]| + 1) § < p, si ha:

(2.68)
<

LA+ a(h)] <[ILI |h] + |a(h)| LI+ [pf < AL +1)6 < p.

Quindi, possiamo applicare la (2.67), ottenendo:

(2.67) 5
|B(Lh+a(h)| < m|Lh+a(h)|
R —(T) Y AR
2+ L)
- % (2.70)

Mettendo (2.69) e (2.70) assieme otteniamo che |y(h)| < |k, che implica la (2.66). |

Osservazione 2.30 Si noti che la relazione in (2.62) puo scriversi in una delle seguenti forme
equivalenti:

(go f)(x) =9'(®) (),

ANgof),.._0g, . 0f

(2.71)

90 )i gy =5 20y Wiy 1<i<p 1<j<m).
k

Ovviamente, essendo i prodotti in tali formule, prodotti di matrici, I'ordine ¢ importante: a
sinistra dell’'uguaglianze ¢’¢ una matrice (p x n) e a destra un prodotto di una matrice (p x m)
con una matrice (m X n).

3.3 Funzioni C*(E,R™)

Estendiamo, qui, la definizione di funzione vettoriale di classe C* e dimostriamo che la
composizione di funzioni C* & C*.

Definizione 2.31 Sia E un aperto diR™, f = (f1,..., fm): E = R™ ek € NgU{oo}. Diremo
che f ¢ di classe C* se3* f; € CH(E), per ogni 1 < i < m. L’insieme delle funzioni a valori
in R™ di classe C* si denota con C*(E,R™).

Osservazione 2.32 (i) Se f € C'(E,R™), dal teorema del differenziale totale (Proposizio-
ne 2.9), segue che le funzioni f; sono differenziabili su E e quindi, per I’Osservazione 2.26—(iii),
f e differenziabile su F.

(ii) (I caso speciale n = 1) Poiché in una dimensione ‘derivabilita’ e ‘differenziabilitd’ coin-
cidono, dire che ¢ : t € (a,b) = (1(t), ..., om(t)) € E C R™ & differenziabile in ¢y € (a,b)
equivale a dire che le m funzioni ¢; sono derivabili in 3. Ora, se g : E — R ¢ differenziabile
in T = ¢(tg), dalla Proposizione 2.29 e da (2.71) segue che la funzione t € (a,b) — g o (t) &
derivabile in tg e si ha

d(go f)

dt
dove ¢’(tg) denota (¢} (t), .., ©L, (t0))-

(to) = Vg(7) - ¢'(to) (2.72)

34Si ricordi la Definizione 2.22(ii).
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Per esempio, se ¢ : R?> = R ¢ differenziabile in (20,90) € se h: R = R & derivabile in zg, con
h(xo) = yo, allora la funzione di una variabile © — g(z, h(z)) & derivabile in z( e

d
i 9(x, h(@))|z = g2(20,Y0) + h (20) gy (T0, y0) -

Tale formula segue dalla (2.72) con ¢(t) == (zo + ¢, h(zo + 1)) e to = 0.

(iii) Se A C R™, B C R™ sono aperti, f : A — B ¢ di classe C! e g € C'(B,RP), allora, per il
punto (i) , f e g sono differenziabili, rispettivamente, su A e B. Dunque dalla Proposizione 2.29
segue che g o f ¢ differenziabile su A e vale (2.71) per ogni & € A. Ma poiché la somma e il
a(go fi

81:j

prodotto di funzioni continue € continua, (2.71) implica che tutte le derivate parziali

sono continue in A, dunque:
Se ACR", BCR™, feCYAR™), f(A)C Bege C*YB,RP) allora go f € C*(A,RP).

Il punto (iii) della precedente osservazione si generalizza immediatamente. Vale infatti la
seguente

Proposizione 2.33 Sia k € Ng U {oo}. Se ACR", BCR™, f e CF(A,R™), f(A)C B e
g € C*(B,RP) allora go f € CK(A,RP).

Dimostrazione Dimostriamo ’asserto per induzione su k. I casi £ = 0,1 corrispondono,
rispettivamente, all’Osservazione 1.23-(iv) e al punto (iii) dell’Osservazione 2.32. Sia k > 2,
assumiamo l’asserto vero per 0,1, ...,k — 1 e siano f e g funzioni di classe C*. Allora, go f €
C'(A,RP) e, per il punto (i) dell’Osservazione 2.32, la funzione g o f & differenziabile e vale
(2.71) su A, ossia:

m
83% Zgg; gi’;() VzeA Vij.
Ora, g—k e f sono funzioni C*~1! e, dunque, per 'ipotesi induttiva, 5 m f & di classe CF~1(A).
Anche % ¢ una funzione C*~1(A). Poiché somme e prodotti di funzioni C*~! sono C*~1,
J
segue che 5(%;]“)1- € C*71(A), il che equivale a dire che go f € C*(A,RP). i
Complementi

Complemento 2.1: Teorema di Eulero sulle funzioni omogenee
Discutiamo brevemente un paio di proprieta delle derivate delle funzioni omogenee.

Proposizione 2.34 (Teorema di Eulero) Sia f: R"\{0} — R una funzione positivamente omo-
genea di grado a € R, sia x # 0 e sia v = ﬁ Allora esiste D, f(x) e risulta

|z| Dy f (z) = af(z) . (2.73)
Inoltre, se f ¢ differenziabile in x, si ha
|z|Dy f(x) =2 - Vf(z) = af(z). (2.74)
Dimostrazione Per definizione di derivata direzionale, si ha:

fla+tg) - flx) FA+ ) — f(2)

Du() = lim t = fim t
()Y @)
= f(x) th_r)r(l} f =« ERE

La (2.74) deriva dalla Proposizione 2.6 e (2.11). |
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Proposizione 2.35 Sia f: R"\{0} — R una funzione positivamente omogenea di grado o € R. Se f
ha derivate parziali su R™\{0}, allora, per ogni i, D;f risulta positivamente omogenea di grado o — 1.

Dimostrazione Sia t > 0 e  # 0. Usando la definizione di derivata parziale

@) — [NONS
Dif(tx) = Jim f(t$+h€h) J(tz) = ]lig})ta (f+ teh ) — f@))

A s pel) = f(z) _ 7D, f(z).

h
Dove p:= —. |
p—0 1% t

Complemento 2.2: Derivazione ‘sotto segno di integrale’

Integrando una funzione di due variabili x e t rispetto a t si ottiene una funzione della sola variabile
x; il problema che qui ci poniamo é: sotto quali ipotesi tale funzione & derivabile rispetto a = e qual
¢ il valore di tale derivata.

Proposizione 2.36 Sia —o00 < a < b < 400, o € R e I un intorno di xo. Siano f = f(z,t) e la
sua derivata parziale rispetto a x, fz, funzioni di classe C(I X [a,b]). Allora la funzione

b
F(z) ::/ f(z,t) dt (2.75)
¢ derivabile in xo e si ha
b
F'(z0) = / Fulwo, ) dt . (2.76)
Dimostrazione Senza perdita di generalitd, possiamo assumere che I := [xo — d,20 + J] per un

qualche ¢ > 0, cosicché f e f, sono uniformemente continue su I x [a, b]. Se A(h) denota il rapporto
incrementale della funzione F' in x¢, dal teorema fondamentale del calcolo segue che:

t
h

/b(/olfz(xo + sh,t) ds) dt . (2.77)

Per la uniforme continuitd di f, in I X [a,b], dato un qualunque € > 0, esiste 0 < r < § tale che se
[(z,t) — (Z,©)| <7, allora | fz(x,t) — f2(Z,7)| < e. Quindi, se |h| < r, da (2.77) segue che

— o b o — o
Ay = Fleoth) = F( )::/f( +h,t})t J(@ot)

’A(h) - /abfz(oso,t) dt‘ /ab(/ol[fm(xo + sh,t) — falzo,t)] ds) dt‘

b, opl
< [ ([ 15etaotsht) = oo, )] ds) at
a 0
< e(b—a). (2.78)
Dall’arbitrarieta di € segue ’asserto. |

Naturalmente, questo risultato si estende immediatamente a funzioni f(x,t) con x € R™:

Proposizione 2.37 Siano —co < a,b < +o00 e siano f = f(x,t) e la sua derivata parziale rispetto
a x5, Dj;f, funziont di classe C(U X [a,b]) con U C R™ intorno di xo. Allora la funzione

b
F(z) ::/ f(z,t)dt (2.79)

ammette derivata parziale rispetto a x; in xo e st ha

DjF($()) = /bDjf(J?o,t) dt . (280)
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Esempio 2.38 Siano a,b ed f come nell’enunciato della Proposizione 2.36; siano a(t), B(t) e g(t)
funzioni continue su J = [to — €, to +¢] tali che a < a(t), B(t) < b, g(t) € I per ogni t € J. Assumiamo
che a e (B siano derivabili in to e siano ag = a(to), B(to) = Bo e o = g(to). Allora la funzione

B(t)
F(t) = / , S0

& derivabile in tg e si ha:

F'(to) = B'(to) f (wo, Bo) — o' (to) f (0, o) +9l(t0)/bfx(foas)d8 - (2.81)
Infatti, per il Teorema fondamentale del calcolo e per la Proposizione 2.36, la funzione
G(z,y,2) = /Zf(x,s) ds
Y
ha derivate parziali date da
Go= [ fwayds,  Gy=—fy),  G=f@2),

e, per le ipotesi fatte, tali funzioni sono continue su D := I X [a,b] X [a,b]. In particolare, per il
Teorema del differenziale totale, G € C'(D) e quindi, la (2.81) segue dalla (2.16) (con n = 3) con

G(w,y, 2) al posto di f e z(t) == (g(t),a(t), B(t)), essendo F(t) = (G o 2)(t). 1

Un’atra applicazione interessante della Proposizione 2.36 ¢ il seguente risultato sulle ‘primitive di
ordine n’:

Proposizione 2.39 Sia I un intervallo di R e f € C(I). Fissato to, sia, per n € No, Fn(t;t0) la
‘primitiva ennesima di f rispetto al punto base to’, ossia

@, sen=0,
F,(t;to) = t (2.82)
/ Fo_1(s;to)ds, sen>1.
to
Allora,
Fu(t: to) /L —9)" " f9ds.  VneN (2.83)
n{l;l0) = 5 . .
o (n—1)!
Si noti che, per il Teorema fondamentale del calcolo, F;, verifica, per ogni n > 1:
Fp(tito) = Faoaltito),  F\V(tito) = f(t),  Fa(to,to) =0. (2.84)
Dimostrazione (della Proposizione 2.39). Per induzione su n € N: per n = 1, (2.83) vale per

definizione di Fi. Assumiamo (2.83) e dimostriamola con (n + 1) al posto di n. Definiamo

G(t) = n+1(t;to)—/ttu F(s)ds *2Y /ttFn(s;to)ds—/tth(s)ds.

| |
o n: o n:

Dal Teorema fondamentale del calcolo e dalla Proposizione 2.36 (si veda anche ’Esempio 2.38), segue

che

(t—s)"
n!

, B . t t(t_s)n—l
G(t)_Fn(t,to)—/tU@t e

Dunque G & costante su I ed essendo G(to) = 0 si ha che G = 0 su I, ossia, vale la (2.83) con (n+1)
al posto di n. I

(2.83)

f(s)ds "="0.

f(s)ds = Fo(t;to) — /

to

Complemento 2.3: Formula di Taylor in R"
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Per generalizzare la formula di Taylor (Proposizione 2.18) ad ordine arbitrario, abbiamo bisogno di
introdurre alcune notazioni.

Definizione 2.40 (i) Se a € N§ e y € R™, poniamo:
n
ali= a1l ap! = H al, oyt =yttt = T (2.85)
j=1

(ii) Sia k € No e f : Bs(T) C R® — R una funzione che ammetta tutte le derivate parziali fino ad
ordine k in T. Chiamiamo polinomio di Taylor di f in Z di ordine k il polinomio di grado al piu
k iny € R" dato da:

ZEeR" = Ti(y; ) =Ty r(y; ) = Z Df@) y*, (2.86)

al
leely <k
dove, gli indici a sono, naturalmente, indici di derivazione, ossia elementi di NG (specifica che,
normalmente, ometteremo).

Chiamiamo resto di Taylor di ordine k in Z la funzione

y € Bs(z) = Ri(y; %) = Rpx(y;2) = f(T+y) — Tu(y; T). (2.87)

Proposizione 2.41 (Formula di Taylor, Peano, Lagrange) Siano Z,y € R", k € N, 6 > 0,
f € CF(B) con B:= Bs(Z) ely| < 9. Allora, si ha:

f@+y) =Te(y; 2) + Re(y; 7) , con  Ri(y;@) = o(|y|"). (2.88)

Inoltre, per il resto di ordine k — 1 valgono le sequenti formule

R a(yiz) = Y a'/ O DY f(7 4 ty) dt; (2.89)
lal, =k
Ri-1(y;T) = Z M y®, con toe€ (0,1); (2.90)
ok al
k
|Ri—1(y; T)| < My, ‘Z]/J con My = sup |D*f(Z+y). (2.91)
lal, =k
lyl<é

Facciamo alcuni commenti:

Osservazione 2.42 (i) La prima formula in (2.88) ¢ vera banalmente per definizione di Ry (vedi
(2.87) e (2.86)); 'affermazione non banale in (2.88) & che Ry (y; %) = o(|y|*), affermazione nota anche
come ‘Teorema di Peano’.

(ii) La formula f(Z +y) = Tk—1(y;T) + Rr—1(y;T) (anche questa vera per definizione di Rx_1) con
Ry, dato in (2.89) o (2.90) & nota come formula di Taylor con, rispettivamente, ‘resto in forma
integrale’ o ‘resto di Lagrange’.

(iii) La stima del resto in (2.91) segue facilmente da (2.90). In base a tale stima, possiamo dire che

f@+y) =Teor(y:3) + O(lyl*) ; (2.92)

questa & un’altra forma standard della formula di Taylor per funzioni C*.

La dimostrazione dell Proposizione 2.41 si basa su alcuni lemmi. Il primo risultato € una versione
particolare della formula di Taylor per funzioni di una variabile con resto integrale e resto di Lagrange
e deriva facilmente dal Teorema fondamentale del calcolo®®

35Cfr. Corollario 8.25-(iii) [C2019].
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Lemma 2.43 Sid*® F € C”“([O7 1],R). Allora, per un opportuno to € (0,1),

k—1 ) 1 _ p\k—-1
F(1) = ‘OFj!(O) +/0 (1(k _t)l)! F®(t)dt (2.93)
R pG) (k)
= 3 E ﬂ(o) i k!(to) : (2.94)

Dimostrazione Mostriamo la (2.93) per induzione su k. Se k = 1, (2.93) segue dal Teorma fon-
damentale del calcolo. Sia k > 1, e assumiamo che valga (2.93). Allora, integrando per parti, si ha
che:

i F(j')(o) + /1 ¢! ;'t)k F(k+1)(t)dt

=
k .
FU(0) x (L—1)Fq1 Ya-F g
B ]; 4! +[F k! Lﬁ/o (k — 1! (bt
k—1 .
F9(0) A=t
- 25 +/0 G PO
(223) F(1)

Per dimostrare la (2.94), facendo il cambio di variabile s = (1 — )* nell’integrale in (2.93) ed usando
il teorema della media integrale (in una variabileB7), si ottiene, per un opportuno to € (0,1):

11 _ 4\k—1 1 ®) (to
/07(1(1@—”1)! F(’“)(t)dt:%/o FO (1 ¥5)ds = 10 k!(t). i

L’idea — come nella dimostrazione della Proposizione 2.18 — & di applicare questo lemma alla funzione
te[0,1] = F(t) == f(T + ty), (2.95)

che, nelle ipotesi della Proposizione 2.41, & di classe C*([0, 1], R). Si ricordi®® che la derivata rispetto
a t di F' corrisponde alla derivata direzionale

Dy =y-V:= Ziji
i=1

su f, ossia,
F'(t)=Dyf(z+ty) =y V@ +ty) = uDif(z+1ty).
=1

Iterando tale relazione j < k volte, otteniamo
FO() = Dif@E+ty) =@ -VVf@+ty)= Y (Di-Dif)@+ty)

n i (i5)
_ Z De( 1) gells f(a’:+ty) ) (296)

i1,ij=1

Le derivate parziali che appaiono nell’ultimo termine di (2.96) sono derivate parziali di ordine j e i
termini ottenuti permutando gli indici (i1, ...,4;) danno luogo alla stessa derivata parziale D* f. Per
riscrivere la relazione (2.96) in modo pitt compatto useremo il seguente risultato che generalizza la
formula del binomio di Newton®:

36p e CF ([0,1],R) significa che esiste € > 0 tale che F € ck ((—e,149)).
37Cfr. Es. 8.5 in [C2019].

38Cfr. (2.36).

39Cfr. Proposizione 1.44 [C2019).
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Lemma 2.44 (Teorema multinomiale) Sia y = (y1,...,yn) € R™ e k € Ng. Allora,

(zn:yi)k=(y1+~~+yn)k= > (2) ¥, (2.97)

i=1 lal, =k

k k! k!
<a> = ol ail - an!’ (2.98)

e il coefficiente multinomiale ‘k sopra o’

dove

Dimostrazione Dimostriamo la (2.97) per induzione su n € N, Vk € N. Per n = 1, (2.97) &
ovviamente vera. Per n = 2, & la nota formula del binomio di Newton®’. Riscriviamo la (2.97) nella

forma equivalente
1/ k y<
y(zyz) = ol (2.99)

i=1 lal, =k

ed assumiamola vera per un n > 2 fissato e per ogni k € No e dimostriamola per n+ 1. Per la formula
del binomio di Newton e per la (2.99) con k = j, si ha che

n+1 n

n(n)

i=1 =1

I
|
—~

<
+
<
3
+
=
~—
S

dove, nell’ultima uguaglianza, abbiamo posto an+1 = k — j e osservato che |(aq,...,an)|, +k—Jj =
i+ k- =k N
Si noti ora che, per ogni 4, j si ha*!

(yiDi)(y; D5) = (y; D) (y: D) , (2.100)

ossia, che gli ‘operatori differenziali (y;D;) e (y;D;) commutano’ e dunque, come nel Teorema
multinomiale, si ha

. n j . n o ) a N
(y-V) = (Z%Di) = > <i> [TwDa =4 Y- Lo (2.101)
i=1 lal, =k i=1 laf, =k
Da (2.96) e da (2.101) segue, dunque, il seguente

Lemma 2.45 Sia F come in (2.95) con f € C* come nella Proposizione 2.41. Allora,

) o ¢ (m
B0 5 B o i< (2.102)
' leely =5 ’
) o ¢(x
Fjl(o) -3 %@ya, Vi <k (2.103)
) lal, =5 ’

k
40Essendo Z cla) = Z c(j, k—j7).
aeNZ:lal, =k Jj=0
4l5e i = j (2.100) & ovvia; se i # 4, si ha (y;D;)(y;D;) = yiy; DiD; = yiy;D;D; = (y;D;)(yiD;) (essendo y;
una costante rispetto alla derivazione D; e viceversa).
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Dimostrazione (della Proposizione 2.41) Dimostriamo (2.90):

_ (2.95)
f(@+y) = (1)
o) = FO0) | F® (1)
= o+ il
= 7 !
k—1
1102),(2. D“ D« + t
(2.102),(2.103) ay Z f z Oy)
3=0 |a|, =5 lal; =5
D~ D f(z + t
— S DUE e s f DA 4 toy) e
laf; <k-—1 leely =3
(2.86) . Def(@ +toy) o
= Te-1(y; Z) + Z Y Yy,

laly =5

da cui, ricordando ((2.87)) che Ri—1(y;Z) = f(Z +y) — Th—1(y; T), segue (2.90).

In maniera del tutto analoga, usando il resto in forma integrale (2.93) anziché il resto in forma di
Lagrange (2.94), si ottiene la (2.89).

La (2.91) segue immediatamente da (2.90) e dal teorema multinomiale: infatti, per ogni |y| < §, dalla
definizione di M}, in (2.91), segue che

(2.90)
B < M Y

laly =k

‘Otl .. |an

Nyn | (299 - |yl¥
ol = Mo

Dimostriamo, infine, la (2.88), ossia che lim, o0 Rk(y;Z)/|y|* = 0. Sia ¢ > 0. Poiché f € C*(B),
esiste 0 < p < § tale che

Df(z — D%f(z
> | ﬂ””% @ . v<p. (2.104)
‘a|1:k '
Allora, se |y| < p,
(2.87) _
—— | Ri( = —Te(y; T
(2.87)

W [Tk-1(y, %) + Re—1(y, T) — Tr(y; T)|

= | |k ‘Rk 1 ) Z Daf(j)ya

ol
‘("ll:k
(2.90) 1 D®f(z 4+ toy) — D*f(z) o
= F Z ] Y
o], =k
1 D f(Z + toy) — D*f(z o an
< op ¥ P S DTN gy
|a‘1:k )
D f(% — DY f(3)] (2.104)
< ZI f(“t(f.) f@l ey g
lael, =k '

Esempio 2.46 (i) Sia P(z) = Z aex® un polinomio in n variabili € R™ di grado al pitt k € No.
lal, <k
Poiché, per ogni «, 8 € Ng,

o ¥ ) s5€ @ 2 57
pige = { (@= B (2.105)

0, se 3it.c. Bi > a;,
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si ha che
al, se a=[
D"z (0) = , (2.106)
0 ,  altrimenti
Dunque,
D*P(0) aa, selal, <k,
— =
o 0, se |a|, >k,
e, quindi,
TP,k = P7

ossia, il polinomio di Taylor di ordine k di P coincide con sé stesso (come ci si aspettava).

(ii) Calcoliamo il polinomio di Taylor di ordine 5 in (Z,y) = (0, 0) della funzione (1+z)?. Calcolando
le derivate fino all’ordine 5 si trova (1 + x)¥ = T5(z, y;0,0) + O(|(2,%)|®) con
2 2,2 3 4 3,2

T5(x,y;0,0):1+xy—%+x2y x3y x4y % (2.107)

Osservazione 2.47 Da (2.105) segue immediatamente che se P = Z aez® &un polinomio nelle n
leely <k

variabili z e se P = 0, allora a, = 0 per ogni a.. Equivalentemente, due polinomi in € R" coincidono

se e solo se hanno gli stessi coefficienti: pili precisamente, se P(x) = Z anx” e Q(z) = Z bpz”
lal; <k 1Bl <h

e P(x) = Q(z), Vz, allora h = k e ao = bs per ogni a.

Infine, osserviamo che il polinomio di Taylor di una funzione C* & unico, nel senso che segue.

Proposizione 2.48 Siano 7,y € R", k€ N, § >0, f € C¥(B) con B := Bs(Z) e |y| < 6. Esistono
numeri ao € R, per |a|, <k, tali che

f@+y) = > ay®+o(y"), (2.108)
lal, <k
se e solo se oo
a = 212 f,("”) . (2.109)
(0%}

La dimostrazione si basa sul seguente

Lemma 2.49 Sia k € N e aq € R per o € N con ||, < k. Se P(y) := Z aay®™ = o(|y|*), allora
lal; <k
aq = 0 per ogni a.

Dimostrazione Poiché lim,_oo(|y|*) = 0, si ha che ag = 0. Ora, nel caso n = 1, affermazione &
ovvia®?. Fissiamo y # 0 e consideriamo il polinomio in ¢ € R dato da

k
p(t) = ZAjtj, con A;:= Z any® . (2.110)
j=1

lely =3

Allora, P(ty) = p(t) e dall’ipotesi segue che p(t) = o(t**') e quindi, dal caso unidimensionale, segue
che A; = 0 per ogni j e per ogni y, ossia, che il polinomio omogeneo in y, A; = Zla\1=j any®, €
identicamente nullo. Questo implica che i coefficienti as sono nulli se |a|, = j e, poché questo vale
per ogni j, si ha la tesi.

Dimostrazione (della Proposizione 2.48) Il ‘se’ & il Teorema di Peano (ossia, la prima parte della
Proposizione 2.41).

42Infatti7 a1y + azy? + -+ apy® = o(yk) implica (dividendo per y) che a1 + a2y + -+ - + apy®t = o(ykil) e,

quindi, che a; = 0, etc.
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Dimostriamo il ‘solo se’, ossia, che (2.108) implica (2.109). Dal Teorema di Peano segue che f(Z+y) =
Tyk(y; Z) + o(ly|*), il che, assieme a (2.108), implica che

Tre(y;) — Y aay® =o(lyl").

laly <k

Dunque, per il Lemma 2.49 Ty i (y; T) = Z|a\ <k @ay”, ma allora i coefficienti dei polinomi devono
1 <

coincidere. il che equivale a (2.109). i

Esempio 2.50 Calcoliamo il polinomio di Taylor di ordine 1000 in z = 0 di

2
T+ T3 2

f(m)lexi-i-ﬁ; doveaseR‘lw1 +m§<1.
1 2
Poiché
[e’e) 500 ]
=> =3¢ +o(™),
=0 =0
si ha che
1 500
_ 2 2\ 1002
1 (22 - 22) Z(-Tl +23)” +O(|z| )
1— (27 + x3) =
500 .
= 23 (4) stur o
Jj=0 ©=0
h ho)!
-y Gl o).
hi! ha!
h=(h1,h2)EN?
h1+ho <500
Quindi
(h1 + h2)! h n he o
f(z) =:r1:ri+ Z hl'i}m')(xf 1+l 2 2 —l—xQ 1 2 2 2) +O(\m|1002
h=(h1,h2)€EN?
h1+h2<500

Da tale relazione e dalla Proposizione 2.48 segue che f(x) = Piooo(x;0)+O(|z|*°°?) con Pigoo(x;0) =
Z aax” e coefficienti a, dati da

Jar], <1000

17 a1:1, 052205320,&4:2,
((a1 o 1)/2)! ay dispari, ag pari,«a « 0
) 1 ) 2 , Q3 = g = U,
0 — ((cr = 1)/2)! (a2/2)!

((al i az)/2)! o pari, ag pari,« 2.« 0
TN [~ JoN ) ’ = 4,04 = U,
(01 /2)! (02/2)! ! ? ?
0, altrimenti .

Esercizi

Esercizio 2.1 Calcolare D;|z|*, V z € R"\{0} e Va € R.

Esercizio 2.2 A seconda del contesto, il simbolo f, puo significare: derivata parziale rispetto alla
variabili scalare z € R, gradiente rispetto alla variabile vettoriale x € R™, oppure matrice jacobiana
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(m x n) di una funzione di n variabili z € R™ e a valori in R™ con m > 1. Si calcoli f, nei seguenti
casi:

i = cos(zy) — 2° z,y,z) € R®;
() f ( y) b 7y7 b
(i1) f:ef‘z|2(1+:r1w3), z € R?;
_ 171 3 2 .
(111)ff(tanh($2), 125, |x\), x €R”,x2 #0;
(iv) f = (z1, 2122, ..., T1 -+ - Tn) z €R";

W) £ = (", (X =), € R"\{0}.
=1
. . af
Esercizio 2.3 Calcolare 3z Per

M f@ =]
(i) f(z) = (21 + :c;cos(xhxg)),

(it) fla,y.2) = .

Esercizio 2.4 Siaz € R® — f(z):= em%_m2 + senh x1. Calcolare:

«

) Da'f con & = (2,3); (i) f'; (iii) £

Esercizio 2.5 Calcolare D f(z) con f(x1,x2) = zixs, a = (2,1).
Esercizio 2.6 Sia P := {(z,y) € R®\{(0,0)}|y = 2°} e sia

0, se (z,y) ¢ P,
f(z,y) =

', se(z,y)€P.

Si calcolino le derivate direzionali D ,,)f(0,0), per ogni (£,1) € R*\{(0,0)}. Si calcolino supy f e
infp fdove B & un qualunque aperto che contiene ’origine.

Esercizio 2.7 Si considerino le seguenti funzioni:
f(z1, @2, x3) = sen(z;e*2T73) o(t) = (e',sent,t)

Scrivere f o p; calcolarne la derivata in ¢ = 0 in maniera diretta e applicando la regola di derivazione
per funzioni composte.

Esercizio 2.8 Calcolare D;g(|z|) dove 2 € R™\{0} e g & una funzione C*((0, 00)).

Esercizio 2.9 Fissati a, 3,5 € R, si consideri la seguente funzione:

2| Jyl”

W7 se (z,y) #0,

fo(@y) eR? e fa,y) =
0 se (z,y) =0.

Trovare condizioni necessarie e sufficienti affinché: (i) f sia continua nell’origine; (ii) f abbia derivate
direzionali nell’origine; (iii) f sia differenziabile nell’origine; (iv) f sia C*(B,(0)), con un r > 0.

Esercizio 2.10 Studiare la regolarita di
w2+y2, sex =0,

f:

Y, sex=0.
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Esercizio 2.11 Sia
log(1 + |z|)
fa=5 W

1, sex=0.

, sexeR"{0},

(i) Discutere la regolarita di f in x = 0 (continuitd, derivabilita etc.).
(ii) Trovare § > 0 tale che |f(z)| < 1/10 per |z| < 4.

Esercizio 2.12 Si studi, al variare di a € R la continuita della funzione f(x):=xz1|z|* per @ €

R™\{0} e f(0):=0.

Esercizio 2.13 Sia f(0):=0 e per x € R? # 0 sia f(z) = |z|*’ sen |z| . Si dica per quali p, f.,
esiste ed & continua.

Esercizio 2.14 Sia f(0,0) = 0 e, per (z,y) # (0,0), sia f(z,y) = (® +y?) 'sen(2® + ¢*). Si studi
la regolarita di f in R? (continuitd, differenziabilitd, derivabilita, etc.)
Esercizio 2.15 Si dimostri che non esiste alcuna f € C?(R?) tale che Vf = (zseny, ysenz).

Esercizio 2.16 Sia f = el (1+z123) con x € R3. Calcolare f”(0) e scrivere la formula di Taylor
(in 0) al secondo ordine per tale f.

Esercizio 2.17 Scrivere la matrice hessiana della funzione f(z,y) = e¥ senz e calcolare f”(0)¢ -7,
dove £ = (3,2) e n = (—1,3).

Esercizio 2.18 Si trovino i punti stazionari e si dica se si tratta di massimi o minimi (relativi o
assoluti) di f(x,y) = (z + 3y)e” “Y.

Esercizio 2.19 Sia

4
flz,y) = /2 senh(t’x + y)dt

+sen y2
(a) Calcolare fr e fy;
(b) dimostrare che f non ha punti critici in R?;
(¢) determinare ’estremo superiore e Pestremo inferiore di f su R?.

1
Esercizio 2.20 Trovare i massimi e minimi di F(z) = / log(1 + 2° + y°)dy.
o

Esercizio 2.21 Per z € R™, sia
1—z*, || <1,
flx) =
0, x| > 1.

(a) Dimostrare che f € C(R") ma f ¢ C*(R™) e discutere la differenziabilita di f;

(b) trovare un numero positivo é per il quale se |z — xo| < ¢ allora |f(z) — f(xo)| < 1/100, con zg
tale che |zo| = 1;

(c) f & differenziabile nel punto (v/2,1,1,...,1)?

Esercizio 2.22* Sia f € C*(R",R) e supponiamo che f’(Z) = 0 se e solo se z = Z, e che sup f >
R™
f(z) > iRgff.

(i) Nel caso n = 1 dimostrare che £ = Z non puo essere né un minimo né un massimo locale per f.
(ii) E vera laffermazione fatta al punto (i) nel caso di n > 27

Esercizio 2.23 Sia z € R? — f(z) cosi definita: f(z,9):=0sex =1¢

f(x,y)::yexp(—(x31)2>, sex#1.

(i) Dimostrare che f € C*°(R*\{(1,0)}).

(ii) Studiare la continuita e regolarita di f in (1,0).

(iii) Studiare i punti critici di f.

(iv) Trovare 6 > 0 tale che |f(z,y) — f(zo,yo)| < 1/100 per |(z,y) — (zo,yo)| < d con (zo,yo) = (1,1)
e (qualora f fosse continua in (1,0)) con (xo,yo) = (1,0).
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Esercizio 2.24 Si calcoli il polinomio di Taylor di grado 2 della funzione y” nell’intorno di (1,1).

Esercizio 2.25 Sia f la funzione:

senxry — &
fly,o) =z + a2y’ +y+ W

Dire se & possibile applicare il Teorema delle funzioni implicite per y = y(x) in (0,0) ed in caso
affermativo calcolare y'(0) e 3" (0).

Esercizio 2.26 Data la funzione f(y,z) = z? 4+ z*y® + sen zy determinare i punti dove & possibile
applicare il Teorema delle Funzioni Implicite.

Esercizio 2.27 Sia f(z,y) == (sen(z — y?), z* +tan y). Si dimostri che f & invertibile in un intorno
di (0,0) e si trovi un aperto su cui & definita la funzione inversa.

Esercizio 2.28 Si consideri la funzione f :y € R — f(y) = (f1(y), f2(y)) € R? definita come

fi=v1+yicosys, fo=y2+ui .

Si dica se la funzione f & invertibile in un intorno di yo = (0,0) e, in caso affermativo, si trovi un
aperto su cui € definita la funzione inversa.

Esercizio 2.29 Si consideri la funzione f : x € R* — f(z) = (fi(x), f2(z)) € R? definita come
f1 :x1—|—xfcosx2, fz :I2+l’%. (2.111)

Si dica se la funzione f & invertibile in un intorno di zo = (0,0) e, in caso affermativo, si trovi un
aperto su cui € definita la funzione inversa.

Esercizio 2.30 Sia f:z € R* — y € R? data da f(x):= (21 + sen(z122), 22 4+ senz?). Si trovi una
sfera B,(0):={y € R? : |y| < r} su cui sia definita e regolare la funzione inversa di f.

Esercizio 2.31 Sia (z,y) € R* — f(z,y):= (sen(z — y°), 2" + tany). (i) Si dimostri che f &
invertibile in un intorno di (0,0) e si trovi una sfera su cui ¢ definita la funzione inversa.
(ii) Su tale sfera si calcoli la jacobiana della funzione inversa.

Esercizio 2.32 Siaec > 0e¢ f(z) =z +eg(x) conz € R" e g € C'(D,R"), dove D := {x € R" :
|z| < 1}. Trovare 9 > 0 tale che f sia invertibile (con inversa C') su D.

Esercizio 2.33 (i) Si dica quante funzioni continue (z,y) — z(z,y) soddisfano ’equazione x cos y+
ycosz + zcosz = 1 in un intorno di (z,y) = (0, 0).
(ii) Si calcolino le derivate parziali delle funzioni di cui al punto (i) (sempre in un intorno dell’origine).

Esercizio 2.34 Sia z = 2(z,y) la funzione definita implicitamente dalle relazioni:
22— 2zy+y=0, z(1,1)=1.

Si calcoli il polinomio di Taylor di grado 2 nell’intorno di (1,1).

Esercizio 2.35 Si studi il luogo dei punti {(z,y) € R* : % — cosz = E} al variare del parametro
reale E.

Esercizio 2.36 Trovare il massimo e minimo di
l14+2—vy

Vita2+y?’

Esercizio 2.37 Determinare I'estremo superiore ed inferiore (specificando se si tratta di massimi
o minimi) della funzione f(z,y):=1/(z* + y*) sull'insieme A:={(z,y) € R*|zy + 1 sen(zy) > 1}.

(x,y) € R® = f(z,y):= su D:={a” +y> <4} .

Esercizio 2.38 Si trovino il massimo ed il minimo della funzione (x,y) € R* — f(z,y) = 2y
sull'insieme D := {(z,y) € R?: |z| +¢y* < 3}.
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Esercizio 2.39 Trovare il massimo ed il minimo della funzione
4

f@) = (L)’

i=1
sul bordo sferico {x € R* : |z| = 1}.

Esercizio 2.40 Trovare i massimi e i minimi (se esistono) della funzione
2 2 2 z’ 2
(z,y) € R™ = f(z,y) = exp(a” +y7) — o —y
sull'insieme {z > 1} N {42® +y* < 8}.
Esercizio 2.41 Sia
(z,y) € R* xR = f(z,y):=|z|* + y* — 221 + 4z0 — 6y — 11.

(i) Quante soluzioni g di classe C*° nell’intorno del punto (1, —2) esistono dell’equazione f(z, g(x)) =
07
(ii) Si verifichi che se g(1,—2) > 0 allora g ha un massimo relativo stretto in (1, —2).

Esercizio 2.42 Sidiscutano i massimi e minimi relativi ed assoluti (qualora esistano) della funzione
(z,y) € {(z,y) ER’|z+y > 1} = f(z,y) =y’ (z+y —1).

Esercizio 2.43 Trovare il valore massimo e quello minimo (qualora esistano) della somma degli
spigoli di parallelepipedi rettangoli di volume unitario.

Esercizio 2.44 Si scriva esplicitamente il polinomio di Taylor di ordine 2, 3 e 4 per una funzione
arbitraria di due e tre variabili nell’intorno dell’origine (assumendo, naturalmente che tali funzioni
siano sufficientemente derivabili).

Esercizio 2.45 Si calcoli il polinomio di Taylor Ty (&; Z) nei seguenti casi:

(i) k=3,n=2,2=0, f(x)=e""+a7,

(i) k=3, (n arbitrario), =0, f(z)= cos|z|,

(iiiy k=2,2=0, f(z)=ax3—senh(zi4---+z,),

(iv) k=4, n=2,z=(m1), f[f(z)=tan(ziz2)—logzs.
Esercizio 2.46 Calcolare il polinomio di Taylor di ordine 10 in 2o = 0 della funzione

z €R® — f(x):= log(1 + z12023) .

Esercizio 2.47 Si dia una stima dei resti |Ry| nell’'Es 2.45.
Esercizio 2.48 Calcolare il polinomio di Taylor di grado 3 della funzione f(z,y) = (2z + y)ez27y2
nel punto (0, 0).
Esercizio 2.49 (i) Sia f(y,z2) =3®> 4+ 2> -1, cony € R, x € R e si fissi (yo,z0) = (1,0). Si trovino
p ed r tali che (3.34) e (3.35) valgano.

(i) Si dimostri che il valore r = (1/4/2) & il valore massimo che si pud ottenere anche se si usano
(3.37) e (3.38) facendo variare « € (0,1).

Esercizio 2.50 Sia f: (y,z2) € R> x R — f(y,x) € R? definita come

fl (yh y2»$) =senx + exyl + wsen(ylw) s
f2(y1,92,2) = 3lz| +y2 + y1, (2.112)

e sia (Yo, o) = (Yo1,Yoz2,z0) = (0,0,0). Si dica se il Teorema 3.19 & applicabile in un intorno di
(Yo, o) e se sl si trovino dei valori di p e r per cui (3.34) e (3.35) vengano soddisfatte.

Esercizio 2.51 Sia Ey = {(z,9) € R*: (x — 1) + (y — 1)? = 2} e sia K, il quadrato chiuso di lato
2r centrato nell’origine. Dimostrare che nell’intorno di (0,0) & applicabile il teorema delle funzioni
implicite ma che non esiste r > 0 tale che Fy N K, possa essere espresso come grafico di una funzione
delle z o delle y.
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Capitolo 3

Funzioni inverse e funzioni
implicite

1 Teorema della Funzione Inversa

Consideriamo il caso di una funzione lineare: f(x) = Jr+gconz,y € R" e J € R™*"™. Invertire
f significa, dato y, risolvere ’equazione in x data da: Jx+gy = y. Dall’algebra lineare sappiamo
che tale soluzione ha una e una sola soluzione x se e solo se det J # 0, in qual caso, la matrice
J ¢ invertibile ¢! x = J~!(y — ). Dunque, la funzione y € R® + g(y) == J (y — ) ¢ la
funzione inversa di f. Si noti che J & la matrice jacobiana f’(x).

Ora, sapendo che vicino ad ogni punto Z dove una arbitraria funzione f ¢ differenziabile, f ¢
ben approssimata dalla mappa lineare  — §+J(z—Z) con § := f(Z) e J := f'(Z), enunciato
del seguente Teorema della funzione Inversa potrebbe non sorprendere.

Teorema 3.1 (Teorema della Funzione Inversa) Siano 19 > 0, xop € R™ e sia f una
funzione di classe C*(B,,(xo),R™) tale che det f'(zg) # 0. Allora:

(i) esiste 0 < r < rq tale che f & iniettiva su B := B,(xo) e la matrice jacobiana f’ é
inwvertibile su B;

(ii) V = f(B) é un insieme aperto, la funzione inversa f~1 € C*(V) e, per ogniy € V,
@)= (@), dove z=f(). (3.1)

La dimostrazione di questo importante teorema si basa su due lemmi: il primo e un risultato
elementare di algebra lineare; il secondo si basa sul teorema del valor medio per funzioni
vettoriali e sul lemma delle contrazioni su R™.

Lemma 3.2 Siano T,S € R"*" e sia det T # 0. Se || — T'S|| < 1, allora S é invertibile e

|
S—l < ||
157 < —

T —T8] (3.2)

Dimostrazione Si osservi che T'S = I — (I — T'S). Ricordando il punto (iii) della Proposi-
zione 1.71 nel Complemento 1.5, si ha che T'S ¢ invertibile con inversa data da

o0

(TS)™ =Y (I-TS)*, (3.3)

k=0

LCfr. punto (xxxiv) nell’Appendice D.

85
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relazione che implica che det S # 0 (se fosse det S = 0, si avrebbe det T'S = det T'det S = 0,
contraddicendo l'invertibilita di 7'S). Quindi, da (3.3) segue che

Sl = (Z(I—TS)’“)T, (3.4)
k=0
da cui segue
Is=1 < TS - sy = — T (3.5)
- 1—|[I=TS5]

k=0
Il Teorema della Funzione Inversa sara grave una semplice conseguenza della sua seguente
formulazione quantitativa:

Teorema 3.3 Sia B C R™ un insieme aperto, convesso e xo € B. Sia f € C*(B,R") tale
che det f'(xg) # 0 e supponiamo che

-1

0:=sup|[I-Tf'(z)]| <1, dove T := (f'(z0)) (3.6)
zEB
Allora, det f'(x) # 0, per ogni x € B e
—1 T
(@) 7 < x= L (1)
inoltre f ¢ iniettiva su B e la sua funzione inversa f~':V := f(B) 2 B soddisfa
1 =1/
o W@ .
v,geEV ly — 9l
Infine, se B := B,.(zq) e se p:=1/\, yo = f(z0), allora si ha
By(yo) C f(B). (3.9)

9 X(w

Figura 3.1: Teorema della funzione inversa

Dimostrazione Dal Lemma 3.2 e da (3.6) segue immediatamente (3.7).
Poiché B e convesso, per ogni x,z € B, per il Teorema del valor medio 2.28, si ha

fla) - f(z) = (/Olf’(x + (e — 7)) dt) (z — %) = Szo(z —7), (3.10)

con Sz, € R"*™. Da (3.6) segue che

1] = TSs.|| = H/Ol (1 —Tf(Z+ (tx — g-;)) dt”

IN

1 (3.6)
/HI—Tf’(:E—i—(t(x—f)Hdt < 0<1.
0
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Dal Lemma 3.2 segue che la matrice Sz , € invertibile per ogni Z,z € B e, quindi, per (3.10),
si ha che:

w5 = S (f(@) - £(@)). (3.11)
Tale relazione implica immediatamente l'iniettivita di f. Ponendo z = ¢(y) e £ = ¢(g), da
(3.5) e (3.11) segue poi (3.8).
Per dimostrare la (3.9) faremo uso del Lemma delle Contrazioni (Teorema 1.49).
Sia yo = f(zo) e sia § € B,(yo): dobbiamo far vedere che esiste Z € B,.(z) tale che f(Z) = §.
Se § = yo, poniamo T = xg e abbiamo finito. Se § # yo, poniamo p = |§ — yo| e 7 = Ap
cosicché 0 < p < p (poiché § € B,(yo)) e T = Ap < Ap = r (per definizione di A e p). Sia
E = Br(xg). Allora, E C B,.(z¢) ed & un sottoinsieme chiuso e non vuoto dello spazio metrico
R™. Definiamo la funzione

P:xeE—®(z)=2—-T(f(x)—y) €R™, (3.12)

e osserviamo che ®'(z) = I, — T'f'(x). Dal Teorema del valor medio segue che, per ogni
z,2' € B,

<Oz —2|, (3.13)

1
@) - ()| = | (/ (@ + te —a))dt) (- )
0
ossia, ® & una contrazione. Mostriamo, ora, che ® : £ — E: infatti, se 2 € E, si ha?

|®(z) —z0| < |®(x) — P(0)| + |P(20) — 0
(3.13) 7
S 0T py -yl SOT+up=0r+ps =7,

Quindi, per il Lemma delle contrazioni, ® ha un unico punto fisso Z € E, ma ®(z) = & ¢&
equivalente a f(Z) = gy ed essendo E C B, (z) si ha che T € B, (x0). i

Dimostrazione (del Teorema 3.1)

Poiché f € CY(B,,(x0)), la funzione x — u(z) = ||I, — T'f'(z)| € [0,+0o0) & continua su
By, (z0) e u(xog) = 0. Dunque, per ogni 0 < 6 < 1, esiste 0 < r < ry tale che u(z) =
I, — Tf'(x)|]| <6 < 1. 1l punto (i) segue, immediatamente, dal Teorema 3.3 applicato a
B = B,(xg). Si noti che in particolare vale (3.8).

Se §y € V = f(B) esiste un (unico) € B tale che f(Z) =g e un 0 < 7 tale che B:(z) C B.
Allora, possiamo applicare il Teorema 3.3 con T, § e 7 al posto, rispettivamente, di xg, yo e
r: da (3.9) segue allora che B,(y) C V, il che vuol dire che V' ¢ un insieme aperto.

Mostriamo, ora, che ¢ = f~! : V — B & differenziabile su V. Siano 7,y € V e siano
T =g(y),r = g(y) € B. Poiché f € C1(B), f ¢ differenziabile in B. Quindi,

f@)=f@)+f (@) (x-2)+R(x;7), e R(;2)=o(z—7]). (3.14)
Tale relazione e equivalente a:

y=0+ 1) (9y) —9®) + R(9(v), 9(7)) ,

o, anche, moltiplicando per la matrice® Ty = (f’(fc))_l, a:

9(y) = 9(5) + Te(y — 9) — TaR(9(y), 9(5)) = 9(7) + Ts(y — 5) + R(y:7) -
Da (3.8) segue ora che
y-az 5ol
A

28i osservi che |®(x0) — wo| = |T(0)(f(x0) — yo)| = |T(z0)(yo — §)| < |T(x0)|p < fip.
3Si ricordi la (3.7).
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Quindi, da (3.7), segue che

[B:9)l _ [TaR(@2)| _ | |R(@;2)]
ly =l ly—gl — |z—1l

(3.15)

Ma se y tende a 7, allora x tende a 7, e, quindi, da (3.14) e (3.15) segue che R(y;7) = o(|ly—7]),
ossia, che g = f~! & differenziabile in § e che

9@ =T: = f(9(y) ", (3.16)

(che ¢ equivalente alla (3.1)).

Infine, poiché l'inversa di una matrice & una funzione algebrica dei suoi elementi, dal fatto
che f € C' e g & continua, dalla espressione esplicita (3.16), segue, infatti, che g € C*. |

Osservazione 3.4

(i) Ovviamente, se f : B C R™ — R™ ¢ invertibile (ossia, ¢ iniettiva) la funzione inversa
f~t: f(B) — B ¢ unica (segue immediatamente dall’iniettivita).

(ii) Se f : B € R®™ — R™ ¢ invertibile, la funzione inversa, per definizione, ¢ tale che
f~lo f(z) = x per ogni x € B. Dall’iniettivita di f, segue anche che fo f~1(y) =y per
ogni y € V := f(B). In definitiva:

se f: B — R™ é invertibile, allora

fltof=id, suB,
(3.17)
foft=id, suV =f(B).

(iii) Una conseguenza immediata del Teorema della funzione inversa ¢ il seguente

Teorema 3.5 (‘della applicazione aperta’) Sia A C R" e f € C'(A,R") ed assu-
miamo che det f' # 0 su A. Allora f ¢ una ‘applicazione aperta’, ovvero, per ogni aperto
U C A Uinsieme f(U) ¢ un insieme aperto.

Dimostrazione Sia U un sottoinsieme aperto di A, e sia yo € f(U). Allora esiste
xg € U tale che yo = f(zg) € f(U). Per ipotesi, det f'(zo) # 0 e quindi, per il Teorema
della funzione inversa 3.1, l'insieme f(B,(z¢)) € aperto e contiene yy. Ma questo significa
che f(U) & aperto.

(iv) Un’altra conseguenza immediata del Teorema della funzione inversa ¢ una caratteriz-
zazione dei ‘diffeomorfismi C'’, ossia, delle funzioni invertibili di classe C! con inversa
ct:

Corollario 3.6 Sia A un aperto di R™ e f € C1(A,R"). Allora,
f ¢& invertibile su A con inversa C' <= f ¢ iniettiva e det f' # 0 su A.

Dimostrazione ‘ = "= se ¢ = f~! € C!, allora si ha g o f(r) = x e prendendo lo
jacobiano di tale relazione (cosa che possiamo fare essendo una composizione di funzioni
C1') si ha che ¢’ o f(z) f/(x) = I,, per ogni x € A, e questo implica che det f’ # 0.

¢ <= ": dal Teorema della funzione inversa segue che nell’intorno di ogni punto zg € A
la funzione inversa di f & C*.

Le ipotesi del Corollario 3.6 non possono essere indebolite, come mostrano i seguenti
esempi:
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Esempio 3.7 La funzione f : x € (-=1,1) — 2% € (—1,1) & biunivoca su (—1,1),
C* ma il suo jacobiano (che in questo caso coincide con la derivata f/(z) = 3z%) non
¢ invertibile in 2 = 0. Infatti, la funzione inversa g(y) = &¥ ¢ continua ma non e
derivabile in y =0

Esempio 3.8 La funzione*

f:A={zeR*: 0< 2> <1} = (2] — 23,27172) €R?

2251
2:62
f non ¢ iniettiva su A e quindi non invertibile globalmente su A (infatti, per ogniy € A
si hanno esattamente due soluzioni di f(z) =y con z € A).

& C>(A,R?), ha jacobiano f’(z) = _22;2> invertibile su tutto A, f(A) = A, ma
1

(v) Si noti che nella versione quantitativa del Teorema della Funzione Inversa (Teorema 3.3)
la scelta specifica della norma in R™ ¢ irrilevante, ma la norma delle matrici deve essere quella
‘operatoriale’ associata, cioe [|A|| = sup,_q [Az|/|z].

In casi concreti & spesso pitt semplice usare la norma |- |, in R™ e la relativa norma operatoriale
I lloo = lloo,00 in (1.78); si veda I’'Esempio 3.9 qui di seguito.

Esempio 3.9 Consideriamo la funzione
z = (z1,22) € R® = f(z) == (sen(z; + z2),e"(1 + 27)) € R®.
Allora, f(0) =(0,1) e

cos(z1 + x2) cos(xy + x2) <1 1)

01 (3.18)

f'(@)e=0 =
de”2 g3 e(1+z) )| _,

Dunque dal Teorema della funzione Inversa 3.1 segue che f & invertibile in un intorno dell’o-

rigine.

Cerchiamo ora, tramite il Teorema 3.3, di trovare r > 0 tale che f sia invertibile su B := B,.(0)

e p >0 tale che f(B) 2 B,((0,1)).

L’inversa di f'(0) ¢ data da T := (é _11> e dunque

1 —cos(wq + x2) + 4e™2a3 cos(x1 + x2) — €*2(1 + 1)
12 — Tf/(!E) =
4ev2 g3 1—e®2(1+at)
a-+e —a+f— i € x1
€ B—3iemy
dove abbiamo posto
a:=1—cos(z1 + z2), Bi=1—e", £ = de*2x} .

Poniamo, qui, | - | == | - |oo, chiamiamo || - || la relativa norma operatoriale su R?*? (ossia,

-1l =1 - loc,00) € stimiamo il valore di ||Iz — T f'(x)||. Assumiamo che r < 1/2, cosicché
r € B = |z| <1/2. Usando le stime elementari®

, (3.19)

DN | =

|1 —cost|<t*, et —1|<2t, e <2, V<

4Identificando R? col campo complesso C, ponendo z = z1 + iz2, f(z) corrisponde alla mappa z — 22
5Vedi, per esempio, [C2019], §5.



90 Analisi in R™ — versione preliminare

otteniamo
| + €| + |e| < 4r% 4+ 1603 = r(4r + 161°) < 67,
1 1 13
|—a+6—15 x1|+|ﬂ—15 z1| < r(dr+44+4r3) < 57

e, quindi,
sup ||[Io = Tf'(z)|| < 7r.
B'V'(O)

In definitiva, dal Teorema 3.3, segue che se prendiamo r = 1/8, § = 7/8, si ha che f &
invertibile sul quadrato di lato® 1/4 centrato nell’origine; la costante A pud essere presa come
A=|T[|(1 —6)~* =16 e 'immagine f(Bj/2(0)) contiene un quadrato di lato 1/64 centrato
in (0,1).

2 Teorema delle Funzioni Implicite

Il Teorema della funzione Inversa permette, tra ’altro, di risolvere un problema classico, ossia,
di determinare l'esistenza (e le proprieta) di ‘funzioni definite implicitamente da un sistema
di equazioni’.

Consideriamo il problema di trovare le soluzioni di un sistema di n equazioni (nelle incognite
x1,...,Zn) che contengano m parametri. In altre parole vogliamo trovare x € R™ che soddisfi
il sistema di n equazioni

fi(@y, e, €1,y &) =0

sy bny Qly o Sm =0
flz,6) =0, OVVero :f2($1 s €1y om) (3.20)

-'fn(‘rla "'axnagla agm) =0

al variare dei “parametri” £ € R™ avendo assegnato la funzione f : A C R**™ — R™. Esempi
semplici di natura geometrica sono dati dai grafici di funzioni.

(a) Sia f(x,¢) = 23 —¢, (n = m = 1); in tal caso le soluzioni, al variare di £ € R, di f(x,£) =0
sono x = /€ cioe l'insieme delle soluzioni di f(z,&) =0, {(z,£) € R? : f(x,£) = 0}, coincide
con il grafico di /€ ovvero con I'insieme {(V/¢,€) : £ € R}.

(b) Sia f(z,£) = 2% — ¢ (ancora n = m = 1). Se £ < 0 non esistono soluzioni di f(x,€&) = 0;
se £ = 0, 'unica soluzione & data da x = 0; se £ > 0 vi sono due soluzioni date da z = 4+/&.
Quindi, fissato & > 0, in un intorno (sufficientemente piccolo) di (o, o) := (€0, V&) vi ¢

una unica funzione di € che soddisfi identicamente f(x(£),€) = 0, tale funzione essendo,
ovviamente, z(£) = ++/€ mentre in un intorno di (&g, xg) := (&9, —v/&o), avremo la soluzione
z(¢) = —/& In un intorno di (£o,z0) = (0,0) invece non & possibile definire in maniera

univoca le soluzioni di f(z,£) = 0 in termini di funzioni di &. Il punto (0, 0) & dunque, rispetto
al nostro problema, “singolare”: il numero di soluzioni varia tra 0 e 2 quando £ € (—¢,¢),
comunque piccolo sia € > 0. Notiamo anche che in tale punto singolare si ha f, = 0.

Gia da questi semplicissimi esempi si vede che una formulazione piu propria del ‘problema
delle funzioni implicite’ e:

Dato un punto (g, &) tale che f(xo,&) = 0, é possibile trovare una funzione x = g(§) tale che
g(&) = xo e tale che il grafico di g rappresenti localmente tutte le soluzioni di’ f(z,&) =07

(c¢) Cambiamo punto di vista e diamo un esempio analitico con n ed m arbitrari. Consideriamo
il sistema di equazioni lineari nelle incognite 1, ..., x,, con coefficienti che dipendono da & €
Rm.
A€z +b(§) =0, (3.21)
6Poiché stiamo usando la norma | ]oo in R? le ‘sfere’ di raggio r sono dei quadrati di lato 2r.

"Ovvero f(g(€),€¢) = 0 in un intorno di & e 'insieme delle coppie (g(€),&) al variare di ¢ in tale intorno
sono tutte le soluzioni di f(z,£) = 0 in un intorno di (xo, &o)-
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dove A(€) € R™" e b(¢) € R™ E evidente che tale sistema & unicamente risolubile se
det A(&) # 0, nel qual caso si ha

= —A(€)"b(e) (3.22)
e se A(€) e b(§) sono funzioni continue di £, cosi risultera anche la funzione () definita dalla

(3.22). Si noti che, se poniamo f(x,&) = A(§)x+0b(§), A(§) coincide con la matrice jacobiana
fz e dunque la condizione di risolubilita € che tale matrice jacobiana sia invertibile.

Il Teorma fondamentale in questo contesto & il seguente

Teorema 3.10 (Teorema delle Funzioni Implicite o ‘Teorema del Dini’)
Sia A un aperto di R™ x R™, f: (z,£) € A~ f(z,&) € CH(A,R") e (z0,&) € A tali che

f(.’ﬁo,fo) = Oa
(3.23)
det fz(z0,&0) # 0.

Allora, esiste p > 0 ed una unica funzione g € C1(U,R™), con® U = BJ'(&) € R™, tale che
(9(£),€) € A, per ogni £ € U, e

9(0) = 7o ;
(3.24)

f(g(§),§) =0, VeEeU.

Inoltre la matrice (n X n) f, & invertibile su B;}er(zo,fo) e la matrice jacobiana di g ¢ data

da
9¢(§) = —(fx(g(€)75))_1fg(g(§)7€)) ; vEeU. (3.25)

Dimostrazione Poniamo

X = (¢ eR"xR™, Y :=(y,n) eR"xR™, X;:=(x0,%),
F(X) = (f(X),8). (3.26)

Allora F € C'(A,R™ x R™) e calcolando lo jacobiano di F' troviamo:
’_ fm fE
e (G ). o

dove f, € R"*", fe € R"*™, I, & la matrice identita (m x m) (e lo 0 ¢ una matrice (m xn) di
tutti 0). Dunque det F'(Xy) = det f,(Xo) = det fi(z0,&) # 0 e le ipotesi del Teorema della
Funzione Inversa 3.1 sono soddisfatte da F'. Quindi, esiste una sfera B := B""™(x,&q) tale
che: F & invertibile su B con inversa C'! sull’aperto V := F(B); inoltre, la matrice jacobiana
F’ & invertibile su B con inversa data da®

(F—l)/ _ ((fxg_l _(fajzn_lfﬁ) 7 (3,28)

dove la matrice (F~')" ¢ calcolata in Y, mentre le matrici (f,)™' e f¢ sono calcolate in
X = fYY).

Poiché V' C R™™ & un aperto che contiene Yy = F(Xo) = (0,&), esiste p > 0 tale che
B}(0) x BJ(&) €V e G:=F~': B}(0) x BJ"(&) — B. Poniamo (a(Y), 8(Y)) == G(Y) €
R™ x R™ e osserviamo che G(0,&) = (z0,%), cioe a(0,&) = xg e 8(0,&) = &. Ora, la
relazione F o G = id equivale a

faY),B(Y)) =y,
BY)=n,

8In questa sezione indicheremo le dimensioni delle sfere con un suffisso.
9Cfr. Appendice D.

= flaly.n),n) =y, = [f(a(0,n),n) =0,
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relazioni valide per ogni 1 € BJ'(&). Ponendo g(£) = «(0,£) (avendo posto 1 = &), si ha la'
(3.24).

Infine, osservando che il gradiente della funzione £ — f(g(£),&) & identicamente nullo, si ha
che'!

0= 0 f(9(€),€) = fz(9(£),8) 9e(&) + fe(9(£),£),
da cui (essendo f5(g(§),€) invertibile su U) segue (3.25). i

Osservazione 3.11 (i) Nel Complemento 3.1 daremo una dimostrazione indipendente (ossia
non basato sul Teorema della Funzione Inversa) di questo teorema — interamente basata sul
Lemma della Contrazioni (su un sottoinsieme chiuso dello spazio di Banach delle funzioni
continue) — sotto ipotesi di regolarita piu generali. Inoltre, il Teorema delle Funzioni Implicite
discusso nel Complemento 3.1 & quantitativo e, in particolare, viene data una stima esplicita
del raggio p che appare nell’enunciato del Teorema 3.10.

(ii) Qui sopra abbiamo dedotto il Teorema delle Funzioni Implicite dal Teorema della Fun-
zione Inversa, ma in effetti, ¢ vero anche il viceversa, ossia, ¢ possibile dedurre il Teore-
ma della Funzione Inversa dal Teorema delle Funzioni Implicite. Supponiamo, infatti, che
f € CY(B,,(z0),R") sia tale che det f'(xg) # 0. Allora, se poniamo, per y € R™, F(z,y) =
f(z) —y e yo = f(zo), si ha che F € CY(B,,(z0) x Br(yo),R"), per qualunque R > 0 e
det F,(zg,y0) = det f'(x9) # 0. Quindi, dal Teorema 3.10, segue che esiste una unica fun-
zione g di classe C'(B,(yo), Br(%0)), per un opportuno 0 < p < R, tale che g(yo) = zo e
F(g(y),y) = 0 per ogni y € B,(yo), ossia, f o g(y) =y per ogni y € B,(yo), il che vuol dire
che g ¢ la funzione inversa di f.

3 Problemi vincolati

Vediamo, in questo paragrafo, un’interessante applicazione del teorema delle funzioni implicite
che permette di risolvere, in certi casi, problemi di massimo o minimo vincolati.

Supponiamo che un insieme compatto in R™ sia dato come l'insieme K := {x : ¢(z) < 0}, con
¢ continua, e sia f una funzione continua su K. Dal teorema di Weierstrass sappiamo che f
ammette massimo e minimo su K ed il problema che ci poniamo & quello di sviluppare dei
metodi che permettano di determinare i punti estremali ossia i punti di massimo o minimo.
Per far questo assumeremo un po’di regolarita ossia assumiamo che f e ¢ siano di classe C.
Sappiamo che se un punto estremale ¢ interno a K allora vi si annulla il gradiente di f e questo
permette di selezionare i punti interni candidati ad essere estremali. Cosa possiamo dire se gli
estremali di f sono sulla frontiera di K, che ¢ contenuta nell’insieme Ey = {z : ¢(z) = 0}7?
A tale proposito sussiste il seguente risultato dovuto a Lagrange. Prima una definizione:

Definizione 3.12 Sia A un aperto di R", ¢ € C*(A,R) e
Ey={xe€ A:¢(x)=0}. (3.29)
Un punto xog € Ey si dice regolare per Ey se Vo(xp) # 0.

A volte, I'insieme Ey = {¢ = 0} viene chiamato vincolo.

Proposizione 3.13 Siano ¢ ¢ Eq come nella Definizione 3.12 e sia f una funzione C*(A,R).
Se xg € Eg é un punto regolare per Ey ed é un massimo o un minimo relativo di f su Ey,
allora esiste un numero A € R tale che V f(xo) = AV(xo).

103; osservi che g(£o) = (0, &) = 0, che la posizione £ = & un irrilevante cambio di nomi e, infine, che 1'unicita
di g segue dall’unicita della funzione inversa.

11Usando la notazione di matrici a blocchi: O¢ f(g(§),&) = 0¢ foG(0,€) = F/(G(o, £)0:G(0,¢) = (fz f&) (;k) =
fz 9ge + fﬁ-
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Dimostrazione Poiché g & regolare per Ej, una delle derivate parziali di ¢ & non nulla in
xo = (Zo1, ..., Ton); Supponiamo, per fissare le idee, che sia la prima variabile: Dy¢(xg) # 0.
Poniamo y = x1, { = (x2,...,Zn), Yo = To1 € & = (To2, ..., Ton). Allora, ¢, (y0,&) # 0 e
per il Teorema delle Funzioni Implicite 3.10 esiste un intorno U C R™~! di &y e una funzione
g € CL(U,R) tale che g(&) = w01 e ¢(g(£),€) = 0, per ogni £ € U. Se zq &, per esempio,
un massimo locale per f su Ejy, esiste r > 0 tale che Bl*(xo) C A e f(yo,&) > f(9(&),€)
per ogni £ € U N B"1(&). Essendo U N B2~ 1(&) un intorno di &, per il punto (i) della
Proposizione 2.20, il gradiente della funzione & — f(g(£),£) € nullo in &:

0
875 f(g(€)7§)|f:£0 = Oa
ossia, 5 5 5
o (0 €0) e 60) + o (o) =0, (3.30)
relazione che, in vista di (3.25), diviene
0 0 0 -19
afé(yo,ﬁo) = %(90@0)(%(%750)) af(g(ymfo). (3.31)
Ma questo significa che per i = 2,....n
0 0 0 -1
Dif(wo) = Aaji . con A= aTJ;(“’“O) (%(zo)) . (3.32)
Per i = 1 la (3.32) ¢ ovviamente vera. I

Osservazione 3.14 (Metodo dei moltiplicatori di Lagrange) Si noti che:

3 a9 € Eg, Ao € R tali che Vf(xg) = MVo(zg) < (x0,Ao) € un punto critico per la
funzione di (n + 1) variabili F'(z,\) = f(z) — A¢(z).

Infatti, Fi(zg, Ao) = 0 equivale a xg € Ey, e F, = 0 equivale a V f(z) = AoV d(xo).

Il cosiddetto ‘metodo dei moltiplicatori di Lagrange’ consiste nel cercare di individuare punti
estremali di f su di un vincolo {¢ = 0} tra i punti critici della funzione F'(z, \) = f(z)—Aé(x).

Esempio 3.15 Sia f(z) = [[;_;2;, M > 0 esia B:={x € R"|z; >0e Yz = M}.
L’insieme B & compatto e si vuole determinare il massimo ed il minimo (assoluti) di f su
B. Poiche¢ f > 0 su B, i punti della frontiera in cui una delle coordinate ¢ nulla (e sui
quali f = 0) sono punti di minimo assoluto. Poiché f, = ]I, 2%y V f non si annulla mai
all’interno di B; dunque il massimo di f & raggiunto su A := 90BN {x € R™ : ; > 0 per
ogniie ) ., x; = M}. Per trovare i punti critici su A usiamo il metodo dei moltiplicatori di
Lagrange. Sia F(z,\) := f(x) — A¢(z) con ¢(x) = >_1 | x; — M. Poiche F,, = [Tigjzi —A
(ex; >0su A) Fp, = 0su Aseesolose f(z) = Az, per ogni j. Dunque 21 = --- = x,. 1l
massimo & dunque raggiunto su xy dove xo; = M/n. Vale dunque

n 1 1 n
(Hm) SEZ@, 2 >0, (3.33)
i=1 i=1
relazione nota come disuguaglianza aritmetico—geometrica.

Le tecniche sopra esposte si generalizzano facilmente al caso di piu vincoli ossia nel caso in cui
la funzione ¢ che definisce il vincolo sia una funzione vettoriale ¢ € C'(R™,R™) (con m < n)
in modo tale che

Eo = {6 =0} = [{¢: = 0}.

L’analogo della Definizione 3.12 é:



94 Analisi in R™ — versione preliminare

Definizione 3.16 Sia A un aperto di R", ¢ € C'(A,R™) e Ey .= {x € A: ¢(x) = 0}. Un
punto g € Ey = {x € A: ¢(x) = 0} si dice regolare per Ey se la matrice jacobiana ¢, (xq)
ha rango massimo (e cioé uguale ad m).

La Proposizione 3.13 si generalizza, allora, come segue:

Proposizione 3.17 Siano ¢ e Ey come nella Definizione 3.16 e sia f una funzione C*(A,R).
Se xg € un punto regolare per Ey ed € un massimo o un minimo relativo di f su Ey, allora
esiste un vettore A € R™ tale che'? f'(zo) = AT ¢n(x0).

La dimostrazione € una ripetizione parola per parola della dimostrazione della Proposizio-
ne 3.13 (con la giusta interpretazione dei simbolil).

Il metodo dei moltiplicatori di Lagrange, in questo caso, consiste nel cercare di individuare
punti estremali di f su di un vincolo {¢ = 0} = (", {¢; = 0} tra i punti critici della funzione

Bz, A) = f(z) = A~ ¢(x).

Esempio 3.18 Si calcoli la distanza d tra lellisse & := {z € R? : % + 23 = 1} e la retta
R={z¢€ R2: x4+ 29 = 4}. Si ricorda che la distanza tra due insiemi & ed R & data da

dist(&, R) == inf |z —y].
€8
yER

Per calcolare d usiamo il metodo dei moltiplicatori di Lagrange su R* con:
fla,y) = |z —y*, (z,y €R?),
o1(z,y) = xz% +a3—1, ¢a(z,y) =91 +2y2— 4,
F(z,y,A) = f(z,y) — Mig1(z,y) — Aaga(w,y) .
Eguagliando a zero le derivate rispetto ad x e y di F' si ottiene
2(x1 —y1) — /\1% =0
To — Yo — Axe =0
2(y1 —71) = A2 =0
Yo —To — Ao =0.
Dalle ultime due equazioni otteniamo 2(xy —y1) = @2 — y2 e quindi dalle prime due equazioni

segue che x1 = 2x5 (avendo osservato che A; # 0 altrimenti si avrebbe z = y il che &
impossibile essendo & N R = &). Da tale relazione, assieme a ¢; = 0, si ottiene che x =

12 In questa formula, f’ & una matrice (1 x n) e AT una matrice (1 x m) (il simbolo di ‘trasposto’ & presente
in quanto solitamente i vettori in R™ si interpretano come vettori ‘colonna’, ossia, matrici (m x 1)).
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(2/v/2,1/4/2) (avendo scartato, per ovvi motivi geometrici, I’altra soluzione nel quadrante

{.Ti < 0})
Infine da 2y; — yo = 221 — 2 = 3/v/2 e da ¢2 = 0 si ottiene y = (%(2 + 3,18~ %)) e

quindi d =2 3 (2 - V2).

(S

Complementi

Complemento 3.1: Teorema quantitativo delle Funzioni Implicite

Teorema 3.19 SiaXo C R™ un insieme compatto, Yo = {y € R" : |y — yo| < p} una sfera di raggio
pinR™ eF:(y,z) € Yo x Xo = F(y,z) € R" una funzione continua su Yo X Xo assieme alle sue
derivate parziali rispetto alle y;. Assumiamo che esista una matrice T € R™*™ per cui valgano le

sequenti due condizioni:

P
sup |F(yo, )| < =2 3.34

oF
sup I —T=~(y,z)| <

3.35
Yo x Xo dy ( )

N =

dove I € R™™™ ¢ la matrice identita. Allora esiste un'unica g € C(Xo,Yo) che soddisfa F(g(x),z) =0
per ogni x € Xo. Inoltre, il grafico {(y,x) = (g(z),z) : « € Xo} rappresenta tutte e sole le soluzioni
di F(y,z) =0 in Yo x Xo.

Osservazione 3.20 (i) Sotto le ipotesi enunciate nella Proposizione 3.10, ¢ sempre possibile trovare
p, Xo e T per cui le due condizioni del Teorema 3.19 valgano. Infatti, poniamo

m oF -1
Xo={z €R™: |z —wo| <1}, T::(a—y@o,xo)) , (3.36)

e vediamo come, grazie alle ipotesi della Proposizione 3.10, sia possibile determinare r e p in modo
tale da soddisfare (3.34) ed (3.35). Poiché x — F(yo,x) € continua in xo e F(yo,zo) = 0, si ha che, per
per ogni p > 0, & sempre possibile scegliere 7 = r(p) per il quale (3.34) ¢ soddisfatta (nelle notazioni
standard p corrisponde ad € e r a §); dopodiché, essendo anche (y,z) — || — T%—’;(y, z)|| continua in
(0, o) dove vale 0, esistono p1 e r1 tali che (y,z) — ||[I — T%(y,x)” < 1/2 per ogni y e x tali che
ly — yo| < p1 e |z —xzo| <71 (quie corrisponde a 1/2, p1 e r1 a d). Dunque, scegliendo

p=p1, r:==min{r:,r(p1)}

le (3.34) e (3.35) saranno soddisfatte.

Viceversa ’enunciato ‘quantitativo’ nel Teorema 3.19 e pitl generale dell’enunciato della Proposi-
zione 3.10: infatti non viene assunto che F(yo,zo) = 0 ossia non viene assunta l’esistenza di una
soluzione esatta di F' = 0; d’altra parte si assume che esistano, per valori dei parametri x in Xy, delle
soluzioni approssimate di F = 0 (si veda (3.34) dove p dovra essere ‘piccolo’ per poter soddisfare
(3.35)).

(ii) L’enunciato del Teorema 3.19 potrebbe, a prima vista, apparire pit generale dell’enunciato della

Proposizione 3.10 anche perché non viene assunto esplicitamente che la matrice jacobiana %—5 &

invertibile per un qualche punto di Yy x Xo; ma, in effetti, la (3.35) implica che % e invertibile per

ogni punto di Yy X Xo. Infatti, se poniamo A =1 — T%—‘Z, da (iii) della Proposizione 1.71 segue che
oF

la matrice I — A = T2 & invertibile, e quindi, sia T che 2£ per ogni y e z, sono invertibili.
dy oy

(iii) (i) I1 fattore § che compare nelle condizioni (3.34) e (3.35) & alquanto arbitrario ed in effetti dalla
dimostrazione del teorema segue facilmente che le condizioni (3.34) e (3.35) possono venire sostituite,
rispettivamente, con

p OF -1
sup | F' <a—— == ; 3.37
b)l(lg)l (y07$)| — a”T” ? (ay (y07$0)) ’ ( )
eda oF
sup [[I —=T——(y,z)| < (1—a) (3.38)

Yo X Xo oy
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con 0 < a < 1 prefissato.

(iv) Le norme usate nel Teorema 3.19 sono state fissate per semplicitd ma & immediato verificare
nella dimostrazione che segue che il Teorema 3.19 vale per qualunque scelta delle norme in R™ e R™ e
con la relativa norma (1.76) su R™"*™. Per esempio, & spesso pill conveniente nelle applicazioni usare
le norme |- | in R™ e R™ con la relativa norma || - |loc,00, (1.78), sulle matrici n x n.

loo
(v) Il nome ‘funzioni implicite’ deriva dal fatto che la relazione (3.20), sotto le ipotesi del Teorema 3.10,
definisce implicitamente la funzione y = g(z).

Dimostrazione (del Teorema 3.19) Poniamo G(y,z) = y—TF(y, z), cosicché %—G = I—T%—F. Allora,
per ogni y,z € Yy e x € Xo, in virtl del Teorma fondamentale del calcolo di (1.66), di (1.77) e di
(3.35), si ha

LoG
Gly,2) = Glaa)l = || FE(z+tly—2),2)y—=lat |
o JY
oG 1
< — —z| < -y — 2. .
< s |57 s gy (3:39)

Sia, ora, E := C(Xo, Yp). Si noti che E & un sottoinsieme chiuso dello spazio di Banach'® C(X,,R™)

(dotato della norma uniforme || - ||oo,x,). Sull'insieme E definiamo la seguente mappa ® che associa
ad una funzione u € C(Xo, Yo) la funzione ®(u) definita da
O (u)(z) = G(u(x),z) = u(z) — TF(u(x),x). (3.40)

Si noti che tale definizione & ben posta poiché i valori u(z) cadono nella sfera chiusa Yy su cui F(-, )
¢ continua. Per ogni u,v € E, e per ogni z € Xo, da (3.39) (con y = u(z) e z = v(z)) segue che

1
@ (u)(z) — 2(v)(2)] < 5lu(z) —v(z)| (3.41)
e, prendendo 'estremo superiore su Xo, vediamo che
1
[9(u) = 2(0)lloo.x0 < Fllu = vll0.x0 - (3.42)
Ciod ® ¢ una contrazione sullo spazio di Banach C(Xp). Chiamiamo wug(z) la funzione costante

uo() = yo; tale funzione & ovviamente in F e da (3.42), la definizione di ® e da (3.34), si ottiene*,
per ogni u € E,

[@(u) = yollo < [|P(u) = D(uo)l|oo + [R(u0) = Yolloo <
< Sl ol + ITF (g0, ) oo
< l\lu—yol\erHTHL <p, (3.43)
2 2||T|

cioe ®(u)(z) € Yo per ogni z € X, il che equivale a dire che ®(u) € C(Xo,Ys) = E. Quindi @
manda FE in se stesso ed ¢ una contrazione. Per il Lemma delle contrazioni 1.49 possiamo concludere
che esiste una unica funzione g € C(Xo,Yo) tale che ®(g) = g, ossia ¢ — TF(g,z) = g, ma questa
relazione ¢ equivalente a

F(g(z),z) =0, VzelXo. (3.44)
Dimostriamo ora che il grafico {(y,z) = (g(z),z) : € Xo} & linsieme di tutte le soluzioni di
F(y,z) = 0in Yy x Xo. Per dimostrare tale affermazione, supponiamo, per assurdo, che esista Z € Xo
ed un § € Yp tale che § # g := g(Z) e tale che F(g,z) = 0. Allora, dalla definizione di G e da (3.39)
seguirebbe che

o _ _ 1,
9 -9l =1G(7.2) - G(g.2)| < 517 — 9] (3.45)
il che & assurdo (avendo noi assunto che § # g). |

Dimostrazione (della Proposizione 3.10) Come detto in (i) dell’Osservazione 3.20, le ipotesi della
Proposizione 3.10 implicano quelle del Teorema 3.19. Quindi 'unica cosa che resta da dimostrare &

1By, € E significa up € C(Xo0,R™) e |up(z) — yo| < p per ogni & € Xo; se {ux} & di Cauchy allora, poiché
(C(X0,), Il llos,xq) & uno spazio di Banach, esiste u € C'(Xo,R") tale che sup, ¢ x, |ux(z) — u(x)| — 0 e quindi, per
ogni z € Xo, |u(z) — yo| = limg o0 |ur(z) — yo| < p e quindi v € E.

1 Qui || - |lso denota, per brevita, || - [|oo,xq -
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che F(yo,20) = 0 implica che g(xzo) = yo. Ma questo deriva dall’ultima affermazione nell’enunciato
del Teorema 3.19 che assicura che tutte le soluzioni di F =0 in Yy X Xo (e (yo,x0) € Yo x Xo) sono

date dal grafico su X di g il che implica che g(xo) = yo.

11)271')

Esemplo 3.21 Sia F(y,z1,x2) = e¥ —sen(yz1 + con y € Rex = (z1,22) € R?, e sia (yo,z0)
= (Yo, o1, xo2) = (0,1,1). Mostriamo che la Proposizione 3.10 ¢ applicabile in un intorno di (yo, zo)
e troviamo dei valori di p e r per cui (3.34) e (3.35) vengano soddisfatte con Xo = {z : | — z0| < r}.

F(0,1,1) =0 e ‘3—5 = e¥ — zycos(yz1 + *7), e ‘?)—5(0, 1,1) = 1. Quindi il teorema & applicabile
nell’intorno di (yo, o). Diamo ora delle stime concrete su p e r; per semplificare tali stime useremo
le seguenti disuguaglianze elementari'®
y?
|1_C0Sy|§?7 VyERv

e’ =1 < (e—Dlyl <2lyl, V|y<1. (3.46)

Poiché F(yo,x) = 1 — sen #2%, scrivendo z2 = 1 4 a con |a|] < r ed usando la prima disuguaglianza
n (3.46) otteniamo

sup |F(yo,z)| = sup |1—s.enm—7r
Xo leg—1|<r 2
1
= sup |1—senu| = sup |1—cos—|
jal<r 2 lal<r
1 /7mr\2 2
— (2 22, 3.47
< 5(5) < (347)

Quindi, poiché T' =1 (e quindi ||T'|| = 1), la condizione (3.34) & soddisfatta se scegliamo r = p/2.
Passiamo alla condizione (3.35). Per ogni |y| < p e |x — (1,1)| < r, scrivendo ancora z2 = 1 + a con
|a| < r, usando la seconda disuguaglianza in (3.46) e maggiorando |sent| con |¢|, si ha

1= 25 2 jer 21— cos(yan + 25| < e — 1] + [ | sen(yas + )|
oy 2 2
a|m T
< 2|y\+|x1|<|y||x1|+—'2! )< 204+ (L)L +7) + 7] (3.48)

quindi, per la definizione di r, si ottiene

sup |1 fT—\ <20+ (1+ g)[p(lJr =)+ ]

Yo X Xo
e quindi (3.35) & soddisfatta se prendiamo, per esempio, p = (1/16) (e quindi r = (1/8)).

Esempio 3.22 Sia F(y1,y2,z) = (senh(y2 + ) + yi + ¥3, 5 + y1 + (zy1)?) e si cerchino soluzioni
di F(g(x),z) = 0 con g funzione regolare di una variabile reale ed a valori in R%. Si noti che non
vi sono soluzioni ovvie di F(yo,zo) = 0 e quindi non & possibile applicare immediatamente il teo-
rema delle funzioni implicite nella versione classica della Proposizione 3.10. Proviamo ad applicare
il Teorema 3.19 cercando una ‘buona’ soluzione approssimata di F(yo,xo) = 0 (e fissando le norme

-1
|- |o)- Scegliamo yo = (—%,0) e zo =0, T == (%(yo,wo)) (che & sempre la scelta pit naturale),

Xo = {|z|] < r} e cerchiamo di determinare r e p cosicché siano soddisfatte (3.34) e (3.35). Lo
jacobiano %—5 e dato da

0
1

B

3i( z) = 241 cosh(y2 + ) + 2y2
oy Y= \1 4 2122 0

= T = ( ) . (3.49)

Ora, per |z| < r (che assumeremo comunque minore di 1)

2

|F(yo,x)|oo + senh z, < — +senhr, (3.50)

‘(64 64)‘ 64

15 y lyl lyl ly|?
|1—cosy\=|/ sentdt|</ | sen ¢ dtf/ tdt:T.
o ()

‘< ‘y|k71<§ 1 1<
B = k! '
k>1

Per
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e poiché ||T|| = [|T]|oo,00 = 5/4 la (3.34) & implicata da

5 5
= 4 = hr < .51
128+286n r<p, (3.51)

(si noti che tale relazione ci dice che p non potra esser scelto pitt piccolo di 5/128). Per |z| < r,
ly1 + 2| < p e |y2| < p (e assumendo che p +r < 1) si ha che'®

oOF 2y 2 0
=T = 1, we®
dy 2y + 7 + 25 cosh(yz + ) — 1+ 2y1
< 2 \yﬂrz 2
S max | 2yt 420+ F—, (p 1)+ 20l (3.53)

Oservando che |y1| < £ 4 p e scegliendo p = 15 e r = =5, da (3.51) e da (3.53) segue che (3.34) ed

(3.35) sono soddisfatte e che, dunque, valgono le tesi del Teorema 3.19.

Corollario 3.23 (1) Sia k un intero positivo o +oco e sia f una funzione C* in un intorno di un
punto yo € R™ ed a wvalori in R™. Se la matrice jacobiana %(yo) ¢ invertibile, allora esiste (ed é

unica) la funzione inversa g di f. Tale funzione g ¢ C* in un intorno di xo = f(yo) e vale

dg of -1
%(l’o) = ,1—17 con T .= (@(yo)) . (354)
(2) Piu precisamente, sia p tale che
of 1
I-T— <= 3.55
S}l/lopl\ gy W= 3 (3.55)

con Yo = {y € R" : |ly—yo| < p}. Allora, se poniamo r = p(2||T||) ™" e Xo = {z € R™ : |z —x0| < 7},
esiste una unica g € C*(Xo, Yo) tale che g(zo) = yo, f(g(z)) =z in Xo e g(f(y)) =y in'" g(Xo).

Dimostrazione Basta porre F(y,z) = f(y) — x. Per definizione di 2o, F(yo,z0) =0 ¢ F € C*(Yy x
Xo). Inoltre % = g—i e F(yo,x) = f(yo) —x = xo — z, quindi la condizione (3.34) & automaticamente
soddisfatta grazie alla definizione di r. Da queste osservazioni, dal Teorema 3.19 seguono tutte le tesi
del corollario tranne quella sull’identita g(f(y)) = y. Sia § € g(Xo), ossia sia § = g(Z) per qualche

Z € Xo. Allora, essendo f(g(z)) = z per € Xo, si ha che f(§) = Z, da cui g(f(y)) = 9(T) = 7.

16 In tali disuguaglianze si & usato che, se |t| < 1 allora

0<cosht—1<1¢2, (3.52)

. . 261 )
infatti cosht — 1 = ¢2 ;";1 73] < 2 }”;2 51 < 2.

17g(Xo) & Pinsieme dei valori g(z) per x che varia in Xg.



Capitolo 4

Teoria classica dell’integrazione

1 Integrale di Riemann e misura di Peano—Jordan

In questo capitolo discutiamo la teoria classica dell’integrazione secondo Riemann e la colle-
gata teoria della misura secondo Peano—Jordan'.

1.1 Rettangoli, insieme elementari, funzioni a scalini

1.1 Rettangoli in R"”

Si ricorda che un intervallo di R € un sottoinsieme connesso di R ossia un sottoinsieme I C R
tale che se x,y € I allora (1 — t)x +ty € I per ogni 0 < t < 1; supl e inf I denotano,
rispettivamente, I’estremo destro e sinistro di I. Se un intervallo I & limitato e a < b sono i suoi
estremi, chiamiamo lunghezza o misura di I il numero non negativo (b—a). Si osservi che se I, .J
sono intervalli di R, allora I\J é dato dall’'unione disgiunta di due intervalli (eventualmente
vioti?).

Un pluri-rettangolo (o ‘rettangolo’) R C R™ & il prodotto cartesiano
n
R=TIx-xI,:=Q)I
i=1

di n intervalli I;(‘spigoli o lati del pluri-rettangolo’); un cubo & un rettangolo i cui lati hanno
lunghezza uguale.

Un rettangolo si dice degenere se uno dei suoi lati ha lunghezza nulla.

Esempi di rettangoli in R? sono:

(0,12 :=[0,1] x [0,1] := {z = (z1,22) ER*: 0< 27 < 1,0 < x5 < 1};

[, 7) X (=1,400) == {x €R?*: —w <y < w29 > —1};

[0,1]x {3} :={z €R*:0< 2, < 1,25 = 3}.
L’ultimo esempio ¢ degenere.
In questo capitolo chiameremo rettangolo standard un rettangolo chiuso, limitato e non
degenere, ossia un insieme della forma

R :=ay,b1] X -+ X [an,by], con —oo<a; <b <oo. (4.1)

Se n > 2, il termine faccia del rettangolo R = [a1,b1] X -+ X [an, by], sta ad indicare uno dei
2n rettangoli (n — 1)—dimensionali che formano la frontiera di R: per ogni j tra 1 ed n vi sono

I questo capitolo, i termini ‘integrale’ e ‘misura’ stanno per ‘integrale di Riemann’ e ‘misura di Peano—Jordan’.
2Esercizio 4.1.

99



100 Analisi in R™ — versione preliminare

due facce opposte date da

{a;} x ®[a,—,bi] ={reR":z;=a;, a; <z; <b;,Vi#j},eda
i#]
{bJ} X ®[a2,bl] = {{I? € R": T; = bj7 a; < ZT; < bz 7V’L 75]} (42)
i#]
1.2 Insiemi elementari e partizioni
Un insieme elementare E & un insieme unione di una famiglia finita di rettangoli {R;} limitati
a due a due disgiunti, ossia 1 < i < N € N, Ry;NR; = T sei # je E = UR;; 'insieme
%R = {R;} di tali rettangoli & una partizione dell’insieme elementare E.
Denotiamo con &,, la famiglia degli insiemi elementari di R™.

Il diametro di una partizione % di E € &, ¢ il numero non negativo®
diam % := sup diam R. (4.3)
Re%

1.3 Raffinamenti di partizioni

Se P=(Py,..,P,) e PP=(Pj,..., P}) sono partizioni di E, diremo che P C P’ se , per ogni
i, P; C P/; in tal caso, diremo che P’ & un raffinamento di P.

Chiaramente, se P’ ¢ un raffinamento di P, ogni rettangolo R’ di P’ ¢ interamente contenuto
in un rettangolo R di P e ogni rettangolo R di P & dato dall’unione di tutti i rettangoli di P’
contenuti in R.

Date due partizioni di E, P’ = (Py, ..., P.) e P = (P/,..., P!), definiamo la partizione unione
di P' e P", P:= P'UP", la partizione P := (P, ..., P,;) con P; formato dall’unione di tutti i
punti di P/ e P/’. In particolare,

P'CPUP', P'CPUP" (4.4)
qualunque siano le partizioni P’ e P”.

1.4 Misura di insiemi elementari

Se un rettangolo E ¢ non—degenere ed uno dei suoi lati & illimitato, poniamo mis, E = +oc;
se un rettangolo E & degenere, poniamo mis, £ = 0. Se £ = I} X --- x [, C R"™ & un
rettangolo limitato, definiamo la misura di E' come il prodotto delle lunghezze degli intervalli

unidimensionali I, ossia, se gli estremi di I; sono a; < b;, definiamo la misura di E come?*
mis, F = H(bl —a;))=(b1—ay) - (bn —an). (4.5)
i=1

La misura di £ = I; X --- x I, non dipende dal fatto che gli intervalli I; siano aperti o chiusi
a sinistra o destra. Si noti anche che I'insieme vuoto € un particolare rettangolo (aperto e con
tutti i lati degeneri a; = b; per ogni ¢) dunque, per definizione, la misura dell’insieme vuoto
é uguale a 0.

1.5 Integrale di Riemann

Sia F C R™ un rettangolo standard e sia f : E — R una funzione limitata (cioé supg | f| < 00).
Data un partizione P di E si definiscono somma inferiore e somma superiore di f su E rispetto
a P i numeri

Sp(f,P)=>_ (inf f(z)) misR,

TER
ReZz(P)

Se(f,P) = Z (sup f(z)) misR. (4.6)

Rez(p) “ER

38i ricorda che dato un qualunque insieme non vuoto A C R™ si definisce il ‘diametro di A (rispetto alla norma
euclidea)’ la quantita diam A := sup, ,ca [z — yl.

4No1rmalrnente7 quando non vi sia ambiguita, ometteremo ’indice della dimensione n dal simbolo mis, , e denotere-
mo semplicemente mis E' la misura n—dimensionale del rettangolo n—dimensionale E.
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Dalle definizioni date segue che se P C P’

—oo<misEi%ff§§E(f,P) <Sp(f,P)<Se(f,P)<Sg(f,P)<misEsup f < .
B

(4.7)
Si definiscono, rispettivamente, integrale inferiore e integrale superiore di Riemann di f su E
le quantita

ap(f) =supSk(f,P),
{P}

75(f) = inf Se(f.P) (4.8)

dove, come sopra, ’estremo superiore & preso su tutte le partizioni di E. Chiaramente®

— oo <supSg(f,P) < inf Sp(f,P) < . (4.9)
{P} {P}

Si dice che la funzione f & integrabile (secondo Riemann) su E se in (4.9) vale il segno di
uguaglianza e chiameremo, in tal caso, I'integrale di Riemann di f su E tale numero:

/E f=au(f) =on(f)). (4.10)

Si usano anche le seguenti notazioni equivalenti

[1= [ f@ae = [ f@yer--do, = [ s -y,

1.6 Somme parziali di Riemann

Sia B C E un insieme misurabile e f : B — R una funzione limitata. Definiamo la funzione
fB come la funzione che coincide con f su B e vale 0 fuori di B. Diremo che f ¢ integrabile
su B se la funzione fp ¢ integrabile su E e definiamo I'integrale di f su B come 'integrale di

fBsu E:
/dex = /Edem.

Data una partizione P di E chiameremo una scelta di punti di B associati alla partizione P
un insieme della forma @ = {zg : R € Z(P)} dove, per ogni R € Z(P), xr € un punto di
R N B. Data una partizione P ed una scelta di punti ) di B, si definisce la somma parziale
di Riemann di f su B relativa a P e @ il numero

Sp(f,P,Q) ==Y  flzgr)misR. (4.11)

ReZ; (P)

1.7 Oscillazione di funzioni
La teoria dell’integrazione di Riemann & intimamente connessa alla nozione di continuita®.

Sia f : A CR™ - Re D C R™ un insieme aperto o la chiusura di un aperto tale che DNA # &;
si definisce 1'oscillazione di f sull’insieme D la quantita

osc(f, D) == ;%E)qf — Dnr%glf (4.12)

Se x € A si definisce Voscillazione di f in x la quantita

el 0) = o1 Be(o) = (s S0) = ut ). (1

5Si osservi che se P e P’ sono due partizioni di E allora S, (f, P) < S (f, PUP') < Sg(f, PUP’) < Sg(f, P'),
ossia ‘le classi dei numeri delle somme inferiori e superiori sono separate’.

6Vedremo in seguito, infatti, che le funzioni integrabili secondo Riemann coincidono con le funzioni che non hanno
‘troppi punti di discontinuita’
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Dunque, la continuita di f in x & equivalente a: per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che
osc(f,Bs(z)) < &; o anche: f & continua in x se e solo se osc(f,x) = 0. D’altra parte,
lintegrabilita di f su E é equivalente a: per ogni € > 0 esiste una partizione P di E tale che

Z osc(f,R)misR < ¢. (4.14)
ReZ(P)

1.8 Funzioni a scalini
Una funzione f : R™ — R si dice funzione a scalini se

N
f = Z chRj
j=1

con ¢; € Re{R;|1 < j < N} & una famiglia (finita) di rettangoli limitati a due a due
disgiunti. Dato un rettangolo E C R™, S(E) denota la famiglia di funzioni a scalini f con®
supp(f) C E.

1.9 Funzioni continue a tratti
Una funzione limitata f : B C R™ — R si dice continua a tratti se B = Ufil B; con B; CR"
misurabili e tali che B; N B; = & per ¢ # j e se f & continua su B; per ogni i.

7

1.2 Integrale di Riemann
Discutiamo brevemente alcune proprieta elementari, ma fondamentali, dell’integrale di Rie-
mann e della misura di Peano—Jordan.

In questo paragrafo E denota un rettangolo standard in R™, f, g funzioni limitate da E in R
e B un sottoinsieme di E.

1.10 &, é un’algebra: se E,F € 8, allora ENF,E\F,EUF €§&,.
Dimostrazione Sia ' = U;R; e F =U;S;con1 <i <N, 1< j <M e R; rettangoli limitati
a due a due disgiunti e analogamente per gli S;.

EﬂF:U(RiﬂSJ‘),
i,J

da cui segue immediatamente che EN F € &,,.
Chiaramente, se si ha anche R; NS; = & per ogni i # j, allora’

EUFcg,, (RiﬂSjZQ,Vi#j). (415)

Osserviamo chese R=1; X ---x I, e S = Jy X --- X J, sono rettangoli limitati in R”, allora
R\S € &,: infatti, (si ricordi il punto 1.1), per ogni j, I;\J; = I; U} con I} e I intervalli
limitati e disgiunti; dunque:

RS = URm{x\xjgéJj}:URm{x\xjte\Jj}

= URﬂ{x}zj er}yu URﬂ{x|xj ery,
J J

e, poiché insiemi della forma RN{z|z; € I'} con I intervallo sono rettangoli limitati, da (4.15)
segue che R\S € &,. Quindi anche RU S = (R\S)U (RN S)U(S\R) € &, e la tesi segue
facilmente da relazioni insiemistiche elementari.

7 Si ricorda che, se B & un qualunque insieme, xp denota la funzione caratteristica (o indicatrice) di B
ossia la funzione che vale 1 su ogni punto di B e zero altrimenti.

811 supporto di una funzione f : R™ — R, supp(f) ¢ la chiusura dell’insieme {z € R"| f(xz) # 0}.

94 = AUC significa A= BUCeBNC=2.
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1.11 Una funzione a scalini s con supporto in E si pud rappresentare come
s(z) = Z CRX () (4.16)
ReP(P)
dove P(P) & una partizione propria di E, cg sono numeri reali.

1.12 Data una qualunque partizione P di E si ha

Z mis R = mis E . (4.17)
ReZ(P)

Dimostrazione Consideriamo per semplicita il caso n = 2. Se P = (Py, P») con P; come in
(??), si ha

Z misR = Z mis I
Rez(P) j=(j1,32)

= STEW -V e -2 )

J1,J2

- (X &Uﬂzw”in)

J1
=<$—9m@&ﬁ
= (b1 —a1)(ba — az)
= misR,

essendo le somme unidimensionali somme ‘telescopiche’. 1

1.13 f é integrabile su E se e solo se per ogni € > 0 esiste una partizione P di E tale che

Se(f,P)—Sg(f,.P) = Z (Supf—i%ff)misR
rea(p) &
= > (s [f(e)~ fly))misR (4.18)
Rea(p) “YER
< €.

Dimostrazione Innanzitutto si osservi che, in generale, si ha che

Slflgpf inf f = sup |f(z) — f(y)] (4.19)

z,yeB

per qualunque B e f : B — R. Infatti, per ogni z’,3’ € B si ha che
f@) = f) < [f@) = f)] < sup |f(z) = f(y)

z,y€B

e prendendo l’estremo superiore su 2’ e su 3’ si ha che

s%pf lnff< sup |f(z) — f(y)]-

z,yeB

Viceversa, per ogni =,y € B,
inf f —sup f < f(z) — f(y) <sup f—inf f
B B B B

che implica che |(fz) — f(y)] < supg f — infp f e prendendo l'estremo superiore su z,y € B
si ottiene anche che

sup |f(x) = f(y)l < sup f —inf f,
B

r,yeB
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e quindi, la validita di (4.19), che a sua volta implica la seconda uguaglianza in (4.18).

La (4.18) implica immediatamente l'integrabilita di f su E. Viceversa, se f ¢ integrabile, dato
€ > 0, esistono due partizioni P’ e P” di FE tali che

0<S(f,P)-S(f,P") <e,
e se poniamo P = P’ U P”, da (4.7) segue che
S(f.P)=S(f,P) < S(f,P")~S(f,P')<e
ossia la (4.18). i

1.14 B ¢é misurabile se e solo se xp ¢ integrabile su E.

Dimostrazione Sia P una partizione di E e si osservi che, per ogni R € Z(P),

1, seRCB 1, seRNB#o
inf v, = ;o SUpX, =
r 0, altrimenti R 0, altrimenti
Quindi,
Sp(xs, P)= Z i%fXBmisR: Z mis R
REZ(P) REZ (P)
Se(Xy, P) = Z sup x, mis R = Z mis R
rea(p) Tt REX5 (P)
da cui segue immediatamente 1’asserto. 1

1.15 B ¢é misurabile se e solo se per ogni € > 0 esiste una partizione P tale che

> misR<e, (4.20)
ReZp\ %'y

dove Zp = Zp(P) e Ay = Xy (P).

Dimostrazione Segue subito da 1.13 e 1.14. 1

1.16 Se f integrabile su B, per ogni € > 0, esiste una partizione P tale che per ogni scelta
di punti Q su B relativa a P si ha

[ o~ su(r.P.0)| <. (4.21)
B
In particolare'®, esistono partizioni Py, tali che per ogni scelta di punti Qy su B relativa a Py
si ha
lim SB(f, Pkka) = /f(:L')dl‘ (422)
k—oc0 B

Dimostrazione Segue subito da 1.13, 1.15 e dalle definizioni 1.5 e 1.6. i

1.17 Siano f e g due funzioni integrabili su E.
(i) Per ogni a,b € R, la funzione af + bg é integrabile su E e si ha

/E(af+bg):a/Ef+b/Eg- (4.23)

10g; scelga, per esempio, € = 1/k in (4.21).

(ii) fg e integrabile su E.
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Dimostrazione (i): Si osservi che sup,, ¢ g |af(7)—af(y)| = |a|sup, ,e g |f(2)—f(y)| e quin-
di, da 1.13, segue l'integrabilita di af; analogamente l'integrabilita di f + g segue osservando
che

sup |f(z)+g(z) — f(y) —gw)| < sup |f(z) — f(y)|+ sup |g(z)— g(y)]
z,yER z,yER z,yER

ed invocando nuovamente 1.13. La (4.23) segue osservando che le somme parziali di Riemann
Se(-, P,Q) (cfr. (4.11)) sono lineari'! ed usando la 1.16.

(ii): Poiché f e g sono integrabili sono limitate, quindi esiste M > 0 tale che supg |f| < M e
supg |g| < M. Per ogni z,y si ha che

F@g(@) = Fgw)] < 17@)] o) = 9(u)| + o) 1f@) = £(3)]
< M(1f(@) = )l + o) - 9(w))

e lintegrabilita di fg segue, ancora, da 1.13. |

1.18 (i) Se f > 0 ¢ integrabile, allora /f > 0.
E

(ii) Se f > g sono integrabili allora /f > /g.
E E

(iii) Una funzione f ¢ integrabile su E se e solo se'? fi e f_ sono integrabili su E.
(iv) Se f ¢ integrabile su E, allora |f| é integrabile su E e

[1]= [ (1.26)

Dimostrazione (i) segue da (4.22) e (ii) da f — g > 0, da (4.23) e da (i).

(iii): Si osservi che'? |fy(z) — f+(y)| < |f(z) — f(y)|; dunque, se f & integrabile, per 1.13, si
ha che anche f; e f_ sono integrabili. Viceversa se fi sono integrabili, I'integrabilita di f
segue da lla relazione f = fy — fi e da 1.17-(i).

(iv): |f| = f+ + f- e da 1.17-(i) segue l'integrabilita di |f| e (4.26) segue da

’/Ef’:uEer*/Ef—’S/Ef++/Ef_:/E\f|. 1

1.19 L’integrale di Riemann ¢ ‘invariante per traslazioni’:

Sia B ¢ un insieme misurabile, xg € R" e x — 7(x) == xo + x una traslazione. Allora'* 7(B)
¢ misurabile e se f ¢ integrabile su 7(B) allora f o1 & integrabile su B e

T(B)f(y) dy = /Bf or(z) dz. (4.27)

In particolare (prendendo f = 1) si ha che mis(7(B)) = mis(B).

Dimostrazione Basta osservare che il traslato 7(R) di un rettangolo & un rettangolo e quindi
che se P & una partizione di £ D B, xop+ P ¢ una partizione di 7(F) D 7(B). La (4.27) segue,
per esempio, da (4.22). i

'!Ciot Sp(af +bg, P,Q) = aSg(f, P,Q) + bSk(g, P, Q) per ogni a,b, f, g, P e Q.
12 Data una funzione f : A C R"™ — R si chiamano, rispettivamente, parte positiva e parte negativa di f, le
funzioni

f+(@) =max{f(x),0},  f-(r)=—min{f(x),0} = max{-f(z),0}. (4.24)
Si noti che f4 e f— sono ambedue funzioni non negative e che
f=rf—-7r-, [fl=f++f-. (4.25)

13ge f(z)f(y) > 0, vale 'uguaglianza; se, per esempio f(z) > 0 > f(y) il membro di sinistra ¢ uguale a f(z) e il
membro di destra a f(z) — f(y) = f(z) + | f(y)]; il caso f_ segue osservando che f_ = (—f)4+.
4 (B)=20+B={y:y=z0+a con z € B}.
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1.20 Se A e B sono misurabili allora:

(i) AN B e AU B sono misurabili;
(i) mis(A U B) < mis A + mis B;
se mis(AN B) =0 allora mis(A U B) = mis A + mis B;
(iii) se A C B, mis(B\A) = mis B — mis A;
(iv) se f ¢é integrabile su A e su B lo é anche su AU B e se mis(AN B) =0 allora

/AUBf:/Aer/Bf. (4.28)

Dimostrazione Segue subito da 1.14 e 1.17 osservando che

Xans = XaXss  Xavs =Xa + X5 — Xans- | (4.29)

1.21 (i) L’intersezione finita di rettangoli é un rettangolo.
(i) L’'unione finita di rettangoli chiusi é un insieme elementare®®.
(iii) Gli insiemi elementari sono misurabili.

Dimostrazione (i): Segue dal fatto che che l'intersezione di due intervalli ¢ un intervallo.
(ii): Diamo la dimostrazione nel caso n = 2 (il caso generale & del tutto analogo). Siano
Ry, = [ag, bi] X [ck, dg] rettangoli in E = [a,b] x [¢,d] con 1 < k < N e sia P; la partizione
di [a,b] che contiene tutti gli ay e by e P la partizione di [c,d] che contiene tutti i cx e dy
e P=(P1,P). Se Z. = {R € Z(P) : R C URy} allora UR, = Ugeg, R, il che mostra che
UR), € un insieme elementare.

(iii): Segue dal punto (i) di 1.20. 1

1.22 Dato un rettangolo limitato chiuso R ed € > 0 esistono N cubi chiusi K; C R tali che:
(i) K;NK; =@, per ogni i # j;

N
(i) mis (R\ Q K) <e.

Dimostrazione Sia R = [a1,b1] X -+ X [ay,by], sia L = max(b; — a;) e § = ¢/(2"L"71),
P, = {a;,a;+0, ...,a;+m;d,b;} con a;+m;6 < b; < a;+(m;+1)d (cioe m; = (b;—a;)/J). Allora
i K; della tesi saranno tutti i rettangoli di Z(P) che hanno tutti i lati di lunghezza ¢ (ossia

N
lati della forma [a; + jd, a; + (j +1)d] con j < m; —1): infatti mis (R\ U Ki) <ndL" ! =,

i=1
i

1.23 (i) B ¢é misurabile se e solo se, per ogni € > 0, esistono due insiemi misurabili A e C
tali che AC BCC emisC —misA <e.

(ii) B ¢ misurabile se e solo se, per ognie > 0, esistono due insiemi elementari A e C tali che
ACBCC emisC —misA < g; tali insiemi elementari possono essere scelti come unione
di cubi K; tali che KZ N I%j =0.

(i4i) Se misest B =0 allora B ¢ misurabile e mis B = 0.

Dimostrazione (i): Se B ¢ misurabile, dato € sia P come in (4.20) e si prenda A :=
Ureay,(p) R € C = Urezyp)R-

Viceversa, si scelga una partizione P tale che ZRG%,A misR>misA—ced p.,p misk <
misC' + ¢ e si usi 1.15.

(ii): Il ‘se’ deriva dal punto (i) (poiché gli insiemi elementari sono misurabili). Il ‘solo se’
deriva dalla dimostrazione di (i) (poiché gli insiemi scelti nella dimostrazione nel ‘solo se’ di
(i) sono elementari). L’ultima affermazione segue facilmente da 1.22.

(iii) Segue da (i) prendendo A = & e dalla definizione di misura esterna. i

5. 1.2.
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1.24 (i) Se B ¢ misurabile lo sono anche B, B e dB. Inoltre
mis B = mis B = mis B. (4.30)
(ii) B ¢é misurabile se e solo se B ¢é limitato, 0B é misurabile e misdB = 0.

Dimostrazione (i): La misurabilita di Be B ela (4.30) seguono da 1.23-(i) prendendo A :=
URG?/?}; Re C:=Upey, R

(ii): Assumiamo che B sia limitato, 0 B misurabile e mis 9B = 0. Sia E un rettangolo standard
che contiene B (e quindi dB). Poiché mis 9B = 0, per ogni € > 0 esiste una partizione P di

FE tale che OB C U Re Z mis R < e. Se R € % non interseca 0B allora o R C B

7R€.%’33 RERERsB
oppure R C E\B. Quindi, Zp = Zsp U #Z5, che implica (4.20).
11 viceversa segue dal punto (i). |

1.25 Sia Q C R™ un insieme che ha misura nulla'® e A un sottoinsieme limitato in R™.
Allora Q@ x A C R"™™ ¢ misurabile e mis,, @ X A =0.

Dimostrazione Sia ¢ > 0 e sia D C R™ un insieme elementare tale che D D @ e mis,, D < ¢.
Poiché A & limitato, esiste L > 0 tale che A C [-L, L]™. Allora D x [—L, L]™ & un insieme
elementare di misura non superiore a L™¢e. Dall’arbitrarieta di e segue la tesi. i

1.26 Sia F : E C R® — R™ wuna funzione uniformemente Lipschitziana con costante di
Lipschitz L > 0 rispetto alla norma del sup'”, allora

(i) per ogni B C E misurabile misest,,, F(B) < L™ mis, B.

(ii) se @ ha misura nulla allora mis,, F(Q) = 0.

(iii) Se m > n, allora mis,, F(B) = 0.

[O)imositrazione Sia ¢ > 0 e sia D C F un insieme elementare unione di cubi K; tali che
K,NK; = @sei# jetale che B C D e mis, D —mis, B < ¢/L™ (cfr. 1.23-(ii)). Sia
(@) e r;, rispettivamente il centro ed il lato di K;: K; = {x € R" : |z — 29| < r;/2}. Per
ipotesi, |F(z) — F(z®)| < L|z — @] il che implica che F(K;) & un sottoinsieme del cubo
m-dimensionale K/ di centro F(x()) e lato Lr; e tale cubo ha misura (Lr;)™ = L™ mis, K.
Quindi, poiché 'immagine dell’'unione coincide con 'unione delle immagini, segue che

F(B) C F(D) =] F(x:) c | JK]

e quindi

mis est,, F'(B) < Z mis,, K] = L™ Zmisn K; = L™ mis,, D < L™ mis,, B + ¢.

Dall’arbitrarieta di € segue che misest,, F(B) < L™ mis,, B.

(ii) segue immediatamente da (i) e da 1.23-(iii).

(iii) Sia B := B x [0,1]™™™ C R™ e sia F' D'estensione di F a B ponendo, per ogni (z,y) €
Q x [0,1)™ ™, F(x,y) = F(z). Chiaramente F' & Lipshitziana su B e F(B) = F(B). Poiché
mis,, B = 0 (per 1.25) da (i) segue che mis,, F(B) = 0. i

I punti (ii) e (iii) non valgono, in generale, se assumiamo F' semplicemente continua: nell’E-
sercizio 1.30 di fine sezione viene dato un esempio (la cosiddetta ‘curva di Peano’) di una
funzione continua F : I := [0,1] x {0} € R? — R? la cui immagine sia tutto il cubo unita-
rio [0,1]% e quindi trasforma il segmento I che ha misura (bidimensionale) nulla, nel cubo
(quadrato) unitario che ha misura (bidimensionale) uguale ad uno.

16 0ssia @ & misurabile secondo Peano—Jordan e mis,, Q@ = 0.
170ssia, esiste L > 0 tale che |F(z) — F(y)| < Lly — x| per ogni z,y € Ee |-| = |- oo -
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1.27 (i) Se s = Z CRXy € una funzione a scalini (cfr. 77), allora s é integrabile e
Re(P)

/s- Z crmis R. (4.31)

ReP(P)

(ii) f ¢& integrabile su E se e solo se, per ogni € > 0, esistono due funzioni a scalini su E ,
e

s1(x) e sa(x), tali che

si(z) < f(z) < so(x), VzxekFE, e /E<82—81) <e; (4.32)

tali funzioni possono essere espresse intermini dello stesso partizione propria di E.
(iii) f & integrabile su E se e solo se esistono due funzioni integrabili su E, g1 e go tali che

n@) <@ <ml). VeeB e [(n-a) e @)

Dimostrazione (i): Un rettangolo limitato ¢ misurabile e la sua misura & l'integrale della

sua funzione caratteristica; dunque da 1.18 e 1.17 segue la tesi.

(ii): Sia f integrabile ed £ > 0. Sia P una partizione come in (4.18) e sia #(P) una qualunque

partizione propria associato a P. Chiaramente, per ogni R € £, si ha supp f — infgp f <

supy f — infz f e quindi se cg = supy f, cg = infr f, 52 = Z CRXp € S1 = Z CRrXR>
Rez Rez

segue la (4.32).

Assumiamo, ora, che valga la (4.32). Prendendo la partizione unione P associata alle due
rappresentazioni si ottiene subito che s; e s possono essere espresse in termini dello stesso
partizione propria di E associato ad una stessa partizione P come in (??). Sia 0 < § <

rmnZ @ _ (i) 2 e consideriamo la partizione P° = (P?, .., P5 con P) = (i)
7] ]+1 1

K3
0, 51 — 4, f ) 4 5,....}. I rettangoli di Z()P?) si suddividono in due famiglie: la prima,
%1, formata da rettangoh R contenuti all’interno di un rettangolo di Z(P ed una seconda
famiglia, %5, formata da rettangoli in cui almeno un lato ha misura §. Si osservi che se
R € Ry, supy f —infr f < supp s2 —infg s1 e che, quindi,

Z sup f — 1nffmlsR < Z sup Sg — 1nf51 mis R < Z sup so — 1nf51 misR <e¢.
ReZ%: R Re%: R Rez R

D’altra parte, esiste una costante ¢ > indipendente da §, tale che ERE% mis R < ¢d. Dal-
Parbitrarieta di § segue I'asserto.
(iii) Deriva facilmente dai punti (ii) e (i) precedenti. i

1.28 Se f: A — R ¢é una funzione continua e limitata su di un insieme misurabile A C R"
allora f e integrabile su A.

Dimostrazione Sia ¢ > 0 e sia E un rettangolo standard contenente A e sia P una partizione
di E per cui valga (4.20) con B = A. Poiché f & continua sul compatto K := URG%/A RCA
esiste d > 0 tale che | f(z) — f(a’)] < € per ogni coppia di punti z e 2’ in K con |z — 2’| < 4.
Sia P’ un raffinamento di P di diametro non superiore a ¢ e chiamiamo %) i rettangoli
di Z(P’) che appartengono a K e %y = Zs(P')\#,. Chiaramente da (4.20) segue che
> Rrea, Mis R < & e che osc(fa, R) == osc(f, R) < ¢ per ogni R € #;. Dunque

Z osc(fa, R) mis R < 2sup |f] Z mis R + ¢ Z mlsR<5(2sup\f|—|—m1sA)
REZ(P') RE%> Re%

Da 1.7 e dall’arbitrarieta di € segue la tesi. i
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1.29 Sia F : E C R™ — R una funzione uniformemente Lipschitziana con costante di Lip-
schitz L > 0 rispetto alla norma del sup. Allora, per ogni § > 0, per ogni partizione P di E
con diam P < § e per ogni scelta di punti Q relativa a P si ha'®

‘/f(x) dz — S(f,P,Q)| <6 L misE. (4.34)
E

Dimostrazione Segue subito osservando che se il diametro della partizione P ¢ minore di 6,
l'oscillazione di F' su un rettangolo qualunque della partizione & minore di Ld.

1.30 Se f: B =J, Bi = R ¢ continua a tratti (cfr. 1.9), allora f é integrabile su B e

[=sh

Dimostrazione Da 1.24 segue che B & misurabile e che (essendo misdB; = 0 per ogni )
mis B = ZzN:l mis B;; da 1.28 segue la tesi. Nl

Integrali iterati

La seguente proposizione, di fondamentale importanza nella pratica, permette, sotto oppor-
tune ipotesi sul dominio di integrazione, di ridurre il calcolo di un integrale n—dimensionale
(ossia di una funzione di n variabili) al calcolo successivo di un integrale unidimensionale e
di un integrale (n — 1)—dimensionale.

Proposizione 4.1 Sian > 2 e A C R"! un insieme misurabile; siano o e 8 due funzioni
integrabili su A e sia B C R™ [’insieme definito come

B:={(z,y) e AxR: a(z) <y <B(x)}. (4.35)

Allora: (i) B ¢ misurabile e

mis B = /A<5(x) - a(ar))da:. (4.36)

(ii) Se f & una funzione integrabile su B ey — f(x,y) é integrabile su [a(x), 5(x)] per ogni
x € A allora la funzione

B(z)
o) = [ s dy (4.37)

¢ integrabile su A e, (iii) ,

L= [o=[(/ j:)f(a:,y) dy)da. (438)

Osservazione 4.2 (i) Un insieme B della forma (4.35) prende il nome di insieme normale
rispetto all’asse delle!? y; nel caso A sia misurabile e le funzioni « e 3 siano continue e limitate
su A Dlinsieme B si dice C%normale. Ovviamente un rettangolo E & normale (rispetto a
qualunque asse e le funzioni « e 8 sono costanti).

(ii) Un caso assai importante nelle applicazioni ¢ quando «, § e f sono continue e limitate
(rispettivamente su A e su B): in tal caso infatti, per 1.28, le ipotesi della Proposizione 4.1
sono soddisfatte.

18Questa formula & alla base del calcolo approssimato (con un semplice controllo dell’errore) degli integrali di
funzioni regolari su rettangoli.

19Naturalmente il ruolo di T1,...,&n—1 € y € del tutto arbitrario e analogamente si definird un insieme normale
rispetto ad un qualunque asse.
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(iii) E chiaro che se o, B e f sono continue e limitate (su A e su B) e se A & a sua volta un
insieme C%-normale in R*~! la proposizione puod essere riapplicata. Possiamo quindi costruire
induttivamente la classe degli in insiemi C%~normali in R™, denotata con .A™, usando la (4.35)
con A € N"~ L. Iterando, ove possibile, si ridurra il calcolo dell’integrale di f su B al calcolo
successivo di n integrali unidimensionali. In particolare se E = [a1,b1] X -+ X [ap, by] & un
rettangolo standard e f € C(F) e se o & una qualunque una permutazione®® di {1,...,n},

allora b, b,
/Ef/a% ((a f(a?)dxgl)~~)dxgn. (4.39)

(iv) Le ipotesi della Proposizione 4.1 non possono essere indebolite; si vedano a tal proposito
E 4.2 e E 4.3 di fine sezione.

Dimostrazione Sia E un rettangolo standard in R»~! che contiene A e sia a = inf4 a <
b :=sup, B, cosicché B C E' := E X [a,}].

Cominciamo col dimostrare la misurabilita di B costruendo, dato € > 0, due insiemi elementari
B; e By tali che By C B C By e mis,, Bo\ By < ce con una costante ¢ > 0 indipendente da &
(cfr. 1.23—(ii)). Dalle ipotesi segue che esiste una partizione P di E tale che

> mis R < ¢, (4.40)
RERA(P)\Z', (P)
Z osc(aq, R)misR < ¢, Z osc(fa, R)misR < ¢, (4.41)
REZ(P) ReZ(P)

dove mis = mis, _. Definiamo le seguenti famiglie disgiunte di rettangoli di Z(P):

Ro = Ra(P)\Z,(P),
% = {R e %, (P): supa > i%fﬁ},
R

Ko = H\(P)\% = {R € #Z,(P): supa < i%f B}.
R

Si noti che #; potrebbe essere vuota, ma se non lo ¢, allora per ogni R € %, si ha che
s%pﬁ - 1%fa = (s%pﬂ — 1%fﬂ) — (SL];pOz — 1%fﬂ) + (s%pa — nll%fa)
< (supf —inf ) + (sup o — inf o)
R R R R
= osc(Ba, R) + osc(aa, R) . (4.42)
Definiamo ora

By = U R x [s%pa,i%fﬁ],

ReZo
Béo) = U R x [a/7 b]’
ReZq
B = |J Rx [i%foz,slépﬂ],
ReZ,
BP = |J Rx [i%fa,slépﬁ]a
ReZo

By =By uB’ UBY.
Chiaramente questi insiemi sono elementari e

BiCBCB,, B)\B=B"uUB"uUB\B).

20Una permutazione o dell’insieme I = {1,...,n} & una applicazione biunivoca o :4i € I — o; € I.
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Ora, da (4.40) segue che

mis,, Béo) = ( Z mis,, R) (b—a)<eb—a) ; (4.43)
RER

mentre da (4.42) e da (4.41) segue che

mis,, Bél) = Z (mis R) (sup 5 — iréf a) < Z (mis R) <osc(ﬁA,R) + osc(aA,R)> < 2e.
R

ReZ: Re%n
(4.44)
Infine,
misn(Béz)\Bl) = Z (mis R) ((Supﬁ —inf 8) + (sup a — inf a))

REZR> R R R R

< Z osc(aa, R) mis R + Z osc(fa, R) mis R
ReZ(P) ReZ(P)

< 2. (4.45)

Mettendo assieme (4.43)=(4.45) si ha che mis Bo\By < c£ con ¢ = 4+ (b— a) da cui segue la
misurabilita di B.

Dimostriamo l'integrabilita di g su A e simultaneamente la (4.38) (dalla quale deriva imme-
diatamente (4.36) scegliendo f := 1). Innanzitutto g & limitata su A infatti, per ogni z € A,
si ha

l9(@)] < (sup |5 — ) (sup £1) < ( sup 5] +supa] ) (sup )
A B A A B

Sia ora P’ una qualunque partizione di E’ e si noti che P’ = (P, P,) con P partizione di E e P,
partizione di [a, b] e che i rettangoli R’ di Z(P’) sono dati dai prodotti cartesiani dei rettangoli
R € Z(P) per rettangoli (intervalli) I € Z(P,). Si noti anche che dalle ipotesi segue che la
funzione di una variabile y — fg(z,y) ¢ integrabile su I. Quindi, dato R’ = Rx I € Z(P') e
fissato « € R, integrando su I la relazione

inf fp < fp(e,y) < Sup f. (4.46)

si ha che

(iqul/f fp)misI < /fB(x,y)dy < (sup fp)mis[. (4.47)
it R

Sommando le relazioni in (4.47) su tutti gli I € Z(P,,) (tenendo fisso il rettangolo R di Z(P)),
otteniamo per ogni = € R,

> (gt foymist < [ Ja(r.p)d /W)f( )y = g4()
inf fp)mis I < BlT,y)dy = B\T,Yy)ay = ga\T
reaPy) 1 a(z)
> sup frymist > [ fale)ay = [ N e —gaw).  (448)
B = B\<, - B\, =dA . .
1€ (P,) R’ 1 a(x)

Prendendo, rispettivamente, 'estremo inferiore su R nella prima riga di (4.48) e quello
superiore nella seconda, otteniamo

E (inf fp)misI <infgy , E (sup fp)misI > sup ga - (4.49)
R, R ! R
I€ER(P,) I€%(Py)
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Quindi,
Sp(fs,P) = > (inf f5) mis(R') = > (inf f5) mis R - mis I
R €Z(P) Rez(P)
I1€R(P,)

= Z mis R Z 1nffB ) mis T
ReZ(P) I€R(P,)

< — _

< ) misRinfga=Sp(ga,P) (4.50)
ReZ(P)

e (ragionando in maniera analoga per le somme superiori ed usando la seconda delle (4.50)) si
ottiene S/ (fp, P') > Sg(ga, P). Dallintegrabilita di fp su E’ segue dunque I’asserto.

1.3 Misura di Peano—Jordan

Sia E C R™ un rettangolo standard, P una partizione di E e B C E. Denotiamo con Zg(P)
e #75(P) i seguenti insiemi di rettangoli di Z(P):

Zp(P) = {ReZ%(P): RNB#a},
Zy(P) = {ReZ(P): RC B}. (4.51)

Sia P’ un raffinamento di P. Ricordando che ogni rettangolo R di % (P) ¢ dato dall’unione
dei rettangoli di & (P’) contenuti in R si ha che

Z mis R < Z mis R,

RER',(P) REZ'y (P")
(4.52)
Z mis R < Z mis R.
REZp(P) ReZ5(P)

Da tali relazioni segue subito che, se P e P’ sono due partizioni arbitrarie di E,

> miskR< Y misR< > misR< Y misR. (4.53)

REZ' (P) REZ', (PUP’) RER5(PUP’) RER5(P)

Si definiscono, rispettivamente, la misura interna e la misura esterna (secondo Peano-Jordan)
di B le quantita

misint B = sup Z mis R, misestB = mf Z mis R, (4.54)
(P} rear,(P) Y rean(p)

dove gli estremi inferiori e superiori sono presi su tutte le partizioni P di E. Da (4.53), segue
che
0 < misint B < misest B <misFE . (4.55)

L’insieme B si dice misurabile secondo Peano—Jordan se misint B = misest B e tale comune
valore viene chiamato la misura di Peano—Jordan di B e si denota con mis, B o mis B.

1.4 Teorema del cambio di variabili

Fissiamo le seguenti notazioni: per x € R™ ¢ T' € R"*™ denotiamo con |z| = max |z;| la norma
del massimo e con [|T'|| = sup,_( |T'z|/|z| la relativa norma matriciale. Denotiamo anche con
K, (z) = {y € R"| |y — z| < r} il cubo chiuso di centro z e lato 2r.

Cominciamo con alcuni elementari risultati preliminari.
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Il primo lemma & un risultato elementare topologico che descrive come si comporta I'immagine
della frontiera di un insieme rispetto alla frontiera dell’immagine. Si ricorda che, per un
qualunque insieme A C R™,

dA:=A\A={z €R"| VU intornodiz, UNA# @ #UNA}. (4.56)
Lemma 4.3 (i) Sia A un insieme limitato in R™ e ¢ € C(A,R™), allora ¢(A) = ¢(A); se,
inoltre, A e ¢(A) sono aperti, allora

9¢(A) C $(0A). (4.57)

(ii) Sia ¢ : A CR"™ — B := ¢(A) C R™ una mappa continua e iniettiva e sia E tale che
E C A. Allora®*:
H(OE) C 06(E). (458)

Inoltre, se si ha anche che ¢(E) C B, allora
H(OF) = 0p(E) . (4.59)

Dimostrazione (i) Sia y € ¢(A). Allora, esistono yi € ¢(A) tali che yp — y e xx € A
tali che ¢(zx) = yr. Poiché A & compatto, esistono Tp; €T € A tali che T, — T. Dunque,
#(z) = lim ¢(zy,) = limy, = y. Abbiamo mostrato che ¢(A) C ¢(A). Sia, ora, ¥ = ¢(Z) con
Z € A. Allora esistono z € A tali che 2, — 7. Quindi ¢(zx) — ¢(T) e ¥ := ¢(T) € d(A),
ossia ¢(A) C ¢(A). Assumiamo ora che A e ¢(A) siano aperti. Allora, per quanto dimostrato,
dp(A) = ¢(A)\¢p(A). Quindi, se y € dp(A), esiste x € A\A = 9A tale che ¢(z) = y, ossia,
y € 9(0A).

(ii) Essendo ¢ iniettiva da A su B ¢ definita la funzione inversa ¢~! : B — A. Si noti che per
ipotesi OF C A. Sia F := ¢(F).

Dimostriamo la (4.58). Sia # € OF, y = ¢(z) e V un intorno di y. Allora, U = ¢~ (V) & un
intorno di « e poiché x € OF esistono 1 € ENU e x5 € E°NU. Quindi, se y; = ¢(z;), si ha
che? yy e VN F ey € VNg(ES) =V NFC ossiay € IF e la (4.58) vale.

Dimostriamo la (4.59). Sia y € OF C B e sia V un intorno di y. Allora, esistono y; € VN F
eys € VNFC Siano v = ¢~ Y(y), s = ¢ (y;), U = ¢~ 1(V). Allora, U & un intorno di = e
x1 €UNFE exy € UNEC ossia, x € OE. Quindi 0¢(F) C ¢(OF) e, poiché vale anche (4.58),
segue la la (4.59) vale. i

Si ricorda che dato un insieme A C R™ si ha che?3
A ¢ PJ—misurabile <= Ve>03F elementare’ OACFEFemisE<e (4.60)
= Vs>0§|Ncubin|5‘A§UKjeZmisKj<5(4.61)

nella (4.61) i cubi possono essere presi sia aperti che chiusi.

La proprieta (4.61) viene preservata da trasformazioni uniformemente lipschitziane?*:

Lemma 4.4 Sia Q C R™ un insieme che gode della sequente proprieta:

N N
Ve >0 3{K;|1<j <N}, Kjcubi | QC | JK;, > misK; <e. (4.62)
j=1 j=1
Sia ¢ : Q@ = R™ una mappa uniformemente lipschitziana su Q. Allora, $(Q) gode della stessa
proprieta di Q (ossia, vale la (4.62) con ¢(Q) al posto di Q).

210vviamente, nella (4.58) pud valere l'inclusione propria come nel seguente esempio: E = A =R, B = (—1,1),
¢(x) = tanh z, nel qual caso, 0A = & e 9¢(A) = {0, 1}.

22Mauppe iniettive conservano le unioni, le intersezioni e i complementari.

23¢p J-misurabile’ & una abbreviazione di ‘misurabile secondo Peano—Jordan’.

24Una mappa ¢ : E C R™ — R™ si dice uniformemente lipschitziana (su E) se esiste L > 0 tale che |¢(z) — ¢(y)| <
L)z — y| per ogni z,y € E.
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Dimostrazione Fissiamo ¢ > 0. Per Iipotesi su @, esistono N cubi K; = K, (z;) tali che
Q CUK; e tali che ) misK,; < ¢/(2L)", dove L ¢ la costante di Lipschitz di ¢. Per ogni j
fissiamo® z; € K; N Q. I cubi K} = Ko, (d)(i"])) formano un ricoprimento di ¢(Q): infatti,
se y € ¢(Q), esiste x € Q tale che ¢(x) = y ed esiste j tale che z € K. Dunque, poiché
x,Tj; € Kj,

ly = ¢(z))| = |6(x) = ¢())| < Llz = 7| < Ll — 5] + |zj — 7;[) < 2L,
ossia y € Ky, (¢(z;)). Inoltre

N

N N
Zmis K} = Z(QLrj)” = (2L)" Zmis K; <e. i
j=1

Jj=1 Jj=1

Lemma 4.5 Sia A C R™ un insieme aperto limitato e ¢ : A — B := ¢(A) C R™ una mappa
iniettiva uniformemente lipschitziana su A. -

(i) Se E ¢é un insieme PJ-misurabile tale che E C A e ¢(E) C B, allora ¢(E) & PJ-misurabile.
(ii) Se A é PJ-misurabile e B é aperto, allora B é PJ-misurabile.

Dimostrazione (i) segue dal Lemma 4.3—(ii) (cfr. (4.59)) e dal Lemma 4.4.
(ii) segue dal Lemma 4.3—(i) e dal Lemma 4.4.

Infine ricordiamo che dal teorema della funzione inversa segue che?%

A CR"aperto, ¢ € C'(A,R"), det¢/ Z0su A =  $(A) aperto. (4.63)
Teorema 4.6 Sia A C R™ un insieme aperto PJ-misurabile e ¢ € C1(A,R™) tale che
¢ & iniettiva in A, det¢ #0 su A. (4.64)

Allora B :== ¢(A) ¢é un insieme aperto PJ-misurabile e
mis(p(A)) = /ydetqb’\. (4.65)
A

Inoltre, se f € R(B) allora fo¢p € R(A) e si ha

/JBf:Afo¢|det¢’|. (4.66)

Osserviamo subito che dal punto (ii) del Lemma 4.5 e da (4.63) segue immediatamente che
B = ¢(A) & un aperto PJ-misurabile.

Lemma 4.7 Sia A CR" PJ-misurabile e T € R"*". Allora TA ¢ PJ-misurabile e
mis(TA) = | det T'| mis(A). (4.67)

Dimostrazione (1) Se detT = 0, i vettori colonna che formano la matrice T sono linear-
mente dipendenti e quindi I'insieme limitato T'A & contenuto in un sottospazio vettoriale di
dimensione (n—1) e quindi T'A has misura di Peano—Jordan nulla e la (4.67) vale banalmente.
(2) D’ora in poi assumiamo che det T' # 0. Si noti che in questo caso la mappa lineare © — Tz
¢ un diffeomorfismo di R” e dal Lemma 4.5-(i) segue che T'A ¢ PJ-misurabile. .

Osserviamo che la (4.67) ¢ additiva: ossia se A; e As sono due insiemi PJ-misurabili tali che
mis(A N B) = 0 anche TA; e T Az sono tali e dunque, se vale (4.67), allora vale anche

mlS(T(Al U AQ)) = |det T| (mlS(Al) + HllS(Ag) s HliS(Al N Ag) =0. (468)

250vviamente possiamo non considerare cubi tali che K; N Q = <.
90,

26gj ricorda che ¢’ = ¢'(x) denota lo jacobiano di ¢ ossia la matrice con elementi o
J




© L Chierchia — 2023 115

Ne segue che se (4.67) vale per rettangoli vale anche per insiemi elementari.

(3) Dimostriamo ora la (4.67) con A rettangolo Iy x --- x I, = [[I; con lati I; = [0,L;] e T
matrice elementare; cfr Appendice A, di cui useremo le notazioni.

Se T =R}, allora TA=A" = [[ 1} dove I} = I se i # j e I} intervallo chiuso di estremi 0 e
AL;. Dunque, mis(T'A) = [A| []; L; = [det T|mis A e la (4.67) & verificata.

Se T =T%, TA ¢ dato dal rettangolo con I; e I; scambiati e poiché det T% = 1, la (4.67) &
ovviamente verificata.

Se T = S%, la (4.67) & conseguenza immediata del teorema sugli integrali iterati (Fubini):
infatti

Sy = Zxke(k) + (; +xj)e(j) , SYA= {0< a2, < Lk| k#i,5 & (x;,25) € Py},
k#j

dove P;; denota I'immagine della mappa (z;, ;) — (2;, z; + ;) del rettangolo [0, L;] x [0, L;],
ossia, il ‘parallelogramma’ {(,’Ei,:ﬁj)’O < <L;, v; < z; < x + Lj}. Dunque, poiché
det S¥ = 1, per il teorema sugli integrali iterati,

mis(S7A) = /Rnxsi“ = ( H Lk)/R</RXP” (xi,xj)dxj>dxi = HLk = |det SY|mis A.
ki, k

(4) Poiché la misura di Peano-Jordan & invariante per traslazioni, dai punti precedenti segue
che la (4.67) vale per T elementare e per qualunque rettangolo limitato. Per additivita (cfr.
punto (2)), la (4.67) vale per matrici elementari ed insiemi A elementari e dunque per ogni
A PJ—misurabile.

(5) Poiché ogni matrice T si pud scrivere come prodotto finito di matrici elementari T; (cfr.
Proposizione A in Appendice) e poiché T; B ¢ PJ-misurabile se B lo ¢, per la moltiplicativita
del determinante, la (4.67) segue per una qualunque matrice T invertibile. i

Osservazione 4.8 Una ‘mappa affine’ &€ una funzione da R™ in R™ della forma z € R" +—
Lx = 29+ Tz con zg € R® ¢ T € R™ "™ il cui jacobiano ¢ dato da L' = T. Dunque, per
Iinvarianza per traslazioni della misura di Peano—Jordan segue che se A &€ PJ—misurabile
allora lo & anche LA e

mis(LA) = |det L'| mis(A). (4.69)

Il prossimo lemma & una versione parziale della (4.65):

Lemma 4.9 Siano ¢ ed A come nel Teorema 4.6 e sia E C A un insieme PJ-misurabile.

Allora
mis(¢(E)) < /\ det ¢/|. (4.70)
E

Dimostrazione Cominciamo col dimostrare la (4.70) nel caso di E cubo chiuso contenuto
in A. Sia 0 < e < 1 esiano K; := Ks(z;) N cubi tali che mis(K; N K;) =0 se ¢ # j e tali che
E =|J K;. Poniamo
Ajz o= () + ¢/ (x5)(w —xj), Nj=¢'(x;), A'y=a;+¢(x;)" " (y—¢(x;)). (4.71)
Si noti che Ajz non ¢ altro che il polinomio (vettoriale) di Taylor di ordine 1 di ¢ in z;. Sia
Vj(x) = A7 o d(x) =z + ¢/ (a;) T (d(2) = d(xy)),  Yile) = ¢ () (@), (4.72)
Poiché ¢ & iniettiva su F si ha che®”
o(E)=o(|JK) =Jo(K;), mis¢(E)=> mis(s(K;)). (4.73)

27Si noti che mis(K; N K;) = 0 e mis(¢(K;) Nmis ¢(K;)) = 0 se i # j.
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Per il Lemma 4.5-(i) gli insiemi ¢(K;) e gli insiemi v, (K;) sono PJ-misurabili e

mis(p(E)) LS mis (6(K;)) = 3 mis (A (A7 6(E))
OIS mis (A (5 (K5)) T ST det of () [ mis(u (K)) . (4.74)

Dal teorema del valor medio, dalla (4.72) e dalla uniforme continuita di ||¢'(z)~1¢'(y)|| su E,
segue che esiste dg tale che se 0 < § < §p, allora

€ .
— )|z —yl, Vi, Va,ye Kj.

[95(2) — (o)l < (14

Quindi
V;(K;5) = 1 (Ks(25)) € K(14e/an)s(0(25))

da cui segue che
mis (v;(K;)) < (1+ i)"(za)" <(1+ Z)(%)" = (1+ Z) mis(K;).  (4.75)

Dalla uniforme continuita di | det ¢'(x)| su E e da (4.64) segue anche che esiste d; < d¢ tale
che se 0 < § < 4y, allora |det ¢ (x;)|/| det ¢'(x)| < (1 + /4) per ogni j e per ogni z € K.
Dunque:

mis | det ¢’ (z;)| mis(y; (K / |det ¢'(z;)] < (1+ 4)/}(‘|det¢’\, Vi. (4.76)

Mettendo assieme (4.74), (4.75), (4.76), si ha che, se § < §;, allora

mis(6(E)) < (l—i—Z)QZ/I(b\detqﬂ <(1+6)Z/K>\det¢’|:(1+€)/]E\det¢’|.

Dall’arbitrarieta di e segue la (4.70) nel caso E sia un cubo chiuso contenuto on A.

La generalizzazione a insiemi 2 C A misurabili secondo Peano—Jordan ¢ routine: poiché per
ogni rettangolo chiuso esistono rettangoli R; unioni finita disgiunta di cubi tali che R; C
Rj+1 € ReUR; = R, per additivita la (4.70) vale per rettangoli chiusi in A e quindi (sempre
per additivita) per insiemi elementari la cui chiusura & contenuta in A; infine, poiché se F
& PJ-misurabile allora esistono Ej C F tali che Ej, C Fy41 e supmis Ey, = mis E, la (4.70)
vale per ogni insieme misurabile E C A (in particolare per E = A). 1

Dimostrazione della (4.65) Cominciamo col dimostrare che vale la disuguaglianza inversa
di (4.70) con E cubo chiuso contenuto in A, ossia,

/|det ¢'| < mis(¢(E)), V cubo chiuso E C A. (4.77)
B

Come sopra, sia 0 < ¢ < 1 e sia K := Ks(x;) N cubi tali che mis(K; N K;) =0sei # je
tali che F = |J K. Sia A come in (4.71) e

(@) = Ajo ¢ (2) = oa;) + ¢'(2) (67 (2) —z5) . ¢jla) = ¢'(z)¢'(2)".  (4.78)

Per l'uniforme continuita di |det ¢'| su E, esiste 0 < dp tale che se 0 < & < §p, allora
| det ¢’ (z)|/| det ¢’ (x;)| < (1 +¢/4) per ogni j e per ogni z € K;. Quindi

/E|det¢’| - Z/»\detqﬂ < (1—|—Z)Z|det¢'(xj)|mis(Kj)
L0 Zmls A K ) (1 + ZIHIS (K;))  (4.79)

(4.78)
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Osserviamo che, per ogni j, ¢(K;) C ¢(£) C B ¢ PJ-misurabile; inoltre, ¢, & iniettiva su
B, ¢; € C*(B) (per il teorema della funzione inversa) e det ¢’ # 0 su B. quindi possiamo
apphcare il Lemma 4.9 con ¢; e ¢(K;) al posto di ¢ ed E, ottenendo da (4.79)

3
deto’| < (14 = / det ¢’ ]. 4.80
Jlaest <0 DY - Jaen (4.80)

Per 1'uniforme continuita di | det ¢(y)¢’(x) 1| sul compatto ¢(E) x ¢(E), segue che esiste
0 < 61 < dp tale che | det ¢’ (y)| < 1+¢/4 per ogni j e per ogni y € ¢(K;). Quindi, da (4.80),
concludiamo che

/|det¢|< 1—|— Zmls (1+4¢) Zmls = (1+¢) mis(¢(E)) .

Dall’arbitrarieta di e segue la (4.79), dalla quale, ragionando come all fine della dimostrazione
del Lemma 4.9, segue che

/ | det /| < mis(6(4)).
A

relazione che assieme alla (4.79) con E = A mostra la validita di (4.65). i

Dimostrazione della (4.66) Sia f =) CiXn, € S(B) e osserviamo che, per ogni j,

Xy-1(ry) = Xn; ©9- (4.81)

Dunque, applicando la (4.65) con 'insieme PJ-misurabile ¢ ~!(R;) al posto di A, otteniamo

éf = chlms chmls ¢ ¢ R ))
A / det'| "2 S ¢ / Xn, 0 | det |
A

»~1(R;)
100 1dets].
A

Quindi la (4.66) vale per funzioni semplici e questo implica che vale anche per funzioni f
integrabili secondo Riemann. i

Applicazioni
(Coordinate polari in R?) Sia B := (0, R) x (0,27) e F' : B — R? definita da
F:(p,0) € B— x=(pcosh,psend). (4.82)

(i) Dimostrare che F' e B verificano le ipotesi del Teorema 4.6 e calcolare, in particolare, lo
jacobiano %—5 ed il suo determinante (qui y := (p, 6)).

(ii) Si definisca e si discuta la trasformazione inversa ¢.

(iii) Qual & 'immagine, secondo F, di un rettangolino [r,r + s] x [0,0 + o]?

(Coordinate polari in R?) Sia B = (0, R) x (0,27) x (0,7) e F' : B — R3? definita da

F:(p,0,%) € B—x=(pcosfsent), psenfsen), pcosi)) . (4.83)

(i) Dimostrare che F' e B verificano le ipotesi del Teorema 4.6 e calcolare, in particolare, lo
jacobiano % ed il suo determinante (qui y := (p, 6,)).
(ii) Si definisca e si discuta la trasformazione inversa ¢.
(Coordinate cilindriche in R3) Sia B := (0, R) x (0,27) x (—h,h) e F : B — R? definita
da

F:(p,0,2) € B—x=(pcost,psend,z) . (4.84)
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(i) Dimostrare che F' e B verificano le ipotesi del Teorema 4.6 e calcolare, in particolare, lo
jacobiano %—5 ed il suo determinante (qui y := (p, 6, 2)).
(ii) Si definisca e si discuta la trasformazione inversa ¢.

(Solidi di rotazione in R?) Sia Ey C (0,00) x R un insieme misurabile di R? e o un numero
in (0, 27]. Si dimostri che

E:={(x,y,2) €R*: x=pcos, y=psend, con (p,z) € Ey, e 6 € [0,a]}
¢ un insieme misurabile in R3 e se ne calcoli il volume in termini di un integrale doppio su

Ep.

Si calcoli il volume del toro solido ottenuto ruotando un disco di raggio r attorno ad un asse
a distanza R > r dal centro del disco.

Si verifichi che se definiamo i numeri L, M, N tramite la relazione

Jdp Oy
— x = = Le — Me® 4 Ne® 4.
s X s € e'*) + Ne (4.85)
ed i numeri F, F, G tramite
dp dp dp Oy
E=|—], ==, =, 4.86
|8U1 | | 8U2 ‘ 8u1 8’&2 ( )

allora 5 9 12

L TP L2 M2+ N2 = E2F? - G2 . (4.87)

6’11,1 8u2

(Tali notazioni sono usate in vari testi).

Dimostrare che se & = {(z, f(x)) : © € U}, con U aperto limitato di R?, & il grafico di una
funzione f € C'(U,R), allora

Area(¥) = /U\/l + |V f|2du. (4.88)

(Superfici di rotazione in R3) Sia I' := {(u(t),v(t) : t € (a,b)} un elemento di curva
regolare (eventualmente chiusa) in (0,00) X R e a un numero in (0, 27]. Si dimostri che

S = {(x,y,2) €R®: z=wu(t)cosh, y=u(t)senb, z=u(t) cont € (a,b), e c (0,a)}

¢ un elemento di superficie regolare in R? e se ne calcoli I’area in termini di un integrale su
(a,b).

Sia T' := ¢((a,b)) un elemento di curva regolare in R?, sia f € C(T,(0,00)) e sia ¥ =
{(z,y,2) €R3: (x,y) €T e 0 < z < f(x,y)}. Si dimostri che & & un elemento di superficie
regolare in R? e si dimostri che

Area(?) = /fdal.
r

Esempio 4.10 (Numeri diofantini) Un numero w € R si dice diofantino se esistono v > 0
e 7 > 1 tali che

\wq—pIZ&, Vp,g€Z con q#0. (4.89)

Si noti che numeri diofantini sono irrazionali e che la (4.89) da una stima sulla ‘velocitd’ con
cui & possibile approssimare un numero diofantino w con dei numeri razionali (si divida la
(4.89) per q).

Sia 9., , 'insieme dei numeri diofantini per cui vale (4.89) e sia 9 Iinsieme di tutti numeri
diofantini con 7> 1 (ossia @ := U, ~o U, 1 D7)
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Se v < 1 allora (25 . N [~R, R]) C Uy gz0lp4 dove I, , & I'intervallo aperto di centro p/q €
[-R — 1, R + 1] di lunghezza 2v/|q|""!. Dunque

& 27
m(25 . N[-R,R]) < m( U Ip,q) B Z Z g7 1
P,g#0 970 |p|<(R+1)lq|
1
< 2(R+2)’YZWZ:’YC(T,R).

q#0

Da questo segue che 9¢ ¢ un insieme trascurabile.

2 I teoremi classici del calcolo integrale

2.1 Curve e superfici

2.2 Integrali su curve e superfici

Se I' € un elemento di curva regolare, esiste una parametrizzazione ‘canonica’ in termini della
lunghezza. Se I' = ¢((a, b)) definiamo la seguente funzione, chiamata ascissa curvilinea:

s(t) ::/ |’ (u)|du (4.90)

ossia s(t) & la lunghezza dell’elemento di curva di estremi ¢(a) e ¢(t): in particolare s(a) =0

e s(b) = L(T'). Essendo s'(t) = |¢'(t)| # 0 tale funzione & strettamente crescente in [a,b] e
quindi invertibile. Sia ¢(s) la funzione inversa. Poniamo allora
P(s) = p(t(s)) - (4.91)

E chiaro che tale inclusione non dipende da ©*8. Dato un elemento di curva regolare I e fissato
un suo estremo z( si chiama parametrizzazione secondo ’ascissa curvilinea con punto
iniziale xo la parametrizzazione v(s) := @(s) dove ¢ : [a,b] — T' & una qualunque inclusione
su I tale che ¢(a) = zo e ¢(s) & definita in (4.91).

2.3 1-forme differenziali. Lavoro e circuitazione

In questo paragrafo discuteremo alcune conseguenze del Teorema di Gauss e cioe ‘i teoremi
classici di Green e Stokes’; per far cio, generalizzando il concetto di differenziale di una
funzione (scalere) di n variabili, introdurremo le 1-forme differenziali su R™. Sia f € C'(4,R)
con A aperto in R™. Sappiamo che, per ogni = € A, il differenziale df & un’applicazione lineare
da R™ in R che agisce nel seguente modo

df (&) = df(§) = Vf(2) - €, (4.92)

per ogni vettore £ € R™; pit concisamente?® df (£) = Vf - €. In particolare se f(z) = z; ¢ la
funzione lineare che ad x associa la sua i—esima coordinata, si ha

dzi(§) = (Vay) £ =g =& (4.93)

ossia il differenziale della funzione x; non & altro che la proiezione sulla i—esima coordinata
di €.

28Cioe se 1) : [c,d] — R™ & un’altra inclusione su T tale che 9(c) = p(a) allora @(s) = (s).
29Non riportando esplicitamente nella notazione la dipendenza non lineare da © € A (cosa che faremo spesso in
seguito).
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Definizione 4.11 [ differenziali dx; sono esempi di 1-forme differenziali (o in breve ‘I-
forme’) e verrano chiamati 1-forme elementari. Le 1-forme differenziali in A sono combi-
nazioni lineari (aventi funzioni per coefficienti) delle n 1-forme elementari. Pit precisamente

w! ¢ una 1-forma differenziale su A se

wh =Y gide; (4.94)
i=1

con g; € C(A,R); se g; € C*(A,R) diremo che w' ¢ di classe CF.

Fissato x € A, V'azione di una 1-forma su vettori in £ € R™ ¢ definita (per linearita) nella
maniera ovvia:

wi(©) =Y _gi(@)dz;(§) =Y gi(x)& - (4.95)
=1 i=1

Come sopra, normalmente sottintenderemo la dipendenza (non lineare) della 1-forma dal
punto x € A e scriveremo semplicemente w!(¢) al posto di wl(€). Chiaramente, poiche i
differenziali sono funzioni lineari su R™, anche le 1-forme lo sono:

wh(a1€M 4+ a56@) = a0 (€M) + apwt (£?)). (4.96)

Quindi una 1-forma &, per ogni x € A fissato, la piu generale applicazione lineare da R™ in R
ed inoltre la dipendenza da x é regolare. In particolare, se f & una funzione regolare su A il
suo differenziale df € una 1-forma su A:

i=1

Dare una 1-forma in A C R™ (in cui penseremo sempre fissata la base standard e(i)) equi-
vale dunque ad assegnare n funzioni regolari, o, equivalentemente un ‘campo vettoriale’
F € C'Y(A,R"). Data F € C'(A,R") chiameremo w}. la 1-forma i cui coefficienti g; sono
le componenti di F':

n
wp =Y Fidu;. (4.98)
=1

Si noti che da (4.97) e (4.98) segue che
wy p=df . (4.99)

Osservazione 4.12 (i) Non si confonda il significato degli ‘indici” = e F in (4.95) e (4.98):
usando il simbolismo in (4.95) dovremmo scrivere wp, ,(€) = Y1 Fi(z)dx;(£), ma normal-
mente ometteremo la z in tali scritture.

(i) Una 1-forma w! ‘di classe CP(A)’, & per definizione una 1-forma in cui i coefficienti g;
sono funzioni CP(A) (anche nel caso A non sia aperto).

Nel caso n = 1 siamo abituati a vedere il simbolo ‘dx’ all’interno di un integrale ed ora,
infatti, definiremo lintegrale di una 1—forma. Per far questo dobbiamo prima formalizzare il
concetto di orientamento su curve. Sia I' C R™ un elemento di curva e sia ¢ un’inclusione tale
che ¢((a,b)) =T, definiamo 'orientamento su I' indotto da ¢ come

Or(p) == {¢: ¢ & un’inclusione su T : %(w_l op)>0}. (4.100)

Da questa definizione segue che: (i) la relazione 1p € Or(p) definisce una relazione di
equivalenza; (ii) se definiamo l'inclusione inversa di ¢ come

P(t) =p(~t),  te€[-b,—d (4.101)
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allora @ ¢ Or (p); (iii) se ¢ & una inclusione su I allora o ) € Or(¢) oppure ¢ € Or ().
L’orientamento Or (@) si chiama orientamento opposto (o inverso) di Or (¢) e scriveremo
Or (@) = —Or(p). Diremo anche che (', Or (p)) & la curva I' orientata nel verso che va
da ¢(a) a p(b). Allo stesso modo, prendendo un’inclusione continua e regolare a tratti®?, si
definisce I'orientamento su curve regolari a tratti: naturalmente in questo caso la relazione
differenziale in (4.100) verra richiesta nei punti in cui ¢ & derivabile.

Sia I' un elemento di curva regolare orientato in A: ' = ¢((a, b)) e Or = Or (p) e siaw! == wk

una 1-forma in A. Definiamo, allora, ’integrale di w' sulla curva orientata I come

b n_ob
/ wl = / Foop(t) ¢ (t)dt = Z/ F;0p pldt, (4.102)
I, Or a i—1 Ja

Dal punto (vii) dell’Osservazione C.3 segue che tale integrale non dipende dalla particolare
inclusione ma solo da T' e dall’orientamento scelto. Si noti che (4.102) puo esere riscritta

come
b
/ wt :/wl(ap')dt (4.103)
T, Or a

dove la scrittura completa dell’integrando a destra e w}, o(t) (go/(t)). Come ci si aspetta,
cambiando 'orientamento l'integrale in (4.102) cambia segno:

/ wh = —/ w? (4.104)
I',— Or I, Or

Comunque, spesso, quando non vi siano ambiguita, ometteremo l’indicazione esplicita dell’o-
rientamento nel simbolo di integrale di 1-forme.

Tale definizione si generalizza in maniera ovvia al caso di curve chiuse o di curve regolari a
tratti contenute in A.

Nel caso n = 1 possiamo dunque interpretare l’integrale fabfdx come l'integrale della 1-forma
fdxz suT = (a,b) (siricordi esempio (E1) con n = 1 della sezione C.1).
2.4 Lemma di Poincare. Campi conservativi e irrotazionali

Se w! = df ¢ il differenziale di una funzione f € C'(A) e T' = ¢((a,b)) & un elemento di curva
orientato in A di estremi 29 = ¢(a) ed x = ¢(b), otteniamo (sottintendendo Or = Or (p))

b
wt = = ¢
/F /rdf /an p'dt
b
= %fogpdt:f(x)—f(xo), (4.105)

Integrando sui tratti di regolarita di una curva regolare a tratti®!, si vede subito che la (4.105)
vale anche per curve regolari a tratti. In particolare, se I' ¢ una curva (regolare a tratti e)
chiusa (cioe zg = ) si ha

/df =0, (T curva chiusa regolare a tratti) . (4.106)
T

Chiaramente, dire che una 1-forma w' ha integrale nullo su ogni curva chiusa é equivalente
a dire che lintegrale (4.103) dipende solo dagli estremi di T'. Infatti vale anche il viceversa:

30g;j ricordi il punto (iii) dell’Osservazione C.5.
317 valori nei punti interni dove 'inclusione non & differenziabile si cancellano a due a due.
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Proposizione 4.13 Sia A un aperto connesso di R™. Una 1-forma w' su A ¢é il differenziale
di una funzione f se e solo se per ogni curva chiusa I regolare a tratti si ha

/le =0. (4.107)

Dimostrazione Il ‘solo se’ lo abbiamo gia dimostrato. Assumiamo ora che valga (4.107) e sia
wl := wk. Per l'osservazione fatta dopo (4.106), I'integrale di w! dipende solo dagli estremi
di una curva I'. Fissiamo un qualunque punto zg € A e, per ogni z € A, consideriamo una
qualunque curva F(m) C A regolare a tratti con primo estremo in xg e secondo estremo®? in

x. Per ipotesi, risulta ben definita la funzione
f(z) = / wt. (4.108)
T(z)

Facciamo ora vedere che f,, = F;: sia h € R tale che il segmento P = P(x,x + he(?)) sia
interamente contenuto in A. Sia P = {z = z(t) :=x +t h e t € [0,1]}. Allora,

/ ;
P
1

1
= f/ F($+th6(i))'2/dt:/F(l‘+th6(i))'€(i)dt
0 0

(fz+heD) = f(x))

==

1
h
1

h

1
/ Fi(x+the®)dt (4.109)
0

e tale quantita tende, quando h — 0, a F;(x). 1

Definizione 4.14 Sia w' = wh una 1-forma su A C R"; w! si dice esatta se F = df per

qualche f € C?(A); tale f viene chiamata ‘primitiva di F. w}, si dice chiusa se
OF;  OF;
ax]’ a 8;102 ’

Vij. (4.110)

Chiaramente, per il lemma di Schwarz, una I—forma esatta é chiusa. In generale non ¢ vero il
viceversa. Infatti, sia A = R?\{0} e sia
1 xdy —ydzx
w

= — 4.111
JUQ +y2 ( )

(cosicche w! € C°°(A)). E immediato controllare che w! & chiusa ma d’altra parte & anche
facile vedere che se I' & il cerchio unitario orientato in senso antiorario allora

/wl =27, (4.112)
T

e quindi, per la Proposizione 4.13 w' non & esatta su®® A.

Un viceversa parziale si ottiene facendo opportune ipotesi sul dominio A. Un insieme A si
dice stellato se esiste un punto zg € A tale che per ogni & € A il segmento di estremi xg e x
¢ interamente contenuto in A; in tal caso si dira che A ¢ stellato rispetto a* zy. Vale allora
la seguente??

32Questo significa che se I' = ¢((a,b)), e Or = Or(p), zg = @(a) e x = ¢(b); si ricordi anche che un aperto
connesso ¢ connesso per poligonali (ed una poligonale & una curva regolare a tratti).

33Si noti perd che w! = d(arctan(y/z)) = d( - arctan(m/y)) in {(z,y) : y # 0} il che mostra che w' & esatta su
domini della forma R2\P dove P & una qualunque semiretta chiusa che parte dall’origine (esercizio 4.52).

34per esempio un insieme convesso ¢ stellato rispetto ad un suo qualunque punto.

35Questo risultato e le sue generalizzazioni sono note come ‘Lemma di Poincaré’.
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Proposizione 4.15 Sia A C R™ un insieme stellato. Una 1-forma su A é chiusa se e solo
se ¢ esatta.

Dimostrazione Assumiamo per semplicita che zo = 0 (caso a cui ci si pud sempre ridurre

tramite il cambio di variabili z = zo + y). Sia w! = w} con F che verifichi (4.110) e si

consideri la funzione

flx) = sz/o F;(tx)dt, (4.113)

che per le ipotesi su A & ben definita. Dai risultati noti sulla derivazione sotto segno di
integrale, da (4.110) e dal Teorema fondamentale del calcolo segue che

8f 1 n 1
= = F;(tx)dt + x/ t
o = [ moe Y
1 n 1 6F
— F. . J
/O ](tx)dt—i—;xl /0 t S (ta)dt

- /Olccli(tFj(t:c))dt = Fj(x).

¢ esatta. Il viceversa, come gia osservato, ¢ conseguenza immediata

OF;
oz, (tx)dt

Ovvero F = Vf e cioe w!

del lemma di Schwarz.

Osservazione 4.16 Si noti che la formula (4.108) fornisce una ricetta per costruire una

primitiva di una 1-forma esatta. Per esempio w! = (sen(xy) +xy cos(xy))dx +2 cos(zy)dy

¢ esatta su R? (come deriva dal Lemma di Poicare, essendo w! chiusa su R?). Dato (z,y)
scegliamo T'(z,y) come la poligonale orientata di vertici (in ordine) (0,0), (z,0) e (z,y):
INa,y) =T1 Uy con I'y = {(tz,0) : 0 < ¢ <1} e Ty = {(x,ty) : 0 <t < 1}. Si ha allora

Jwt=0e [ w'= ym2f01 cos(txy)dt = xsen(zy); quindi z sen(zy) & una primitiva di w'.

Nella definizione della divergenza di una funzione f € C1(A,R") (con A C R") il simbolo
V - f puo essere interpretato come il prodotto scalare tra I’‘operatore differenziale vettoriale’

(8%1, ey %) e il campo vettoriale f. Nel caso n = 3 vi & un altro prodotto notevole, il prodotto
vettoriale, e il prodotto vettoriale tra I’‘operatore differenziale vettoriale’ (6%1, e %) e il

campo vettoriale f definisce un nuovo campo vettoriale che prende il nome di rotore di f:

._ _ (Ofs 0k, O Ok OF, 0h
Vo FimrotFis (G- g o - o g - o). (4.114)

Osservazione 4.17 (i) Si noti che la divergenza ¢ definita per n arbitrario al contrario del
rotore che & definito solo per n = 3.

(i) Un campo F € C'(A,R3) tale che V x F' = 0 si chiama irrotazionale. Ricordando la
definizione di 1-forma chiusa si ha che F' € C1(A4,R?) ¢ irrotazionale se e solo se w}. ¢ chiusa.

Proposizione 4.18 Sia A un aperto di R3. Allora
(1) Vx (Vf) =0,V f e C*R*R);
(i) V- (VxG) =0,V G € C*(A,R3);

Sia ora A C R® un aperto stellato e H, F € C*(A,R?). Allora
(iii) VX F=0 <= 3 f e C*AR) tale che F =V f;
(iv)V-H=0 < 3 GeC?*AR?) tale che H=V x G.

Dimostrazione La (i) e la (ii) seguono immediatamente dalle definizioni date e dal Lemma
di Schwarz.
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La (iii), in vista del punto (ii) dell’Osservazione 4.17, non & altro che la Proposizione 4.15 nel
caso n = 3.

(iv): I'implicazione ¢ <=’ & un caso speciale del punto (ii). La dimostrazione dell'implicazione
¢ = ’ ¢ assal simile alla dimostrazione della Proposizione 4.15. Infatti, assumiamo (senza
perdita di generalitd) che A sia stellato rispetto a 2o = 0 e definiamo la funzione H:A—R3
ponendo

1
o= / t Hy(tx) dt .
0

Allora, una verifica diretta mostra che la funzione cercata G ¢ data dal prodotto vettoriale
tra H e la trasformazione identica © — = ossia da

G = (Hy w3 — Hs w2, Hy a1 — Hy w3, Hy w0 — Ha 21).

Verifichiamo, a titolo di esempio, che (V x G); = H; ossia che 9Gs _ 9G2 — [ dalle

3I2 8%3
definizioni date segue che
9Gy  OH, OH, ~ 3G, OHj OH, ~
6$2 a.’tz 2 a{EQ T+ b 6%3 8:53 o 8;105 3 b
H; !, OH,
OH: _ t2 a—(tx) dt
6l‘j 0 al‘j
Quindi, poiché V- H = 0 (e quindi BI;Z + (?91;1_3 = —%fll ), si ha
0G3  9Gy Lo, /OH, OH, OH, OH3
0Gy _0G: _ ['fp(Oth | O, (00 OHS]Y gy,
6332 8373 /0 { 83:2 2 8:53 T 6332 + 8,@3 + 2

oH oH OH,
— 2 1 Oliy
- /t(ﬁxg +33x3+xla )+2tHl}dt

/ljt<t2H1(tx))dt =m. 1

2.5 Il teorema della divergenza

2.6 I teoremi classici di Gauss, Green e Stokes

Teorema 4.19 (Gauss, o ‘della divergenza’) Sia ¥ C R™ wuna n—superficie orientabile
con bordo e F € C1(#,R"). Allora

/V~Fdx:/F~Vds, (n=2),

S oS

/V~Fdx:/ F-vdo, (n=3), (4.115)
S oS

dove gli integrali a sinistra sono integrali standard di Riemann mentre il vettore v mnegli
integrali a destra é la normale esterna.

Per formulare i teoremi classici di Green e Stokes abbiamo ancora bisogno di alcune definizioni.
Dato un aperto regolare A C R?, si chiama orientamento positivo su 0A, (o anche ‘orienta-
mento antiorario’) I'orientamento Or ;. indotto da una parametrizzazione ¢ : [a,b] — R? di
0A tale che

¢'(t)

o' (@)
dove v = (v1,12) ¢ la normale esterna a A nel punto x = ¢(t) € 0A; in tal caso la coppia
(0A, Or 4) si denota anche con 9A™. Una superficie elementare con bordo ed orienta-
bile in R? ¢ un elemento di 2-varieta regolare ¥ C R? dato dall’immagine di una inclusione

= (—v2,11), (4.116)
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1 € C%(A,R3) con A aperto regolare di R%: & = 1(A); il bordo di ¥, denotato®® %, ¢ la
curva regolare chiusa 1(0A). Ad una inclusione (1, A) che realizza una superficie elementare
con bordo ed orientabile & = 1(A) possiamo associare un versore v normale a®>” & definito,
per ogni z = ¢(u) € &, (u € A), da
o% o 0%

pt= Gu Ous (4.117)
o% o 0%
Ouy Ouz
ed un orientamento su 0 definito da Or (¢ o ) dove ¢ & tale che AT = (94, Or (¢)); la
coppia (v, 0FT), con ST := (0F, Or (3 o v)) viene detta orientata positivamente. Si
hanno allora i seguenti risultati

Teorema 4.20 (Teorema di Green) Sia A C R? un aperto regolare e sia F € C1(A,R?).

Allora OF OF
2 1 1
— — ——)dx = . 4.118
/A(axl 5‘z2) v /8A+wF ( )

Teorema 4.21 (Teorema del rotore di Stokes) Sia ¥ una superficie elementare con bor-
do ed orientabile in R® e F € CY(¥,R3). Allora

/(V x F)-vT doy :/ WE, (4.119)
' o +
dove v & un versore normale a & tale che la coppia (v,0F ™) ¢ orientata positivamente.

Osservazione 4.22 (i) Il Teorema di Green puo essere utile per calcolare aree di figure piane
tramite integrali di 1-forme. Infatti, se applichiamo la (4.118), rispettivamente, ai campi

F = (0,21), F = (—2,0) oppure F := i(—x3,21), (osservando che in tutti questi casi
% - gF L = 1) si ottiene la formula
T 2
1
m(A) = Area(A) :/ r1dxy = —/ Todr, = f/ (z1dze — x2d27) . (4.120)
oA+ oA+ 2 Joa+

(ii) L’integrale di una 1-forma w} su di una curva chiusa orientata I' prende il nome di

circuitazione del campo F su I'. Dunque il Teorema di Stokes puo essere formulato
dicendo che il flusso totale del rotore di un campo F' attraverso una superficie elementare &
con bordo orientabile, nel verso della normale v, coincide con la circuitazione di F su 0.
(iii) Non ¢ difficile mostrare che il Teorema della divergenza ed i teoremi di Green e Stokes
continuano a valere nel caso in cui le superfici su cui si integra siano solo regolari a tratti®®.
Per esempio il Teorema della divergenza ¢ applicabile a cubi, coni, etc.

Dimostrazione (del Teorema di Green) Applicando il Teorema della divergenza su A al
campo vettoriale (Fy, —F}), se ¢ : [a,b] — R? & tale che ¢([a,b]) = dA e Or, = Or(yp), si

ha
0Fy, OF;
A
b (pl
/ (Fg,—Fl) i dO’l :/ F- T |(,O/‘ dt
DA a ¢’

- / WU |
OAT

363§ noti che, in questo contesto, il simbolo ‘0%’ non denota la frontiera insiemistica di &, che, infatti, coincide
con ¥ (essendo & = @).

37Versore’ significa di norma unitaria (lv*| = 1) e ‘normale a &’ significa ‘ortogonale ad ogni vettore tangente a
P (vt - € = 0 per ogni £ tangente a & nel punto x).

38Bisogna, naturalmente, adattare (nella maniera ovvia) le varie definizioni date. La dimostrazione di questa
estensione del Teorema della divergenza pud essere fatta approssimando in modo regolare la frontiera A di un
dominio A ‘regolare a tratti’ (usando, per esempio, la convoluzione con funzioni C§° con supporto in un intorno

/V . (F2, —Fl) dzx
A

opportuno delle ‘singolaritd’ di A): se 8AY) denotano tali approssimazioni regolari, ¢ allora facile vedere che
lim; oo fA(J') V.F = [,V .F e che (essendo la parte singolare di dAY un “insieme di misura (n — 1)-dimensionale

nulla’) anche lim;_, o faA(j)F cvdop—1 = faAF cvdon—1.-
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Dimostrazione (del Teorema di Stokes) Sia & = 1(A) con A aperto regolare in R? e sia
¢ : [a,b] — R? tale che ¢([a,b]) = A e Or, = Or(yp). Sia

w 81!))’

Glu) = (F b2 Foy- con 9= 1(u), ue A. (4.121)

Applicando il Teorema di Green a G, si ottiene

9Gy  9G, )
/A(aul au2)d“ /aAﬁG

ZZ/ ¢o¢3¢1 (1) dt

11]1

[ rwea (e + L)

b 3 d
/ ZFi(ww)awiw:/w WE - (4.122)
a =1 +

D’altra parte

o oy oY
| (V% F) vt do /Av x F(3) - (8u1 au2) (4.123)
Ed infine
[T ;aul(ﬂow 5us) ~ 50z (P27 5,)
_ Z an (3% 87/12 31/); 5'%)
- 81‘] Ouy Ous  Oug Ouq
_ ) (8% i 0y, 8%)
896] aflil 3u1 Bug 8u2 8’LL1
._ op oY
= (VxF)- ( Fu 8u2) . (4.124)

Mettendo assieme (4.122)+(4.124) si ha lasserto. 1l

3 Integrale di Lebesgue

3.1 Insiemi trascurabili e Teorema di Vitali-Lebesgue

Definizione 4.23 Un insieme Q C R™ si dice trascurabile se per ogni € > 0 esiste una
famiglia numerabile di rettangoli aperti {R;}en tale che®®

QclUR;, e > mis(Rj)<ce. (4.125)

Jj=1 i1

Osservazione 4.24 (i) Si noti, che non si ¢ richiesto che @ sia limitato né tantomeno che
Q@ sia misurabile secondo Peano—Jordan. Sia infatti Q) un qualunque insieme numerabile e
denso®® in R™; si puod prendere, per esempio, I'insieme Q = Q" dei punti € R™ a componenti

39N0rmalmente una famiglia (non necessariamente numerabile) di insiemi aperti, la cui unione contenga un insieme
Q, si chiama un ricoprimento (aperto) di Q; si ricorda che N denota 'insieme degli interi positivi {1, 2,3, ...}.

403i ricordi che un insieme Q C R" si dice denso in R™ se la sua chiusura Q coincide con tutto R™. Analogamente,
se C & un insieme chiuso di R™, si dice che Q@ C C & denso in C se la sua chiusura coincide con C'.
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razionali. Poiché @ & numerabile @ = {r;};>1. Scegliamo ora R; come il cubo aperto centrato
in r; di lato (e5~2)=. Allora mis(R;) = ej 2 e

> mis(R;) < () %) €, (4.126)

i1 >

il che & chiaramente equivalente a dire che @ & trascurabile. D’altra parte @ non e limitato
né, per lo stesso motivo visto sopra*!, & misurabile Q N E qualunque sia il rettangolo E.

(ii) Ovviamente un sottoinsieme di un insieme trascurabile é trascurabile.

(iii) Un’unione numerabile di insiemi trascurabili é trascurabile.

Dimostrazione Sia {Q;};jen una famiglia numerabile di sottoinsiemi di R™ trascurabili e

sia € > 0. Allora per ogni j > 1 esisono rettangoli aperti Rl(j) tali che Q; € U;en RZ(-j)

e > ;> mis jo) < €277, La famiglia {jo)}i,jeN, come ¢ ben noto, ¢ numerabile ed una

. N . 1 . .
numerazione puo essere fatta come segue: definiamo Ry = Rg ) e, per ogni r > 1, definiamo??

— p) — p®) _ pl+D) — plr+l — pr+l)

Ryapy =R\ Reayo = R, |,y Reagrgy = RV Ryanyn = RUTY L Ryag, g =Ry,

Si noti che secondo tale numerazione, per ogni N > 1, {Ry,...,Ry2} = {Rg.i) :1<4,j < N}
Allora, per ogni N > 1,

N N2 . N N ‘
Z mis R, < Z mis R, = Z mis R§Z) = Z Z mis R§.Z)
r=1 r=1

i,j<N j=1i=1

N oo N
Y misRY < 22323 [

j=1i=1

IN

(iv) A volte & utile, nella definizione di insieme trascurabile, sostituire i rettangoli con cubi;
vale infatti la seguente affermazione:

Un insieme Q C R™ é trascurabile se e solo se per ogni € > 0 esiste un ricoprimento numerabile
di @) fatto da cubi aperti la somma delle cui misure non eccede €.

Per dimostrare tale affermazione osserviamo innanzitutto che

dato un qualunque rettangolo limitato E C R™ e dato comunque o > 0 é possibile ricoprire
E con un numero finito di cubi aperti la cui somma non ecceda*® mis E + o. Sia ora ¢ > 0.
Poiche @ ¢ trascurabile esiste un ricoprimento numerabile di rettangoli aperti R; la somma

delle cui misure non eccede €/2. Per ogni j siano K fj ),...,KJ%) cubi aperti che ricoprono R;

e la somma delle cui misure non ecceda mis(R;) 4+ /271, Allora I'insieme dei cubi {Ki(j)},
con j >1el <4< Nj, ¢ un insieme numerabile e I'unione di tali cubi ricopre @ ed inoltre

szlb (K(J)) < Zmis(Rj)—i—eZﬁ <e. |
j=1

j>1i=1 j>1

La 1.26 si estende facilmente agli insiemi trascurabili non necessariamente misurabili secondo
Peano—Jordan. Vale infatti la seguente

41E cioe che in ogni rettangolo R di una qualunque partizione di E cadono sia punti di Q (essendo Q denso in E),

sia punti di E\Q (si ricordi che ogni intervallo di numeri reali & non numerabile).
2La seguente numerazione corrisponde alla numerazione di {(z, ) € N2} fatta considerando i quadrati di vertici

(1,1), (r+1,1), (r+ 1,7+ 1) e (1,7 + 1) e numerando successivamente i lati ‘esterni’ nel verso che va da (r +1,1)
a(r+1,r+1)epoida(r+1,74+1)a(l,r+1).

43Sia infatti E = [a1,b1] X -+ X [an,bn] (i casi in cui E non & chiuso derivano banalmente dal caso in cui E &
chiuso); sia § = o/(2nL™"*) dove L = max(bi —a;); sia k; = [(by — a;)d '] + 1 (dove [-] denota la funzione ‘parte
intera’); sia, infine, b, = a; + 6k;. Allora E = [a1,b}] x - - - X [an, b1 D Eemis E' < mis E+néL" "' < mis E+0/2.
Sia, ora, P la part1z1one di E' con P; = {a; + j con O < j < k;}. Chiaramente %(P ) & formata da cubi di lato
§ che denoteremo K; per i = 1,...,N = cardinalita di Z(P’). Siano K; (r) i cubi aperti con lo stesso centro di K; e
lato § + r cosicché K;(0) = K;. OVVlamente per ognir >0 E C E' C |J, K;(r) e la funzione f(r) = SN | mis K;(r)
& una funzione continua di r e f(0) = mis E’ < mis E + ¢/2. Dunque esiste ro tale che per ogni 0 < r < rg si ha
f(r) < mis E + o e Dasserto si ottiene prendendo K; = K;(r) per un qualunque 0 < r < 7g.
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Proposizione 4.25 Sia Q C R"™ un insieme trascurabile e sia F : Q — R™ una funzione
uniformemente lipschitziana su Q. Allora F(Q) é un insieme trascurabile.

Dimostrazione Per il punto (iv) dell’osservazione precedente esiste un ricoprimento di cubi
aperti, {K;}, di @ per cui ) misK; < € e possiamo assumere che K; N Q # & per ogni
j (altrimenti eliminiamo semplicemente K;). Fissiamo un zU) € K; N Q e chiamiamo 7;
il lato di K cosicché mis(K;) = r?. Definiamo K il cubo aperto di centro F(z()) e lato
r; = 2Lrj, dove L & la costante di Lipschitz di F' su @ rispetto la norma | -|_ su R”, cioe:
|[F'(2) = F(y)|oo < L]z —y|oo per ogni z,y € Q. Allora F(K;NQ) C K/, infatti se x € K;NQ,
si ha che |z — 29| < r; e quindi |F(z) — F(zW))| < Llz — 29| < (Lr;) = r}/2, ossia
F(r) € K. Quindi {K}} ¢ un ricoprimento di F'(Q): se y € F(Q) allora esiste z € @ tale
che y = F(z), ma, poiché @ & ricoperto dai cubi K, esistera un cubo K}, che contiene z, ma
allora K J'.O contiene y. Inoltre

Z mis(K}) = > (2Lr;)" = (2L)" Y v} = (2L)" Y _mis(K;) < (2L)"e, (4.127)

e dall’arbitrarieta di € segue ’asserto. i

L’insieme delle funzioni integrabili secondo Riemann puo essere ora completamente caratte-
rizzato*?.

Teorema 4.26 (Vitali-Lebesgue) Una funzione f : E C R®™ — R (E rettangolo standard
di R™) ¢ integrabile secondo Riemann su E se e solo se l'insieme dei punti di E in cui f é
discontinua é un insieme trascurabile.

Dimostrazione Chiamiamo D(f) 'insieme dei punti di E in cui f & discontinua ed osser-
viamo che se Q; = {z € E : osc(f,z) > 1/j} allora D(f) = U;Q;. Ricordando il punto (iii)
dell’Osservazione 4.24, & sufficiente dunque dimostrare:

‘f é integrabile su E <= (@); & un insieme trascurabile per ogni j’'.

Si noti che Q; & chiuso (e quindi, essendo Q; C E, & compatto).

Dimostriamo ¢ = ’: Siano j,e¢ > 0 allora esiste una partizione P di F tale che

Z osc(f,R)misR <¢e/j.

ReZz

Sia # = {ReZ:RNQ; # 2} (cosicché, se R € # allora osc(f, R) > 1/7). Allora

Z mis R = j Z mi;R <j Z osc(f,R)misR < e.

Re%# ReZ% Re%#

Se N = #@, prendendo dei rettangoli aperti Kz 2 R tali che mis K < mis R + ¢/N si ha
che Q; € Upes KR € D pespmis Kr < 2. Dunque Q; ¢ un insieme trascurabile.

Dimostriamo ora ‘«=": Sia ¢ > 0 e sia j > 2/e e sia Q := Q;. Poiché @ ¢ trascurabile esiste
un ricoprimento numerabile di @ formato da cubi aperti K; tali che > mis K; < e. Essendo
@ compatto esistono K ,...,K;_ che ricoprono @ (e ovviamente Z§=1 mis K;, < ¢). Sia D la
chiusura di (E\Uj-, Ki;). Per ogni € D si ha osc(f,x) < 1/j < &/2. Per ogni = € D sia
C(z) un cubo chiuso di centro z tale che osc(f,z) < e ('esistenza di tali cubi deriva dalla

o

definizione di oscillazione e dal fatto che osc(f,x) < £/2). Chiaramente |J ., C(x) 2 D e
quindi esistono C4,...,Cy, con C; == C(z") per qualche z(¥) € D, tali che D C CiU---UCy.
Sia P la partizione di F tale che P; contanga la i—esima coordinata di tutti i vertici dei

441n effetti tale descrizione & stata fatta alquanto dopo i contributi di Riemann ed ¢ essenzialmente basata sulla
moderna teoria dell’integrazione dovuta a Lebesgue, Vitali, Caratheodory etc.
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K;, e degli C;. Chiaramente se chiamiamo #; = {R € # : R C C; per qualche i} e
P2 ={R € Z%:RC K, per qualche j}, si ha Z = % U%s. Allora ) _, misR<ce

Z osc(f,R)misR < Z osc(f, R) mis R + Z osc(f, R) mis R

ReZ ReZ, RER>
< emisE+2sup|f]|e. i
E

Una conseguenza immediata di questo risultato, di 1.14 e del fatto che 'insieme di disconti-
nuita di x, coincide con la frontiera di B e la seguente

Proposizione 4.27 Un insieme limitato di R™ é misurabile secondo Peano—Jordan se e solo
se la sua frontiera & un insieme trascurabile.

Concludiamo questo capitolo con un esempio di una funzione sul cubo unitario K = [0,1]™ C
R™ il cui insieme di discontinuita coincida con KNQ™. Sia {r;};en = KNQ™ esia f : K — [0, 1]
la funzione che vale zero se x € K\Q™ e f(r;) = 1/j. Chiaramente osc(f,z) = 1/j > 0.
Facciamo vedere che f ¢ continua in ogni z € K\Q" (= {z € K : f(z) = 0}). Sia e > 0;
sia jo > 1/e e sia § == maxi<;<j, | — 75| (poiché x ¢ Q", 6 > 0). Se «’ € Bs(x) o 2’ ¢ Q",
nel qual caso |f(z') — f(z)| = 0, oppure &’ € Q™, nel qual caso x = r; per qualche j > jo, €
quindi |£(a') — £()] = 1/j < 1/jo < .

3.2 Funzioni £!

In questo sezione ‘costruiremo’; tramite opportuni limiti di funzioni a scalini in S(FE), la
classe delle funzioni integrabili secondo Lebesgue che denoteremo con £! (o pitt precisamente
con £1(E) indicando esplicitamente I'insieme di riferimento su cui si considera l'integrazione).
Tale classe estende l'insieme delle funzioni integrabili secondo Riemann e soprattutto permette
di introdurre uno spazio funzionale completo (uno spazio di Banach che denoteremo con L')
rispetto alla norma data dall’integrale del modulo.

Definizione 4.28 Diremo che una proprieta % vale ‘quasi ovunque in A C R™’ (in breve:
g.o. in A) o ‘per quasi tutti gli x € A’ se esiste un insieme Q C A trascurabile tale che P
vale per ogni x € A\Q; linsieme Q viene detto ‘eccezionale’ (rispetto alla proprieta % ).

. 4 N . .. . . . N
Ad esempio® 1— Xon © una funzione q.o. strettamente positiva e I'insieme eccezionale ¢ dato
da Q™.

Il seguente risultato & alla base della costruzione delle funzioni integrabili secondo Lebesgue.

Fissiamo un rettangolo di riferimento non degenere E C R™ (ad esempio E = R"™).

Proposizione 4.29 Sia { fx}r>1 una successione monotona non decrescente’S di funzioni in
S(E) e tale che supy~, fEfk < o0. Allora fi, converge quasi ovunque in*" E.

Dimostrazione Innanzitutto, sostituendo eventualmente la successione {fi} con la suc-
cessione {fr — fi1} possiamo assumere che fr > 0 per ogni k > 1. Sia Q = {z € E :
sup, fx(x) = 4o00}: la tesi & equivalente a dimostrare che ) & un insieme trascurabile.
Denotiamo le funzioni a scalini f; con

Ny
k
fo=>d )XRm , (4.128)
=1 K

45 A volte la funzione caratteristica dei vettori a componenti irrazionali 1 — Xgn viene chiamata ‘funzione di
Dirichlet’.
460ssia fii1(z) > fr(z) per ogni z € E.
Ossia esiste un insieme Q C E trascurabile tale che la successione numerica { fi ()} converge per ogni z € E\Q.
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dove ng) C E sono rettangoli limitati a due a due disgiunti. Sia Q" :=={J, , (‘3R§k). Poiché @’
¢ un insieme trascurabile (essendo unione numerabile di facce di rettangoli ossia di rettangoli
degeneri), bastera dimostrare che Q = Q\Q’ ¢ un insieme trascurabile. Sia M = sup, fE fr-
Fissato € > 0, sia By, = {z € E\Q' : fr(x) > M/e}. Chiaramente Ej ¢ unione finita di
rettangoli aperti (e limitati) e, se chiamiamo %, insieme di tali rettangoli, si ha Q C U Bk

= Ur Ugea, - La funzione fj & costante su ogni R € Ry, e, se chiamiamo c%c) tale valore

costante, dalle definizione date segue che

M
= 3 misr< Y Y miSRS/kaM. (4.129)
< ReRy, ReRy, E

Essendo {fx} non decrescente, si ha che E}, := URe%k R C URe%kH R = FEj,1. Applicando
i risultati dimostrati nella sezione 1.2, segue che Api1 = FEjy1\Ej & unione disgiunta di
rettangoli limitati: chiamiamo %;_,, I'insieme di tali rettangoli. Dunque (4.129) implica, per
ogni k > 1,

k
> misR+Y > misR< Y misR<ce. (4.130)

ReER J=2 RER}, ReRy,

In conclusione {R1,R5, %3, ....} € una collezione numerabile di rettangoli aperti la cui unione
contiene @ e la somma delle cui misure [per (4.130)] non eccede €. Dunque @ ¢ un insieme
trascurabile. i

Proposizione 4.30 Siano f,g in S(E), allora valgono le sequenti:

(i) Per ogni a,b € R, af + bg, fg,sup f, g sono elementi di S(E) e vale la (4.23).
(ii) Se f > 0 allora /f > 0.
(iv) Se f éin S(E), JIlelom |f

éin S(E) e vale la (4.26).

Introduciamo ora una classe di funzioni ‘intermedia’, definita da limiti q.o. di funzioni a
scalini soddisfacenti le ipotesi della Proposizione 4.29, e su tale classe definiamo 'integrale di
Lebesgue:

Definizione 4.31 % (E) ¢ la classe di funzioni f per le quali esiste una successione monotona
non decrescente di funzioni in S(E) tali che supy, [, fr < 0o e f(z) = klim fe(x) per x quasi
de el

ovunque in E; per tali funzioni f definiamo integrale di Lebesgue su E la quantita

/Ef = klir&/Efk = s:p/Efk. (4.131)

Affinché tale definizione sia ben posta bisogna verificare che il numero definito in (4.131) non
dipenda dalla particolare successione {fi} ma soltanto dal suo limite (limite che & definito
quasi ovunque ossia a meno di un insieme trascurabile). Tale verifica segue immediatamente
dal seguente

Lemma 4.32 Siano {fr} e {gr} successioni non decrescenti di funzioni in S(E) convergenti
q.0., rispettivamente, a due funzioni*® f e g. Se supy ngk <o e f<gqo. allora

lim /fk < lim [ gg. (4.132)
B B

k—o0 k— o0

48 Ogsia esiste Q C E trascurabile tale che limy_, oo fr(z) = f e limp o g (x) = g per ogni z € E\Q.



© L Chierchia — 2023 131

Assumendo la validita di tale Lemma, se®® f € F e S fr, 1 f e S 2 gx T f (con sup, S fx
e supy, ngk finiti) possiamo applicare il Lemma (con f = g q.0.) scambiando il ruolo di f; e

gk, per cui
lim /fk < lim [ g < lim /fk ,
k—oo Jp k—oo /B k—oo Jp
e da tale relazione segue 'uguaglianza dei limiti che definiscono l'integrale di f. 1

Il Lemma 4.32 & a sua volta una semplice conseguenza del seguente

Lemma 4.33 Sia {fi} una successione non crescente di funzioni non negative in S(E).
Allora

fxd0 qo.in F <~ fk=0. (4.133)

lim

k—oo Jp
Dimostrazione (del Lemma 4.33) Cominciamo con ¢ = ’: Siano f, date come in (4.128),
le funzioni a scalini tali che f; | 0 q.o. in E. Sia Ey := vazll Rz(-l). Poiché Ej e limitato esiste
d > 0 tale che Ey C [—d/2,d/2]™. Inoltre tutti i rettangoli ng) su cui le f; possono essere

strettamente positive sono contenuti in Ey. Osserviamo anche che se M = supi<;<n,} cgl) =
sup f1 allora fr < M per ogni k > 1. Sia Q¢ I'insieme trascurabile su cui f; non converge a 0
esia Q = QU L_JMC 8R£k), che, per il punto (ii) dell’Osservazione 4.24, ¢ anch’esso un insieme
trascurabile. Fissiamo ¢ > 0. Essendo @ trascurabile esiste una collezione %, di cubi aperti la
cui unione ricopre @ e la somma delle cui misure non eccede €. Per ogni « € E\Q, fr(z) {0,
quindi esiste un intero k(z) tale che fi(,)(z) < e. Sia R(z) il pitt grande rettangolo aperto
contenente = su cui y — fi(,)(y) sia costante e sia %o I'insieme dei rettangoli R(x) al variare
di z € E\Q. Chiaramente (Jpcg, g, It ¢ un ricoprimento aperto di Fy e, per compattezza,
esistono N rettangoli R; € &1 U% 5 che ricoprono Ey. Cambiando eventualmente nome a tali
rettangoli possiamo assumere che per 1 <i < j, R; € &1 mentre per j+1 <i < N, R; € Ro.
Si osservi che >~7_, mis R; < ¢, mentre i rettangoli R; per i > j sono della forma R; = R(z®)
per un opportuno (" € Fy\Q. Sia ko = SUP{j41<i<N} k(x™) e si noti che fy,(z) < & per
ogni x € Rj11 U---URp. In conclusione, per ogni k > kg si ha

/fk: /f/c0 S/ fro +/ o
E Eo RlU"'URJ' R]'+1U"'URN
J

MZmisRi—i—E/ 1 <e(M+d).
i=1 Eo

IN

IN

La dimostrazione di <= ¢ molto simile alla dimostrazione della Proposizione 4.29: se @’
denota l'insieme di misura nulla J; k(?REk) basta dimostrare che 'insieme {z € E\Q' :
limsup fi(x) > 0} ¢ trascurabile. Tale insieme coincide con |J; Q; dove Q; = {z € E\Q" :
limsup fr(z) > 1/j} e dunque bastera mostrare che @Q); & trascurabile per ogni j > 1. Dato

e > 0 sia k tale che [fy <e&/j per ogni k > k. Chiaramente

Q; C{z e E\Q' : Ik >kcon fr(x) >1/(2j)} = U U R,

k>k RERy,

dove %, & una collezione finita di rettangoli aperti e disgiunti contenuti in £ e su cui f
assume un valore costante non inferiore a 1/(2j5). Quindi per ogni k > k

1
oF > mingffkgf, = ) misR<2%. (4.134)
J Reay E J RER

49Qua10ra non vi sia ambiguita ometteremo l’indicazione esplicita dell’insieme E su cui si sta integrando nella
notazione di & (FE) e di altre classi funzionali che consideremo in seguito. D’ora in poi useremo anche le seguenti
notazioni standard: ‘fi 1 f’ denota una successione monotona non decrescente di funzioni che converge alla
funzione f ossia fr(z) < fr41(z) Vk > 1 e limy_, o fr(z) = f(x); ‘fi T f q.0. in E’ significa, come gia detto, che
la successione monotdna non decrescente {fi(z)} converge per x € E\Q per un opportuno insieme trascurabile Q;
analogamente fi | f denota una successione monotona non crescente di funzioni che convergono alla funzione f.
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Essendo {fi} non crescente, si ha che Ej = Ugeq, R 2 Ugea,,, B = Ek+1. Applicando
i risultati dimostrati nella sezione 1.2, segue che Ax11 = Ej\Ek+1 ¢ unione disgiunta di
rettangoli limitati: chiamiamo %;_, I'insieme di tali rettangoli. Dunque (4.134) implica, per

ogni k > 1,
Z mlsR—i—Z Z mis R < Z mis R < 2¢. (4.135)

j=2 RGQR/ ReRy,

In conclusione {#1,%%,%%, ....} € una collezione numerabile di rettangoli aperti la cui unione
contiene @; e la somma delle cui misure [per (4.135)] non eccede €. Dunque @); ¢ un insieme

trascurabile. |

Dimostrazione (del Lemma 4.32) Per ogni j fissato definiamo la successione di funzioni a
scalini hy := sup{f; — gr, 0}. Poiché (q.0.) g > f > f;, si ha che hy | 0 g.0. e quindi, per il
Lemma 4.33, lim [, = 0. Da ci0 segue

0= lim thIim/(fjfgk):/fthm Ik,
E

k—oo Jp k—oc0 k—o0

e ciog, per ogni j, [f; < lim [gy. Prendendo il limite per j che tende ad infinito in tale
relazione si ha l’asserto.

Osservazione 4.34 (i) Dal Lemma 4.32 segue che se fi T f (q.0.) con fi, € S(E) e se
supy, [ fr = +oo allora f ¢ F

Infatti se per assurdo fosse f € F allora per definizione esisterebbe una successione di funzioni a
scalini gx T f g.0. con sup, [gx < +oo ma allora dal Lemma 4.32 (con g = f) seguirebbe che
lim [ fi <lim [gi < oco.

(ii) Dalla definizione di ¥ e dalla Proposizione 4.30 segue immediatamente che se f,g € F e
se a & un numero positivo allora le funzioni af, f + g, sup{f, g} appartengono anch’esse alla
classe ¥ ed inoltre

f@n=afr @=0: [ura = [r+ [0 (4.130)

[Ad esempio se fr T f e gi T g (con fi, gi € 5) allora hy, == sup{ fi, gr} € S e hy 1 sup{f, g}
(iii) Se f € F e f > 0 allora esiste una successione di funzioni a scalini fy, 1T f con fi > 0.

[Infatti se S 3 g 1 f & una sucessione che definisce f basta prendere fj, = sup{gx,0}].

(iv) Le funzioni integrabili secondo Riemann su E (rettangolo limitato di R™) coincidono q.o.
con le funzioni f tali che sia f che —f appartengono alla classe ¥ (E) o piu precisamente se
fE€R(E) allora f e —f € F(E); viceversa se f e —f € F(F) allora f coincide q.o. con una
funzione g € % (E). Inoltre, sulle funzioni integrabili secondo Riemann, i valori degli integrali
secondo Riemann e secondo Lebesgue coincidono.

Dimostrazione Se f : E — R ¢ integrabile secondo Riemann, dalla (4.10) segue che, per
ogni intero positivo k, esistono due funzioni gi,hr € S(FE) tali che g < f < hg in E e
J(hi — gr) < 1/k. Senza perdita di generalita, possiamo assumere che {g;} sia monotona
non decrescente e {hx} sia monotona non crescente®”. Per la Proposizione 4.29, poiché, per
ogni k, [gr < fhl < oo (essendo g, < f < hy), esiste un insieme trascurabile Q; ed una
funzione g € & tale che g 1 ¢ in E\Q; e tale che 'integrale secondo Lebesgue di g & dato
da lim [gx; ma per come era stata scelta la successione {gx} tale integrale coincide anche con
quello di Riemann. D’altra parte, per il Lemma 4.33 applicato alla successione non crescente di
funzioni a scalini non negative (hy—gs) i cui integrali tendono a zero, si ha che esiste un insieme
trascurabile Q2 tale che (hy — gr) — 0 in E\Q2. Se @ denota I'insieme trascurabile Q1 U Qq,

50Basta infatti sostituire eventualmente gk e hy con le successioni gy e Ry definite da: g1 = 91, g = sup{gk, Jr—1}

e hi = hi, hy = inf{hg, hp_1}.
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per z € E\Q, i numeri g(z) e f(x) appartengono all’intervallo [gx(x), hi ()] la cuil ampiezza
tende a 0 per k — co. Dunque, mandando % ad infinito, si deduce che f(x) = g(z) per ogni
x € E\Q e quindi che f = g q.o. in E, il che significa che f € F. D’altra parte poiché anche — f
¢ integrabile secondo Riemann si ha anche che —f € & . Viceversa se f ¢ una funzione tale che
f,—f € F allora esistono fi, g, a scalini ed un insieme @ trascurabile tale che fi(z) 1 f(z)
e gr(r) | f(x) per ogni x € E\Q. Si noti che poiche gy — fr | 0 q.o., per il Lemma 4.33,
J(gr = fr) = 0. Poniamo fi := fi su E\Q fx = gr su Q; f = f su E\Q e f = supy, fx su
Q; chiaramente f = f q.o. Inoltre f, < f < gy su E e [(gr — fr) = [(g9x — fx) — O ossia
fenmrk). |1

(v) Daremo ora un esempio di una funzione f € & che non é integrabile secondo Riemann
anche se modificata su di un insieme trascurabile®’. Si noti che (per il punto precedente)
—f ¢ % e dunque F non é uno spazio vettoriale.

Siano E :=[-1,1]" e Ep :==[-1/2,1/2]". Sia 0 < v < 1 e sia {r;} una numerazione dei vettori in R"™
a componenti razionali in Eo: {r; : j > 1} = Q" N Ey. Sia K il cubo aperto centrato in r; e di lato
7277 esia A:=U;K; C E. Poniamo f := x, = funzione caratteristica di A.

Dimostriamo che f € F(E): sia A = Ule Kj e fx = x,, - Chiaramente A = UpAx, fr € S(E),
fr T fin E ed inoltre

n

k k
/fk <Y misk; =Y (le) < 2]_ - (4.137)
E j=1 j=1

Dunque f € F(E).

Dimostriamo che f non é integrabile secondo Riemann su E:se g € S(E) e g > fsu E allora g > 1 su
Ey (poiché g > 1 su Q" N Ey). In particolare se S 3 g > f allora [¢g > 1. D’altra parte se S > h < f,
poiché v < 1 < (2" — 1)/, da (4.137) segue che

,yn
hg/fg <1.
/E = o 1

Dunque sup,< s pesy Jh < 7"/(2" = 1) <1 <inf(g>4esy [g il che significa che f non ¢ integrabile

secondo Riemann.

(vi) F non & nemmeno un’algebra: in generale, f € ¥ non implica che f2 € ¥ come segue
dal seguente esempio:

Consideriamo la funzione f(z) := 1/y/z su E = (0, 1]. Definiamo, per ogni intero k positivo, la
seguente funzione a scalini: dividiamo (0, 1] in 2* intervalli Ii(k> = ((i—1)/2%,4/2F] (i =1,..,2") e

su Ifk) definiamo il valore di f come inf () f. Chiaramente fx 1 f in E. Inoltre, per ogni k > 1

1
1
fkf/ fk+/ —dx <3.
/E 1) & vz

Dunque f € (E). D’altra parte se g :== f> = 1/ e se gy sono funzioni a scalini su E definite in
maniera analoga a quanto fatto sopra (cioe il valore di gi su Ii(k) ¢ dato dallo inf s g) si ha di nuovo

1
/ng/ ldx:(kfl)logz
E k‘llx

=
Quindi il sup,, [,gx = oo e, per il punto (i) di questa Osservazione, g = f* ¢ F (E).

che g T g su F, ma

Siamo pronti a definire le funzioni integrabili secondo Lebesgue che non sono altro che
differenze q.o. di funzioni in %:

Definizione 4.35 £1(E) ¢ la classe di funzioni f : E — R per le quali esistono due funzioni
fi,f2 € F(E) tali che f = f1 — fa q.o. in E. Per tali funzioni f definiamo integrale di

Lebesgue su E come
/f = /f1 - /f2- (4.138)
E E E

51La funzione di Dirichlet f=1- Xq Su [0, 1] non & integrabile secondo Riemann su [0, 1] ma, d’altra parte, f =1

q.o. in [0, 1].
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Di nuovo dobbiamo controllare, affinché la definizione sia ben posta, che il numero definito in
(4.138) non dipenda dalle particolari f; e f2 ma solo dalla loro differenza (q.0.). Ma questo &
ovvio: se f & anche data (q.0.) dalla differenza 91 g2 con g; € ¥, allora si ha che (per il punto
(ii) dell’Osservazione 4.34) f1+g2 = fo+g1 € F (I'uguaglianza, come al solito, vale g.o0. in E)
e quindi [(f1+g2) = [(f2+ g1). Poiché (nuovamente per il punto (ii) dell’ Osservamone 4.34)
I'integrale della somma & uguale alla somma degli integrali si ha che [fi — [fo = [g1 — [go.
Questo argomento mostra anche che:

I'integrale di Lebesgue di due funzioni in £ (E) che coincidano quasi ovunque assume Io
stesso valore.

Raccogliamo nella seguente Proposizione alcune semplici proprieta della classe delle funzioni
integrabili secondo Lebesgue.

Proposizione 4.36 Nelle sequenti affermazioni £ denota £ (E).

(i) LY & uno spazio vettoriale e l'integrale di Lebesque & un operatore lineare e positivo su
Lr:VaeRV f,geLtaf e, f+geL evale [(f+9)=[f+[g;seL>f>0
(g.0.) allora [f > 0.

(ii)Le parti positive e negative®® fy, f_ e il modulo |f| di una funzione f € £ appartengono
a Pt Se f,g € L' allora sup{f, g}, inf{f, g} € L .

(iii) Se f € L' e [.|f| =0 allora f =0 g.o. in E.

(iv) Per ogni f € L1 esiste una successione di funzioni a scalini {fi} tale che fr — f q.o. e

(v) L’integrale di Lebesgue & invariante per traslazioni ossia per ogni xo € R™ e per ogni

f e (R
/ f(x) dz :/ flz — o) do. (4.139)
R Rn

Osservazione 4.37 (i) Si noti che dalla linearita e la positivita dell’integrale segue che se

f,ge LY E)
f<g(qgo) = /EfS/Eg

Dunque, poiché £f < |f], si ha anche che (per ogni f € £1)

| /E il < [E £, (4.140)

(ii) Se f € L1 e f > 0 (q.0.) allora, per ogni € > 0, esistono f; € F tali che: f; > 0 (q.0.),
[fa<eef=Ffi—fo

[Infatti, dalla definizione di %' segue che esistono due funz1on1 gi € F tali che f = g1 — g2 e dalla
*) _ g; (q.0.) con g ) € S e tali che Jgi = sup fkggk). Sia k
(k)

92 ]

definizione di ¥ segue che esistono g;
tale che [g2 — g ) < e. Le funzioni f; saranno allora date da f; == g; —

(iii) Se E’ ¢ un rettangolo contenuto in E e se f € £*(E) allora f € £*(E'), f-x,, € LY(E)

e /f /fxE,.

[Se g€ F(E) ese S(E) 3 gx 1y, allora x,,gr € S(E e X 9 T f su E' (e Xp 9k T X fsuE).]
(iv) Il punto (iv) della Proposizione 4.36 ¢ ovviamente equivalente a

VfecL (E),Ve>03gecSE /|f gl<e. (4.141)

Infatti, si pud anche assumere che supp(g) sia contenuto in®® E (basta sostituire i rettangoli
su cui g e diversa da zero con opportuni rettangoli leggermente pitl piccoli).

52gj ricorda che fy = sup{f,0} e f_ = —inf{f,0} cosicché fi >0, f=f4 — f_ e |fl = f+ + f_.
53Per chiarezza: se E = (0,1), la funzione X1) € S(F) ma il suo supporto [0, 1] non & contenuto in E.
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Dimostrazione (della Proposizione 4.36 escluso il punto (iii) che verra dimostrato al punto
(iii) dell’Osservazione 4.39) (i): La tesi ¢ conseguenza immediata della definizione di £ e
delle proprieta di F. [Ad esempio se f = f1 — fo con f; € F esea € R allora af = g1 — g2
dove g; = af; se a > 0 mentre se a < 0, g1 = (—a)fy e go = (—a) f1].

(ii): Se LY > f=f1 — foa con f; € F allora sup{fi, fo} €EF e

[+ =sup{fi, foa} — f2, Jf- =sup{fi, fo} — fu

da cui segue che fi € L1 e quindi (per (i) ed essendo |f| = f+ + f_) anche |f| € £L. Inoltre
se f,g € L, osservando che

sup{f, 9} = (f —9)+ + 9, inf{f, g} = —sup{—f, —g},

si che anche sup{f, g} e inf{f, g} appartengono a £*.
(iv): Sia f = g—h con g,h € F e siano gx 1 g € hy T h (con gg, hy € S). Se fr = g — hi
allora |f — ful| =9g—gxr +h—hg e

/|f—fk|=/g—gk + /h—hk—>0.

(v): Chiaramente basta dimostrare lasserto per funzioni f € ¥ (R™) e per tali funzioni I’asserto
e conseguenza della Proposizione 4.30. 1

3.3 Teoremi sull’integrazione di limiti

La potenza (e la bellezza) dell’integrale di Lebesgue & particolarmente apprezabile nello scam-
bio tra 'operazione di limite e quella di integrale. Cominciamo con un risultato fondamentale
che, in particolare, mostra come sostituendo le funzioni a scalini con funzioni piu complicate
(in £1) non si ottiene una classe funzionale pitt ampia di £!:

Teorema 4.38 (Convergenza monotona di Beppo Levi) Sia {fi} una successione non
decrescente di funzioni in L*(E) tale che supy, [ fi, < co. Allora esiste f € £ (E) tale che
fe T f q.o. ed inoltre [,|f — fe| = 0.

Naturalmente da [|f — fx| — 0 e da (4.140) segue immediatamente che

klggo/fk:/f::/khjgofk’

Dimostrazione (del Teorema 4.38) Nel corso della dimostrazione tutte le disuguaglianze
vanno intese quasi ovunque in E. Dimostriamo prima il teorema nel caso particolare in cui
fr € F (nel qual caso otterremo che f € %). Assumendo, dunque, che fi € %, per ogni
k esistono gj(»k) 1 fr (per j — o00) con gj(k) € Se [fr = sup, fgj(»k). Sia g = sup;j<y g,(cj).
Chiaramente {gr} € una successione non decrescente di funzioni a scalini. Inoltre, per ogni
j < k, si ha che g,(j) < fj < fr e dunque (prendendo il massimo su j < k) gp < fi e
Jar < [fx < supy [fr < oo. Da queste osservazioni segue che esiste f € F tale che g 1 f

e sup [gr = [f. D’altra parte, per k < j, g](»k) < g; < f e quindi (prendendo il limite per

j = 00) fr < f. Quindi, essendo gy < fr < fsihache fi, T f (qo.)e [gpr < [fi < [f da
cui (prendendo l'estremo superiore su k)

/félim/fkﬁ/f,

Poiché fi. < f, [If = ful = (Jf = [fr) = 0.
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Passiamo al caso generale in cui fp € £'. Sia gp = fry1 — fr cosicché g, > 0 e fi =
fi+ 25;11 g;. Dalle ipotesi segue che

/jz_igj:/fk —/flésgp/fj+/|f1|<oo.

Dunque la serie numerica a termini positivi ) [g; & convergente. Per il punto (ii) dell’Os-
servazione 4.37 si ha che, per ogni k, esistono due funzioni ¢y, ¥ € F non negative tali
che [1r < 27% e g = ¢ — g Quindi Y [1, < oo e, per quanto osservato prima (ed

k k k k k
essendo D7 @; = >1 g5 + > ), anche Y-, [p; < oo. Ora 377 ¢; e > ) 1b; apparten-
gono a F (punto (ii), Osservazione 4.34) e quindi per la prima parte della dimostrazione

Z’fgojTgoEg; eE’fl/)ijegedinltre 2j21 Je; :fcpezj21 J4; = [+. In conclusione,
fe=h+ Y0 -t hte—peLle

k-1 k—1
fe=h+) ei=) bi—= [h+ e [b=]F,
[ oS3 [ae o o= |
il che (essendo f — fr > 0) & equivalente a [|f — fi| — 0. i

Osservazione 4.39 (i) Chiaramente, un enunciato equivalente al Teorema di convergenza
monotona & Se fr € L1 e fi, 1 f € LY, allora [|f — fi| = 0.

(ii) Un corollario immediato del teorema di convergenza monotona & il seguente utile criterio
sull’integrazione termine a termine di serie di funzioni:

. 1 . . . k
Sia uy, € L' e supponiamo che la serie numerica Y, [ |ux| converga. Allora Y ;_, u; converge

(per k — 00) qo. e Y [uj = [ > u;.

[Infatti applicando il teorema di convergenza monotona alle funzioni®* f,jt = Z]f (uj)i si ha che
fEtffeste ff,j[ — ffi e quindi > u; == Z(uj’ — uj ) converge q.o. e la tesi segue. |

(iii) Dimostrazione del punto (iii) della Proposizione 4.36: Sia f € £* con [|f|=0¢e
poniamo uy, = f per ogni k € N. Poiché > [|ux| converge (a zero), per il punto precedente

Z§=1 u; = kf converge q.o0. e quindi f = 0 g.o. (nei punti in cui f(z) # 0, k|f(z)] — o0).

(iv) Se fr € £ e fi T f (q.0.) esup [ fr = oo allora®™ f ¢ L .

Il teorema forse piu importante e con piu applicazioni dell’intera teoria & il seguente teorema
dovuto a Lebesgue.

Teorema 4.40 (Convergenza dominata) Assumiamo che la successione {fr} di funzioni
in LY(E) converga g.o. in E e che esista una funzione g € LY(E) tale che |fx] < g (g.0.).
Allora f, — f € LY(E) e [,|f — fr] — 0.

Dimostrazione Dati k ed j, sia glgj) = sup{fj, ..., fi+r} € h](cj) = inf{f;, ..., fjtx}. Per il
punto (ii) della Proposizione 4.36, gl(cj)7 hg) € L' e le successioni {g;ij)}kzl e {—héj)}kzl Sono
monotone non decrescenti. Inoltre da |g,(€j)| <ge \hg)| < g segue che sup, fg,(cj) < Jge
supy, f(—h,(j)) < [g. Quindi, per il teorema di convergenza monotona esistono g;,h; € Pt
tali che (per k — oo e j fissato) g,ij) T g € Le fh,(fj) t —h; € L' (e, ovviamente
[1g;l, [1hj] < [g). Dunque g; = sup{fi: k> j} e h; =inf{fy: k> j} sono funzioni di £!
che, al variare di j, formano delle successioni, rispettivamente, non crescente e non decrescente.
Infatti, lim g; = limsup f; = lim f; (q.0.) e limh; = liminf f; = lim f; (q.0.). Dunque, per il

54Come al solito, (u;)+ denotano la parte positiva e la parte negativa di w;; si noti che 0 < fki 1 e che ffki <

> [luj] < oo.

5Si confronti tale affermazione con il punto (i) dell’Osservazione 4.34.
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teorema di convergenza monotona (essendo h; T f,suph; < [g < o) f € LY e [|f—h;| — 0.
Applicando lo stesso ragionamento a —g; T —f si ottiene che anche [|f — g;| — 0 e quindi
(osservando che g; > f; > h;)

US/(gj—hj):/(gj—fj) + /(fj—hj)—>0.

Poiché sia f;(x) sia f(z) appartengono (q.o.) all’intervallo [h;(z), g;(x)] segue che

/\f—fj\ﬁ/(gj—hj)ao. |

Alcuni corollari immediati del Teorema di convergenza dominata (o della sua dimostrazione)
sono i seguenti.

Lemma di Fatou Sia { f} una successione di funzioni non negative di £* tale che sup [ fi <
00 e fr = [ (q.0.). Allora f € £ e [f <liminf [ f;.

Dimostrazione Sia hj definita come nella dimostrazione del Teorema di convergenza dominata,
ossia hr = inf{f;, 7 > k}. Ripetendo 'argomento usato prima, essendo 0 < hi < fi, si ha che
hi, € L', hi 1 f. Inoltre, per ogni j > 0, hy, < fry; e dunque Jhi < [ fit; da cui segue che

/hk < liminf /fkﬂ- = liminf/fk.
j—o0 k— o0
Dal Teorema di convergenza monotona segue allora che f € £! e che Jf =limh; < liminf [ fi.

La seguente affermazione da un criterio sull’appartenenza a %' di limiti q.o. di funzioni
fr. € L' (senza fare alcuna ipotesi sulla successione ma solo sul limite):

Proposizione 4.41 Sia fy € LY, fr, — f (q.0.) e |f| < g€ L. Allora f € £*.

Dimostrazione Basta applicare il Teorema di convergenza dominata alla successione definita
come @y, = inf{g, sup{fr,—g}} (osservando che v, = g se fi > g, o = fr se |fx| < g e
pr = —g se fr < —g e dunque che g — f q.0.). i

Il Teorema di convergenza dominata ha innumerevoli applicazioni. A titolo di esempio, conclu-

diamo questo paragrafo con un risultato sulla derivazione sotto segno di integrale che estende
la Proposizione 2.36.

Proposizione 4.42 Sia E C R™ un rettangolo, I C R un intervallo aperto e f: E x I — R
una funzione che verifichi le sequenti ipotesi: per ogniy € I, f(-,y) € LY(E); per quasi tutti
gliz € E, f(x,-) € CY(I); esiste una funzione g € L (E) tale che |f,(z,y)| < g(z). Allora la
funzione F(y) = fEf(w,y)dx ¢ di classe CY(I), fy(-,y) € LYE) e F'(y) = fEfy(x,y)da:.

Dimostrazione Fissiamo y € I e sia {h;} una qualunque successione di numeri diversi da 0
tale che h; — 0. Sia f;(z) = (f(x,y-l—hj) - f(:v,y))/hj. Dalle ipotesi su f segue che f;(-) =
fy(-,y) g.0. in A e (per quasi tutti gli x) | f;(z)| = |f01fy (x,y+th;)dt| < g(z). La derivabilita

di F' & conseguenza immediata del Teorema di convergenza dominata. Sia ora I 3y, — y € I.
Come sopra si ha che |F'(y,) — F'(y)| = | [ (fy(z,y) — fy(z,yn))dz| < 2 g(x)dz, e dunque,

ancora per convergenza dominata, F'(y,) — F'(y) ossia F € C*(I). 1

3.4 Lo spazio di Banach L'

Abbiamo visto che £! := £!(E) & uno spazio vettoriale. L’integrale del modulo definisce su
%' una seminorma®® che denotiamo

1l = /E . (feeh. (4.142)

563i ricorda che una funzione || - || da uno spazio vettoriale V in [0, c0) si dice seminorma se verifica (i) e (iii) di
(1.8) (ossia se valgono la omogeneita e la disuguaglianza triangolare ma non necessariamente la non degenerazione).
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Infatti, per il punto (iii) della Proposizione 4.36, si ha che, da || f||,» = 0 (con f € £1), segue
solo che f = 0 quasi ovunque e non che f sia identicamente nulla. E perd chiaro come ovviare
a tale problema: basta ‘identificare funzioni che differiscono su di un insieme trascurabile’. Per
far questo introduciamo in £! una relazione d’equivalenza. Se f,g € %!, diremo che f ~ g
se f = g quasi ovunque. Ovviamente ~ & una relazione d’equivalenza in £?!.

Definizione 4.43 L'(E) ¢ l'insieme delle classi di equivalenza indotte su LYE) dalla rela-
zione d’equivalenza ~ appena introdotta. Se f € LY(E), definiamo integrale di Lebesque di f
su F la quantita fEf dove f € f e un qualunque rappresentante della classe d’equivalenza f.

Poiche I'integrale di Lebesgue di due funzioni che differiscono solo su di un insieme trascurabile
coincide, tale definizione & ben posta. E chiaro chei7 L' & uno spazio vettoriale®® e su L'
possiamo definire || - |[z+ ponendo, per fe LY Ifller = |Ifllz: dove f & un qualunque
elemento di f. Chiaramente || - ||z: ¢ una norma su L' e quindi L' ¢ uno spazio normato. Uno
dei maggior successi della teoria dell’integrazione secondo Lebesgue ¢ che L' & completo:

Teorema 4.44 (Riesz, Fischer) L' ¢ uno spazio di Banach.

Dimostrazione Osserviamo innanzitutto che dalla definizione di L' (e dal fatto che l'inte-
grale di Lebesgue assume lo stesso valore su funzioni %' che differiscono su di un insieme
trascurabile) segue che I'enunciato del teorema & equivalente alla seguente affermazione:

Per ogni successione {fy} di Cauchy di funzioni in £ esiste una funzione f € £* tale che
If = fellr — 0.

Dimostreremo dunque tale asserzione. Da teoremi noti sulle successioni segue che e sufficiente
rovare che || fr. — 1 — 0 per qualche sottosuccessione® di {f;}. Dalla successione { fj
; L
possiamo estrarre una sottosuccessione {g;} = {fi,} tale che®® ||g;41 — g;llrr < 277. Le
. . . E . N
funzioni non negative di £ G, == _ 11 — g;| formano una successione monotona non
j=1197+ J

decrescente ed inoltre [G; < ). 277 = 1. Quindi, per il Teorema di convergenza monotona

j>1 ’

esiste G € 2! tale che G; T G quasi ovunque. Dunque anche g; = g1 + Z (91-&-1 i)
converge quasi ovunque ad una funzione f. Inoltre, essendo |g;| < |g1|+G € .§£1, dal Teorema

di convergenza dominata segue che ||g; — f|lz1 — 0.

Osservazione 4.45 (i) Nel corso della dimostrazione abbiamo anche dimostrato la seguente
affermazione:

Se fu,f € £ sono tali che | fr — fllzx — 0, allora esiste una sottosuccesione {fx,;} che
converge ad [ quasi ovunque.

Questa affermazione non puo essere migliorata (si veda C.31).

(ii) Lo spazio ‘giusto’ da considerare (dal punto di vista ‘funzionale’) & dunque L!. Si faccia
perd attenzione al fatto che gli elementi di L' non sono funz1on1 ad esempio, se f € L' non
ha senso, in generale, parlare di ‘valore di f in z € B’ oppure®! scrivere f (x).

Ciononostante ci sono dei casi in cui & possibile scegliere un rappresentante naturale f € f e
quindi di identificare f con tale funzione. Questo ¢, ad esempio, il caso in cui f contiene una

57 Come per %' non indicheremo, qualora non ve ne sia necessita, esplicitamente il rettangolo di riferimento E.

5850 fige L eabeR, af +bj e, per definizione data dalla classe di equivalenza di af + bg dove f e g sono
elementi arbitrari, rispetivamente, di f e §: ¢ immediato verificare che tale definizione & ben posta ossia che non
dipende dai particolari elementi f e g ma solo dalle classi d’equivalenza.

591 generale, se {x} & una successione di Cauchy di uno spazio metrico X e se limj_, o ., = ¢ € X allora x;, — x.
Infatti: sia € > 0 e sia ko tale che d(:z:kj ,z) <eed(zg,zp) <eVjk,h>ko (ed(,-) e ladistanza in X). Allora se
jo @ tale che kj, > ko, ¥V k > ko si ha d(zk,z) < d(zk,mk )+d(xk z) < 2.

60 Anche questo & un fatto generale che vale per qualunque successione di Cauchy {z;} di un qualunque spazio
metrico X: Infatti per ogni j > 1 sia h; tale che d(zp,xzp) < 27 7 per ogni k,h > hj. Definiamo ora k1 = h;
e, ricorsivamente per j > 2, k; = sup{k;j—1 + 1,h;}. E allora chiaro che la sottosuccessione Tk ¢ tale che
AT,y k;) <277, )

ITale espressione non ha senso anche se la interpretassimo come f(z) dove f € f. Infatti, fissato un punto z,
poiché {z} & un insieme trascurabile siamo sempre liberi di scegliere un altro rappresentante che assuma nel punto
z un valore del tutto arbitrario.
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funzione f continua. Infatti, sia felLl (E) ed assumiamo che esista una funzione f continua
su F che appartenga a f. Allora, fissato x € E, se K, denota il cubo aperto di centro z e lato
r, si ha che%?

lim/KTf = f(x). (4.143)

[Infatti, poiché l'integrale in (4.143) non dipende dal particolare rappresentante segue che fK f =

fK f dove f & il rappresentante continuo in f. Fissiamo & > 0 e sia 79 > 0 cosi piccolo che [f(y) —
f(z)] < e per ogni y € Kr,. Allora per ogni 0 < r < 7 si ha

) ) -1 =

da cui segue (4.143).]
In tal senso penseremo a spazi di funzioni regolari (quali C*(E) o C§(FE) = I'insieme delle
funzioni di classe C* con supporto compatto contenuto in E) come ‘sottospazi’ di L'.

[ - s < 5 [ 150) - @iy <.

rn

Per quanto detto, il punto (iv) della Proposizione 4.36 puo essere riformulato dicendo che
S(E) & denso®® in L'(F). Infatti vale anche la seguente

Proposizione 4.46 C§°(E) ¢ denso in L'(E).
Tale risultato € un immediato corollario della densita delle funzioni a scalini e del seguente
Lemma 4.47 Data f € S(E) e dato € > 0, esiste ¢ € C°(E) tale che || f — ¢l <e.

Dimostrazione (a) Dall’Esempio A.38 segue che per ogni a < b e per ogni 0 < e < (b—a)/2
esiste g € C§°(R) tale che: 0 < g <1;suppg C [a,b] e g :=1sufa+e,b—¢|

(b) Dato un rettangolo limitato e non degenere R C R™ ed £ > 0 ¢ allora facile costruire una
funzione ¢ € C§°(R™) tale che 0 < ¢ < 1, suppy C R e |1 — 9|1 < e. Infatti sia R =
I; x - - x I, e siano a; < b; gli estremi di I;. Fissato arbitrariamente 0 < o < min(b; — a;)/2,
siano g; le funzioni definite al punto (a) con e sostituito da o e a,b sostituiti da a;, b; per
i =1,...,n. Se R, denota il rettangolo [a1 +0,by —o] X -+ X [ap+0,b,—0] eseh = g1 -+ gy si
ha che f,,[1—1| = fR\RU (1—1)) < mis R —mis R,. E dunque chiaro che prendendo o = o(e)
sufficientemente piccolo si ottiene la funzione i cercata.

(c) Sia f € S(E). Possiamo scrivere f = f1 + f2 con fi; come in (4.128) con gli R, limitati,
disgiunti e non degeneri e con ¢; # 0, mentre fo = 0 q.o. (in altri termini in fs abbiamo
isolato i possibili contributi relativi a rettangoli degeneri o a ¢; = 0). Dato € > 0, per ogni
i < N scegliamo 1; come in (b) con R sostituito da R; e con ¢ sostituito da /(N sup, |c;|).
Allora, ponendo ¢ = Zf\il ¢, si ha che ¢ € C§°(F) e che

fi-el < [in-e+ [151= [1n -

N
Zm/ o, — il <. 1
i=1 Ri

IN

IN

3.5 Integrali iterati e Teorema di Fubini

Lo scopo di questo paragrafo e di mostrare come sia possibile, sotto opportune ipotesi, ridurre
il calcolo di un integrale su R*™™ al calcolo ‘iterato’ di due integrali, rispettivamente, n ed
m~—dimensionali. Applicando piu volte tale metodo si potra ridurre il calcolo di un integrale
in R™ a n integrali unidimensionali.

62Grazie al punto (iii) dell’Osservazione 4.37, gli integrali in (4.143) sono ben definiti; ‘r | 0 significa,
naturalmente, che il limite & fatto per valori positivi di r.

635 ricorda che un sottoinsieme X di uno spazio metrico X si dice denso in X se per ogni « € X e per ognie > 0
esiste un elemento zg € Xy tale che d(zo,z) < e.
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In questo paragrafo denoteremo punti di R"*™ = R"™ x R™ con (x,y) con z € R" e y € R™. Se
A CR™™ ¢ se x ¢ un punto fissato di R™ chiameremo la z—sezione di A, e la denoteremo
con A,, 'insieme

Ap={y eR™: (z,y) € A};

analogamente denoteremo la y—sezione di A con

AY ={z eR": (z,y) € A}.

Osservazione 4.48 (i) Sia F = E; x Eo un rettangolo in R**™ con Ej rettangolo di R™ e
E, rettangolo di R™. Sappiamo che x, = X, - X, € che® mis, ., E = mis, E1 - mis,, Es.
Sia ora f € S(FE), allora, per ogni z € E1, la funzione y € Ey — f(z,y) appartiene a S(Es) e
per ogni y € Es, la funzione x € E1 — f(x,y) appartiene a S(E1). Inoltre anche le funzioni,
rispettivamente, di y e x date da fElf(m, y)dz e fEQf(m, y)dy sono funzioni a scalini e si ha%

/Ef = /E1 (/Ezf(x,y)dy)dx = /E2 (/Elf(x,y)dx)dy. (4.144)

(ii) Se @ C R™ ¢ un insieme trascurabile, allora Iinsieme Q x A C R™ x R™ ¢é un insieme
trascurabile in R®*™ per ogni insieme A C R™.
Infatti: sia A; == AN (—4,7)™ e si noti che basta dimostrare asserto per A; per ogni j (poiché
Q x A =U;Q x Aj). Dato € > 0 sia {K;} un ricoprimento aperto e numerabile di Q (K; C R")
tale che Y mis,(K;) < e/(25)™. Allora {K; x (—j,7)™} & un ricoprimento aperto di @ x A; e
S mispm (K X (—7,7)™) = (25)™ Y mis, K; <e.

Lemma 4.49 Sia Q C R"™™ un insieme trascurabile. Allora per quasi tutti gli v € R", Q,

e un insieme trascurabile in R™ e per quasi tutti gli y € R™, QY é un insieme trascurabile in
R™.

Dimostrazione Dimostriamo che per quasi tutti gli x € R, @, ¢ di misura nulla (Paltro
caso ¢ naturalmente analogo). Per il punto (v) dell’Osservazione 4.24, esiste un ricoprimento
numerabile di @ formato da cubi aperti, K ) = K{’) X KQ(” CR"xR™ (coni > 1), la somma

delle cui misure ¢ finita e tale che ogni punto di ) appartiene ad un numero infinito di cubi
in {K(W}. Per il punto (i) dell’Osservazione 4.48 si ha che

o> SomiskO =37 [ ([ o)
i>1 i>1

e quindi, per il Teorema di convergenza monotona (o, pilt precisamente, per il punto (ii)

dell’Osservazione 4.39), la serie » mexK<i) dy converge per quasi tutti gli  in R™. Per ogni

z tale che Q@ # @, siano Kéij) tutti 1 cubi in {K;)} tali che @, N Kéij) # @; si noti che

x € Kf”) per ogni j e che se y € @, allora esistono infiniti cubi in {Ké”)} che contengono y.

Ora, se z & tale che Q, # @, dalla definizione di K () segue che y i) () = 1 per ogni j e
Ky

dunque
Z/ Xty = ZXKm (x) - mis K3 > DX iy (@) - mis K3 = ZmiSKém'
i>1 /R™ i>1 1 j>1 M j>1

Questo significa che, per quasi tutti gli z, Q, & ricoperto dai K (%) la somma delle cui misure
e finita e ogni y € @, appartiene ad numero infinito di cubi in {K (ZJ')}. Dunque (ancora per
il punto (v) dell’Osservazione 4.24) per quasi tutti gli z € R", @, ¢ un insieme trascurabile.

64gj usi, in tale contesto, la convenzione che co - 0 = 0.
6555 noti che se f = ZN cs R, = R(l) R(2) C R™ R™ . all . o N (1)
= 2= GiXp, ese R = R X R™ C X , allora jE2f =3N,a XR(l)(x) con
i

c: =¢; mism(REZ)).
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Teorema 4.50 (Fubini) Sia £ = E; x E5 C R™ x R™ un rettangolo e sia f € LY(E).
Allora, per quasi tutti gli x € E1, y — f(z,y) € LY (Es) e v — fE2f(x,y)dy € LYEy); per
quasi tutti gli y € Es, © — f(z,y) € LY (E1) ey — fElf(a:,y)dx € LY(Ey). Inoltre si ha

/Ef //fxy //fxydx)dy (4.145)

Dimostrazione Chiaramente (per linearita) basta dimostrare I’enunciato del teorema avendo
sostituito ! con &F; inoltre dimostreremo solo la parte dell’enunciato relativa alla prima
uguaglianza in (4.145) (poiché l'altra parte ¢ del tutto analoga).

(a) Data f € F(F) esiste un insieme trascurabile @) C E e funzioni a scalini fy tali che fx T f
per ogni z € E\Q ed inoltre [f; 1 [f.

(b) Sia Fi(x) = [y fr(z,y)dy. Per I'Osservazione 4.48, Fy & una funzione a scalini (ed
ovviamente {F;} & una successione non decrescente) e

)
/Ele/Eka/Ef<OO7 (4.146)

e quindi (Proposizione 4.29 e definizione di &) esiste F' € F (E1) tale che Fj, T F (q.o0. in E1)
e 'fEl E, 1 fElF. Sia N; C E; I'insieme trascurabile per cui Fi(z) 1 F(x) per ogni x € F1\N;.
(c) Per il Lemma 4.49, esiste un insieme di misura nulla Q1 C F tale che, per ogni z € E1\Q1,
Q. € trascurabile. Sia M7 := N1 U )1 che, per quanto detto, ¢ un insieme trascurabile.

(d) Fissato z € E1\My, fi(z,y) T f(z,y) per quasi tutti gli y € Es (e cioe per y € Es\Qyx
poiché y ¢ Q, = (z,y) ¢ Q); inoltre fE2 fr(z,y)dy = Fy(z) T F(x) < oo (poiché = ¢ Ny).
Dunque, se x € E1\Mj, (per la Proposizione 4.29 e per la definizione di F) y — f(z,y) €
F(Er) e [y, fr(z,y)dy = Fi(z) 1 [, f(2,y)dy. Quindi, per x € E1\ M,

F(z) =lim Fy(z) == lim/E fe(z,y)dy = /E flz,y)dy .

Ovvero F e fE y)dy coincidono quasi ovunque (ed appartengono a ¥ (FE1)) e, ricordando
il punto (a) e la (4 146)7

[El(/E2f(x,y)dy)dx=/EIF:nm/Ele=1im/Efk:/Ef, |

3.6 Funzioni ed insiemi misurabili. Misura di Lebesgue

In questo paragrafo verra discussa la teoria della misura secondo Lebesgue (che dedurremo
dall’analisi sinora fatta). Tale teoria, in particolare, ci permettera (nel prossimo paragrafo) di
estendere l'integrale di Lebesgue su insiemi assai piu generali che non i rettangoli.

Definizione 4.51 Una funzione’® f : E — R si dice misurabile se esistono fi, € S(E)
tali che f = lim fx quasi ovunque in E. Un insieme A C E si dice misurabile se la sua
funzione caratteristica x , € una funzione misurabile. La famiglia delle funzioni o degli insiemi
misurabili su E verra denotato con M (E). Se A é un insieme misurabile si definisce la misura
di Lebesgue di A la quantita

[ sx e,
m(A) = 2 (4.147)
: se X, & LY (E).

66 Come al solito E & un rettangolo arbitrario che potrebbe coincidere con tutto R™. Come gia fatto, ometteremo
spesso nelle notazioni il simbolo del rettangolo E di riferimento.

o0
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Osservazione 4.52 (i) Si noti che nella definizione di misurabilitad non entra alcuna condi-
zione di monotonia.

(ii) Ovviamente un rettangolo R ¢ misurabile e la sua misura di Lebesgue coincide con la sua
misura n—dimensionale mis,,.

(iii) Se A € M e A & limitato allora m(A) < oo [infatti se A & limitato esiste un rettangolo
limitato £ 2 A e la funzione 1 € £!(E) e I'affermazione fatta ¢ conseguenza immediata del
Teorema di convergenza dominatal. Il viceversa non & veroS”.

Proposizione 4.53

(i) Sia f € M. Allora f € L' se e solo se esiste g € L1 tale che |f| < g (q.0.).

(ii) 1l modulo, le combinazioni lineari (a coefficienti in R), il prodotto, linviluppo superiore
ed inferiore’® di funzioni misurabili sono funzioni misurabili. Il reciproco di una funzione
misurabile e g.o. diversa da 0 é una funzione misurabile.

(iii) Se fr € M e fr — f q.o. allora f € M.

iv) Il complementare di un insieme misurabile ¢ misurabile.

v) L’intersezione numerabile®® di insiemi misurabili ¢ misurabile.

vi) L’unione numerabile di insiemi misurabili ¢ misurabile.

(
(
(
(vil) Se A; € M (i € N) sono insiemi disgiunti, allora m(U;A;) Zm
(
(

viii) Se A; (i € N) sono insiemi misurabili e A; C A;y1, allora m(UiAZ—) = limm(4;).
ix) Se A; (i € N) sono insiemi misurabili, A;+1 C A; e m(A;) < oo, allora m(N;A;) =

ol

(x) f €M se e solo se f=H(U) € M per ogni aperto U C R.

(xi) Gli insiemi aperti e gli insiemi chiusi sono misurabili. Le intersezioni numerabili di
msiems aperti e le uniont numerabili di insiemi chiusi sono misurabili.

(xil) @ é trascurabile se e solo se Q € M e m(Q) = 0.

(

xiii) La misura di Lebesque (su R™) & invariante per traslazioni: se A € M(R™) e zg € R™
allora xo + A € M(R™) e m(xg + A) = m(A).

Dimostrazione (i): Il ‘solo se’ & banale (si prenda g := |f|); il ‘se’ & conseguenza della
Proposizione 4.41.

(ii): Si consideri I’affermazione sul reciproco (le altre sono ovvie conseguenze della Proposizio-
ne 4.30) e sia fr — f (q.0.). Definiamo gi(x) = 0 se fr(z) =0 e gr(z) = 1/fr(x) altrimenti.
Allora g, — 1/f(x) (q.0.) e dunque 1/f € A .

(iii): Fissiamo una funzione h € £' con h(z) > 0 per ogni z (si veda la nota 75). Sia ora
gk = hfi/(h+|fi]). Allora: g; & misurabile [per il punto (ii)]; |gx| < h e quindi, per il punto
(i), gr € LY gp — g = hf/(h+|f]) (q.0.) e [convergenza dominata] g € £!. In particolare
g € M e poiché f = hg/(h—|gl), f € M [punto (ii)].

(iv): La funzione caratteristica di F\A & data da 1 — x,.

(v): Caso finito: X, s, = ]_[f:1 X4, [e si usi il punto (ii)]. Caso numerabile: x , =
limy, Hle X, e punto (iii)].

(vi): Caso finito: X4, a4, = I—Hle(l—XAi) = SUP;<;<j X4, [€ punto (ii)]; Caso numerabile:
Xoja; = limy, sup; <<y, Xa, -

(vii): Sia A = U; 4; che, per il punto precedente, ¢ misurabile e si osservi che x, = >, x,. -
Ci sono due casi: (a) m(A4) < oo, (b) m(A4) = co. Caso (a): sia f == x, e fr = Zf 1 X,
Allora fi T f e m(A) < oo significa che f € £ e quindi [fi < [f < oo. Dunque [per
convergenza monotona ed osservando che, per ogm k, XAlu ua, = Zf 1 XA c 4t =
m(A; U---UAy) = S8 m(4)] lim [fr = 3%, m(A) = [f = . Caso (b): sia
B; = A;n{z :|z| <i} cosmche i B; sono disgiunti, A = U B; e XBlu---uBk € 2! per ogni
k. La tesi ¢ allora conseguenza immediata del punto (iii) dell’Osservazione 4.39.

67 Esercizio 4.22.
683 ricordi la Proposizione 4.30.
69Naturalmente questo include il caso finito (prendendo, da un certo punto in poi, R™).
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(viii) Sia By := A;j e, per i > 2, B; := A;\A;—1 e si usi il punto precedente.

(ix) La tesi & conseguenza del teorema di convergenza dominata.

[Poiché fi =X,  na, < Xa, € Lre frp — X, -

(x): Consideriamo prima il ‘se’. Dallipotesi segue, in particolare, che f~!((a,00)) € p er
ogni a € R e quindi anche™ f~1((—o00,a]) = [f~!((a,))]® € A. Dunque f~([a,b)) € M

per ogni a < b. Per ogni k > 1 e per ogni i € Z sia E; = f~'([*:2, £)) e definamo

. J

1 —1 . 1 —1
fk: — Z 7]{; XEi = ‘hm Z 7]{: XEi . (4148)

i=—00 i=—7

Innanzitutto per ogni x solo un termine della serie & diverso da 0 (e quindi la serie converge
per ogni z). Poi essendo E; misurabile lo & anche fj (essendo il limite di funzioni misurabili).
Inoltre, per ogni x esiste un unico E; che contiene z ed allora 0 < f(z)— fu(z) = f(z)— 5+ <
1/k. Dunque fi T f per ogni z e quindi f € A .

Per dimostrare il ‘sole se’ ci serviremo del seguente elementare fatto topologico:

Lemma 4.54 Ogni aperto non vuoto di R™ & una unione numerabile di cubi aperti.

Dimostrazione Sia @ # A C R™ un aperto e sia N := {z¥ : i > 1} un insieme denso e numerabile
in A (per esempio N = AN Q™). Si consideri la famiglia numerabile & formata da tutti i cubi aperti
contenuti in A, di centro ¥ (per qualche i) e con la lunghezza del lato razionale. E allora chiaro
che A =Ugex K.

Dimostriamo ora il ‘solo se’ del punto (x): osserviamo che, per il Lemma, & sufficiente di-
mostrare che sono misurabili gli insiemi della forma™ {f < a} per ogni a. Sia {a;} una
successione (strettamente) decrescente con limite a e, denotando con ¢ = inf{f,b}, sia
fr = (Pa, —¢a)/(ar—a). Allora fi, € M ™ lim f), = X-1((_.a - Dunque F((—o0,a]) € M.
(xi): Dal Lemma 4.54 segue che ogni aperto A = U;K; con K; cubo aperto. Se Ay, :== U¥_| K;,
la funzione fy := x, ¢ una funzione a scalini tale che fj 1 x, e dunque A € /. Il resto della
tesi segue dai punti (iv), (v) e (vi).

(xii): Se @ ¢ trascurabile allora x, = 0 (q.0.) e dunque Q € M e m(Q) = 0. Viceversa
Q € M e m(Q) = 0 significa che [x,, = 0 e quindi [(iii) della Proposizione 4.36] x,, = 0 quasi
ovunque ossia l'insieme @ su cui x,, vale 1 & un insieme trascurabile.

(xili): Se S > fr. — x, alloraz — fi(z —x0) € S e fu(x —x0) = X, (¥) e la tesi segue dal

punto (v) della Proposizione 4.36. i

Osservazione 4.55 (i) Dato uno spazio metrico X, una famiglia, &, di sottoinsiemi di X
che contenga l'insieme vuoto e che sia chiusa per complementazione e per unioni numerabili”>
prende il nome di o—algebra su X. Dunque gli insiemi misurabili secondo Lebesgue sono una
o—algebra su R™ che contiene gli insiemi aperti.

(ii) Sia ¢ una o—algebra su di uno spazio metrico X. Un’applicazione p : o — [0, 00] tale
che (@) = 0 e tale che pu(UA;) = >, n(A;) per ogni famiglia numerabile {A;} di insiemi in
o« a due a due disgiunti, prende il nome di misura (o ‘misura c—additiva’) su &. Dunque la
misura di Lebesgue m & una misura c—additiva su /.

(iii) Una misura u su o tale che ogni sottoinsieme di un insieme A € & di misura p nulla
(ossia u(A) = 0) appartiene ad & si dice completa. Dunque la misura di Lebesgue su A &
completa.

70Come al solito A¢ indica il complementare di A.

7] simbolo {f < a} denota l'insieme {z € R™ : f(z) < a} = ffl((—oo,a]) (analogamente {a < f < b}
denota l'insieme {z : a < f(x) < b} etc.); laffermazione nel testo deriva dall’osservazione che {a < f < b} =
Nos1{f <atn{f<b-1/n}] = {a< f<bleM = (peril Lemma) f~*(U) € M per ogni aperto U.

Tnfatti: f(z) < a = f(z) < ap —> Pay () = pa(z) = f(x) = fr(x) =0V k;se f(z) > a3 ko t.c.
f(@) 2 ar Vk2ko = ¢ay(z) =arepalr) =a = fi(z)=1

730vvero se A € o allora A° = X\A €l ese A; € o per I € N allora U; A; € o.
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(iv) Non tutti i sottoinsiemi di R™ sono misurabili secondo Lebesgue come si evince dal
seguente esempio dovuto a Vitali’.

Sia E = [0,1] ed introduciamo su E la seguente relazione: diremo che x ~ y se t — y € Q. E
chiaro che ~ & una relazione d’equivalenza. Denotiamo con Z la classe d’equivalenza indotta da
z(@={yeFE:3reQtc.y=x+r}) econV l'insieme di tali classi d’equivalenza. Usando
I’assioma della scelta possiamo definire V' come il sottoinsieme di E ottenuto scegliendo per
ogni o € V un unico elemento 2, € o. V & un sottoinsieme di E ed ha le seguenti proprieta:
(a) se 71 e ro sono due razionali distinti allora 1 +V Nry+V = & [infatti: se z + 171 = y+ 1o
conz,y € Very,ry € Qallorax —y € Qe quindi z e y appartengono alla stessa classe di
equivalenza ma allora, per la costruzione di V', z = y da cui 71 = ra]; (b) £ C Ugpeqy(r+V)
dove Q; :== QN [—1,1] [infatti: dato x € E, sia « := &, allora, per costruzione esiste z, € V
tale = x4 + 7 con r € Q e d’altra parte poiché sia = che z, appartengono a [0,1] segue
che |r| < 1]. Da (a) e da (b) (e dalla c—additivita e I'invarianza per traslazioni della misura
di Lebesgue) segue che V non pud essere misurabile cioé V' ¢ M : se per assurdo V fosse
misurabile la sua misura di Lebesgue non potrebbe essere nulla (se cosi fosse anche la misura
di r + V sarebbe nulla e quindi [0, 1] sarebbe contenuto in un’unione numerabile di insiemi
trascurabile ed avrebbe dunque misura nulla, il che non ¢) e, d’altra parte, la sua misura
di Lebesgue non potrebbe neanche essere positiva (se cosi fosse la misura di Lebesgue di
A = Ugpeq,} (1 + V) sarebbe infinita, essendo gli insiemi a due a due disgiunti, ma questa
contraddice il fatto che A C [-1,2]).

(v) Analogamente a quanto fatto per le funzioni caratteristiche, se f € M(E) e f > 0 (q.0.)
possiamo estendere la definizione di integrale ponendo

/f, se f € £1(E),
/f:: 2 (4.149)
B 00, se f¢ LYE).

Come pill volte osservato, nel secondo caso di (4.149), se £ > fi. 1 f (q.0.) allora [ fr T 0.

(vi) Nella dimostrazione del punto (x) si & visto che
Y U)eM, YapertoUCR <= {f<a}cu, YacR. (4.150)

Per altre condizioni equivalenti si veda 4.21.

(vii) La composizione di funzioni misurabili con funzioni continue é misurabile:

feMR"), ge C(RLR) = gofeM(R"). (4.151)
[Per ogni aperto U C R, g~ *(U) & un aperto di R e quindi (go f)™(U) = f~ (g (U))) € ]
In relazione al Teorema di Fubini & utile il seguente

Teorema 4.56 (Tonelli) Sia F := E; x F3 C R™ x R™ un rettangolo e sia (z,y) € E —
f(z,y) misurabile. Allora per quasi tutti gli x € Eq la funzione y — f(x,y) & misurabile su
E; e se g(z) = fE2|f(x7y)|dy < oo per quasi tutti gli x € Ey allora g € M(E7); in tal caso

[([epa)i<e = seim. s

Naturalmente un risultato analogo ¢ valido scambiando il ruolo della x con quello della y e
quindi da (4.152) segue che

/El (/E2|f(a:,y)|dy)dm <o = /E (/El|f(x7y)dx>dy < o0, (4.153)

74llustreremo I'esempio di Vitali in R ma & immediato generalizzare tale esempio a R™ (esercizio 4.28).
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ed in tal caso f € £1(E) e dunque, per il Teorema di Fubini vale la (4.145).
Dimostrazione (del Teorema 4.56) Da f € M (E) segue che esiste () C E trascurabile e
S(E) > fx(z,y) — f(z,y) per (z,y) € E\Q. Dal Lemma 4.49 segue che per quasi tutti gli « €
Eq, S(E2) > fr(x,:) = f(x,-) ossia f(z,-) € M (E2). Supponiamo ora che fE2|f(ac7y)\dy < o0
(z q.0.) e sia f = inf{|f|, hx} dove hy(z,y) = k- h(z,y) ed h ¢ una funzione in L*(E) e
strettamente positiva™. Allora fr € L1(E) e fi 1 |f|. Inoltre per il Teorema di convergenza
monotona gi(z) = [y fr(z,y)dy (essendo tale quantita limitata da [ [f(z,y)|dy < oo
converge a fE2 |/ (z,y)|dy che dunque & in A (E;). Applicando il Teorema di Fubini a fj(z,y)
otteniamo allora

/Elesz = /E1 (/Esz(x,y)dy)dx < /E1 (/EJf(m’y)dy)dx’

e (4.152) segue o (direttamente) per convergenza monotona applicata a fi (nel caso U'integrale
iterato sia finito) oppure dal punto (iii) dell’Osservazione 4.39. i

3.7 Integrazione su insiemi misurabili. Insiemi normali

La teoria dell’integrazione secondo Lebesgue su un rettangolo E si puo ora estendere sosti-
tuendo E con un qualunque insieme misurabile in R™ (ad esempio un qualunque insieme
aperto o un qualunque insieme chiuso).

Definizione 4.57 Sia E un insieme misurabile di R™ [E € M (R™)] e sia f : E — R. Diremo
che f ¢ misurabile su E [f € M(E)] se la funzione™

f(x), sexekF,
fe(z) = (4.154)
0, sex ¢ F,

¢ misurabile su R™ [fr € M (R™)]. Analogamente diremo che f € LY(E) se fr € L1 (R") ed

in tal caso porremo
/f::/ IE. (4.155)
E Rn,

Osservazione 4.58 (i) Ovviamente tale definizione estende quelle date (cioe coincide con le
precedenti definizioni nel caso in cui E sia un rettangolo).

(i) Se A e B sono due insiemi misurabili e disgiunti e f € L1(A) N L1(B) allora [essendo
faus = fa+fBl fe L (AUB)e

/AUBf:/Af + /Bf. (4.156)

Tale relazione vale anche nel caso pit generale in cui AN B # @ ma m(AN B) = 0.

(iii) Se F & un qualunque insieme misurabile, definiamo S(FE), le funzioni ‘a scalini’ su F,
come l'insieme {fr : f € S(R™)}: tali funzioni avranno dunque la forma f = Zf;l CiXp,nm
dove gli R; sono rettangoli limitati e disgiunti. Le funzioni a scalini su E possono essere, in
effetti, abbastanza complicate (si pensi, ad esempio, al caso in cui I'insieme E & di misura
positiva ma con interno vuoto). Tale definizione permette (banalmente) di estendere tutti i
teoremi sopra dimostrati (assieme alle loro dimostrazioni) al caso di E € M. Ad esempio si
ha la seguente generalizzazione del Teorema di convergenza monotona:

Teorema 4.59 Sia E € M(R™), M(E) > fi T [ q.o. in E. Allora lim [.fr = [, [.

75 Se E ¢ limitato si prenda h = 1; se E non ¢ limitato si puo prendere la funzione h che vale 1/]@“’Jr2 su
{z€E:k—1<|z2le0 <k} (per k> 1): [h=30,5,[(2k)" — (2(k — 1))"]/k" 2 < 2" 37, o, 1/k* < oo,
763i noti che con la convenzione in (4.154) la funzione caratteristica di E si pud denotare con 1g.
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[Nel caso in cui sup [, fr < oo & il Teorema di convergenza monotona, altrimenti segue da (v)
dell’Osservazione 4.55.]

(iv) Se f € M (R™) allora f € M(R™ x R™): se fr(x) & una funzione a scalini in R e f, — f
q.o. in R™ allora, ponendo Ry, := [—k, k|™, la funzione fi(x,y) = fix() Xx, (y) & una funzione
a scalini in R" xR™ e fr(z,y) — f(z) q.0. in R™ xR™ (per il punto (ii) dell’Osservazione 4.48).
Dunque se E; C R™ e E5 C R™ sono insiemi misurabili allora F; x Fs € un insieme misurabile
di R” x R™.

Discuteremo ora un corollario del Teorema di Fubini particolarmente utile nelle applicazioni.

Proposizione 4.60 Sian > 2 e A C R" ™! un insieme misurabile; siano o e B due funzioni
in M(A) con o < B (q.o.in A) e sia B CR™ l'insieme definito come

B:i={(z,y) ER" ' xR: az) <y <B(z), Ve A}. (4.157)
Allora: (i) B € M(R™) e
mis B = /A<B(sc) - a(az))dm. (4.158)

(ii) Se f € LY(B) allora, per quasz’ tutti gli x € A, la funzione y — f(x,y) appartiene a
1

L (a(z), B(2)]), la funzione x — g(x fﬁ(;))f (x,y)dy appartiene a L*(A) e si ha

/f /g _/ /f:) f(z,y) dy)dx. (4.159)

Un insieme B della forma (4.157) (con, eventualmente, uno o tutti e due i ‘<’ sostituiti da
‘<’) prende il nome di insieme normale rispetto all’asse delle”” y. La dimostrazione della
Proposizione ¢ un immediato corollario del Teorema di Fubini e del seguente

Lemma 4.61 Gli ‘epigrafi’ €5 = {(z,y) € R* " xR: f(z) <y} e &} == {(z,y) e R""' xR:
f(z) < y} di una funzione misurabile f : x € R*™* — f(x) € R sono insiemi misurabili di
R™.

Dimostrazione Analogamente a quanto fatto nella dimostrazione del punto (x) della Pro-
posizione 4.53, poniamo ¢(z,y) = inf{f(z), y}. Dal punto (iv) della Osservazione 4.58, segue
che le funzioni (z,y) — f(x) e (z,y) — y sono misurabili in R™ e quindi ¢ € A (R™). Se
or(@,y) = k- (p(z,y + ) — ¢(z,y)) si ha che™ ¢ € M(R™) e @) — X © dunque & &
misurabile (punti (iii) e (ii) della Proposizione 4.53). Ragionando nello stesso modo avendo
sostituito f e y con —f e —y si ottiene che {(z,y) : f(x) > y} & misurabile, da cui, passando
al complementare, segue che anche 8} ¢ misurabile.

Dimostrazione (della Proposizione 4.60) Poiché B = {(z,y) : aa(z) < y}n{(z,y) : Ba(z) <
y}°N{A xR}, dal Lemma segue che B ¢ misurabile. La (4.158) segue dal Teorema di Tonelli™®
e la (4.159) segue dal Teorema di Fubini®®. I

Esercizi

Esercizio 4.1 Si dimostri che se I, J sono intervalli di R, allora I\ J ¢ dato dall’unione disgiunta di
due intervalli I; eventualmente vuoti; tramite esempi si faccia vedere che tutti i casi sono possibili.

7TNaturalmente il ruolo di Z1,...,p—1 € y & del tutto arbitrario e analogamente si definird un insieme normale
rispetto ad un qualunque asse. In alcuni testi ’insieme B viene detto normale rispetto al piano {y = 0}: si faccia
attenzione poiché nel caso n = 2 le due convenzioni potrebbero creare confusioni.

78 Come nella dimostrazione del punto (x) della Proposizione 4.53 prendendo ar =y + 1/k.

Con By =R"™!, By =Re f=x,(z,y) = XA(I)X[QA(I) 54 (2 (W)

© [ [0 = [, (froas)an= [ (7 rav)as
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Esercizio 4.2 Sia f : [0,1]> — R la funzione che vale 1 se 1 # 1/2 e, per 21 = 1/2 la funzione
z2 € [0,1] = f(1/2,22) vale 1 se z2 ¢ irrazionale e 0 se z2 & razionale. Si dimostri che f ¢ integrabile
su [0,1]* (mentre, come sappiamo, z2 € [0,1] — f(1/2,z2) non & integrabile su [0, 1]).

Esercizio 4.3 L’ipotesi che f sia integrabile su B nella proposizione 4.1 non puo essere rimossa,
anche se assumessimo che g(z) fosse integrabile su E. Si consideri, infatti, la seguente funzione
f: K —Rcon K = [0,1]?

1, se z1 € [0, 1] & irrazionale,
f(@1,22) = (4.160)
2o se x1 ¢ razionale.

La funzione x2 — f(z1,2z2) coincide o con la funzione costante 1 o con 2z2 che sono entrambe funzioni
integrabili su [0, 1] ed inoltre

1
/ f(xl,l‘g)dxg = 1, Vzx € [0, 1] .
0

Dunque anche g(z) := g(x1) := 1 & una funzione integrabile. D’altra parte (esercizio)

sup Sy (f, P) = z, infSx(f, P) = ; (4.161)

Esercizio 4.4 (Un esempio di insieme aperto non misurabile secondo Peano—Jordan)
Sia @ linsieme di tutti i punti a coordinate razionali nel cubo unitario [0, 1]". Sia ¢ > 0; sia {7;};en
una numerazione di @ [ossia Q@ = {r; : 7 > 1 e j intero}]; sia Bj la sfera aperta di centro r; e raggio
¢/j* e sia B linsieme aperto B = U;jenB;.

(i) Si faccia vedere che misest B > 1.
(i) Si faccia vedere che misint B < 2¢3.j72 e si concluda che, se ¢ & sufficientemente piccola,
misint B < misest B e che quindi B non ¢ misurabile secondo Peano—Jordan.

Esercizio 4.5 (Integrali generalizzati I) Sia A C R™ un insieme non limitato. Supponiamo che
per ogni 7 > 0, l'insieme A, = AN{z € R™ : |z| < r} sia misurabile. Sia f : A — R e supponiamo
che f sia integrabile su A, per ogni r > 0.

Definizione 4.62 Se esiste finito il limite
lim/ |f] < o0 (4.162)
A

si dice che f ¢é integrabile su A e si pone

[4f = lim /ATf- (4.163)

(i) Si controlli che tale definizione & ben posta.

(ii) Dire se f = e~!*l & integrabile su R" (nel senso della definizione appena data) e, in caso
affermativo, si stimi [, f.

[Suggerimento: si noti che exp(—|z|) < exp(f%ml),]

(iii) Sian =2 e A = {x € R? : |1] < 1}. Si dica se ¢ integrabile su A la funzione f = 21°°(cosz2)(1+

|x2\)7% e, in caso affermativo, si stimi [, f.

Esercizio 4.6 (Integrali ingeneralizzati IT) Sia A un insieme misurabile in R" e sia T € A. Sia
A" = A\{z} esia f : A’ — R. Sia B, una sfera di raggio r centrata in Z. Supponiamo che f sia
integrabile su A, := A\B, per ogni r > 0.

Definizione 4.63 Se esiste finito il limite

lim/ 1] < o0 (4.164)
r—0 Al

r

si dice che f ¢ integrabile su A e si pone

/Af = }ig%/A f- (4.165)
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(i) Si controlli che tale definizione & ben posta.

(i) Sia A la sfera unitaria in R” pern <3, Z=0e f = -1

@]

Dire per quali «, f ¢ integrabile su A e
per tali a stimare [, f.
(iii)* Svolgere il punto (ii) nel caso di n arbitrario.

Esercizio 4.7 Dimostrare che se A € A%, B € A" allora A x B € N*+h,

Esercizio 4.8 Dimostrare che se A ¢ un insieme misurabile secondo Peano—Jordan, lo sono anche

A, Ae dA.

Esercizio 4.9 Dimostrare che Q" N E (con F rettangolo qualunque) & un insieme trascurabile non
misurabile secondo Peano—Jordan.

Esercizio 4.10 Dimostrare che se A & misurabile secondo Peano-Jordan allora A & trascurabile se
e solo se mis, A = 0.

Esercizio 4.11 Sia B € A" & come in (4.35). Dimostrare che ¢ PJ misurabile.

Esercizio 4.12 Sia R un rettangolo chiuso in R™. (i) Si dimostri che, per ogni € > 0, esistono N
cubi aperti Ry,...,Ry taliche RC E =Ry U---U Ry e che m(E\R) < e. (ii) Si dia una stima di N
in termini di € e delle lunghezze dei lati di R.

Esercizio 4.13 Sia R := [a1,b1] X -+ X [an, by] € si dimostri che R = UK con K cubi chiusi tali
che m(K; N K;) =0se i # j.

Esercizio 4.14 Sia A C R™ un aperto e sia ¢ € C*(A4,R™). Dimostrare che ¢ ¢ invertibile con
inversa C se e solo se ¢ ¢ iniettiva e det ¢’ # 0 su A.

Esercizio 4.15 Sia F(y) la trasformazione inversa della ¢ del Teorema 4.6 cioe
F:yeB=¢(A) 5x=F(y) € A. (4.166)

(i) Dimostrare che la coppia B e F verifica le ipotesi del Teorema 4.6.
(ii) Dimostrare che se g & una funzione integrabile su A = F(B), allora si ha

0
/Ag(x)dx = /Bg o F(y) - | det Fz(y)’dy. (4.167)

Esercizio 4.16 (i) Si dimostri che

/joe"czdx = (4.168)

o]

(ii) Si dimostri che
/ e P iy = 1% . (4.169)
RTL

Esercizio 4.17 Per ogni m € N, si calcoli I, == / ™ dz.
o

Esercizio 4.18 Sia A = By :={z € R?: 0 < |z| < R} e sia
o(x) = (azf — 3, 2x122) .

(i) Si dimostri che § := |det ¢’| > 0 per ogni z € A ma che
/6 dzr = 2nR!
A
¢(A) = Bpe — m(¢(A)) = wR".

(ii) Si spieghi perche non vale la tesi del Teorema 4.6.
(iii) Si trovi un insieme A’ su cui, invece, valga la tesi del Teorema 4.6.

Esercizio 4.19 Dimostrare in dettaglio la Proposizione 4.30.
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Esercizio 4.20 Dimostrare in dettaglio i punti (i) e (ii) della Proposizione 4.30 nel caso in cui
S(FE) venga sostituito da F (FE).

Esercizio 4.21 Si dimostri che ‘f~'(U) € 4 per ogni aperto U C R’ & equivalente ad ognuna delle
seguenti proprieta:

(i) {f>a}eM NaeR; (i1) {f>a}eM, ,VaeER;
(tit) {a< f<bleM ,VabeR; (w) {a<f<ble, VabeR.

Esercizio 4.22 Si dimostri che I'insieme A = {(z,y) € R?: 0 <z <1lel <y < 1/yz}e
misurabile secondo Lebesgue e se ne calcoli la sua misura.

Esercizio 4.23 Dimostrare che ogni insieme misurabile secondo Peano—Jordan & misurabile secon-
do Lebesgue.

Esercizio 4.24 Sia f come nel punto (v) dell’Osservazione 4.34, sia @ C R™ un insieme di misura
nulla, sia fo una qualunque funzione che vale 0 al di fuori di @. Si dimostri che f+ fo non & integrabile
secondo Riemannn.

Esercizio 4.25 Siano Ey e A come nel punto (v) dell’Osservazione 4.34 e si dimostri che 'insieme
Eo\A non & un insieme trascurabile.

Esercizio 4.26 Sia A € #(R™) con m(A) = oo e siano E; € M tali che E; C Ejy1, m(E;) < oo e
U; E; = R™. Si dimostri che co > m(AN Ej) 1 oo.

Esercizio 4.27 Si dia un esempio di insiemi misurabili Ay in R™ tali che Ax+1 C Ar ma m(NAg) #
lim m(Ag).

Esercizio 4.28 Si generalizzi 'esempio di Vitali (punto (iv) dell’Osservazione 4.55) a R™.
Esercizio 4.29 Si dimostri la (4.156) nel caso in cui A, B € M ¢ m(AN B) = 0.

Esercizio 4.30 (L’insieme ternario di Cantor) L’insieme ternario di Cantor K & un sottoinsie-
me di [0,1] con le seguenti proprieta: (a) K é chiuso, non ha punti isolati ed é totalmente sconnesso
(ossia non contiene nessun intervallo); (b) K ha la potenza del continuo (ossia esiste un’applicazione
1-1 da K in R); (c¢) la misura di Lebesgue di K & zero.

Costruzione di K: (i) ad un qualunque intervallo chiuso (limitato e di lunghezza positiva) I associamo
due intervalli chiusi I] e I} ottenuti rimuovendo da I Iintervallo aperto che ha lo stesso centro di I
e lunghezza uguale ad un terzo di quella di I.

(ii) Definiamo ora intervalli I]]-C perk>0el<j<2"1:=[0,1]eperk>1gli IJ"C sono gli intervalli
(ordinati) ottenuti dagli I Jk ~! come descritto nel punto (i). Per costruzione gli intervalli I} sono, per
ogni k fissato, chiusi, disgiunti e di lunghezza 1/3" cosicché Z?il mis(I}) = (2/3)".

(iii) Sia I* :== U2, I%. Chiaramente I**! C I*. Definiamo K = Mjzol".

Si dimostrino le proprieta (a), (b) e (c) sopra enunciate.

Esercizio 4.31 (Funzioni semplici) Una funzione f € 4 (R™) si dice semplice se assume un
numero finito di valori. Esempi di funzioni semplici sono le funzioni a scalini oppure combinazioni
lineari finite di funzioni caratteristiche di insiemi misurabili. Dimostrare le seguenti asserzioni:

(i) Una funzione ¢ misurabile se e solo se & limite (q.o.) di funzioni semplici.

(ii) Per ogni funzione f € L' esiste una successione di funzioni semplici fi, € L' tale che fr — f
(q.0.) e |lf = fellLr — 0.

Esercizio 4.32 Sia f € £'(E). Dimostrare: (1) limy oo m({|f| = r}) = 0; (ii) limy 0o f{\f\>r}|f|
=0. -

Esercizio 4.33 Sia f € £'(FE). Dimostrare che per ogni ¢ > 0 esiste § > 0 tale che per ogni
A€ M(E) con m(A) < § sihache [,|f| <e.

Esercizio 4.34 Sia f € £' e B; € U tali che m(B;) — 0. Dimostrare che [, f — 0.
J
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Esercizio 4.35 Dimostrare che se f € £'(R) allora esiste un insieme illimitato di misura positiva
E tale che lim f(zx) = 0 per ogni successione zj € E tale che lim |zx| = oo

Esercizio 4.36 Trovare f € £'(R) ed insiemi illimitati di misura positiva E4 tale che lim f(x1) =
+o0 per ogni successione x; € Ey tale che lim |z| = co

Esercizio 4.37 Dimostrare che il grafico Gy = {(z,y) € R" ' xR :y = f(x)} di una funzione
misurabile f : R®™! — R ¢ un insieme trascurabile.

Esercizio 4.38 Trovare funzioni misurabili fr su [0,1] tali che: per ogni k, fi & q.o. continua;
supy, fr(z) = oo per ogni x € QN [0, 1]; esiste M > 0 tale che |fx(z)] < M per ogni z € [0,1]\Q.

Complementi

Complemento 4.1: Prodotto vettoriale in R?

Il prodotto vettoriale in R® & una operazione bilineare ed antisimmetrica che associa ad una coppia
di vettori v, w € R® un terzo vettore v x w € R® di coordinate®*

(v x w); = det[e”, v, w], (4.170)

ossia,

3
VX w= Z e det[e, v, w], (e;i) = 61‘]‘) . (4.171)
i=1
Si noti che, per definizione di i—esima coordinata, si ha

e (v x w) = detfe™, v, w] . (4.172)
Dati due vettori linearmente indipendenti v e w definiamo 7, ., il piano generato da v e w
Tow =V (v,w) ={y € R*: y=av+bw con a,b € R}. (4.173)
Ed infine, dati tre vettori indipendenti v* € R®, definiamo
Or (v, 0@ @) = {(y(l) @,y e R xR xR :
det[y™, 5@y det[v™®, 0@ @] > 0} . (4.174)

E facile vedere che®? I'appartenenza a Or (v(1>,v(2)7v<3)) e una relazione d’equivalenza; una base

(ordinata) (y™,4®,4y®) in Or (v, v® v®) si dice che definisce lo stesso orientamento di (o
anche che & equiorientata con) (v, v v®),

Si verificano facilmente le seguenti proprieta del prodotto vettoriale v xw, di 7, ., € dell’“orientamento’
Or (v, 0@ H®);

Proprieta del prodotto vettoriale

v X w = (vaws — 1)311)2)6(1) (viws — U3w1)6(2) + (viws — vzwl)e(g).

2) L’operazione (v, w) — v x w & bilineare® ed antisimmetrica®*.

85

4

1)
)
3) el = g,el72) x 6(03) dove ¢ & una permutazione di {1, 2,3} e &, & il segno di tale permutazione
Y w - v x 0@ = detfw,v™®, @] e quindi w - v x @ =M @ x 1w =@ . w x W,
)

5)vxw Lo vxwlw.

8111 alcuni testi (soprattutto di fisica) il prodotto vettoriale tra v e w viene denotato con il simbolo ‘v A w’.
82Esercizio 4.40.

83Cioe lineare sia in v che in w.

84Cioe v X w = —w X v.

855 ricordi la nota ?? di §4.
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6) v x w # 0 se e solo se rango[v, w] = 2 se e solo se v e w sono linearmente indipendenti (cioé ‘non
appartengono alla stessa retta’ o equivalentemente ‘non sono paralleli’).

7) Jox w* = [o]*lwl* — (v-w)*.

8) Se U & una matrice ortogonale (3 x 3), [Uv X Uw| = |v X w|.

9) Se U € SO(3), allora Uv x Uw = U(v X w).

10) (v x w,v,w) € Or (e, e? ®),

11) Se v e w sono indipendenti, allora my,w = Toxw-

12) |v x w| coincide con l'area del parallelogramma generato da v e w (per una formulazione piu
precisa si veda 4.39).
Dimostrazione della 9): usando la 4) e la (4.172), per ogni ¢ si ha:
eV Uwxw) = UTe® . (vxw)=detlUTe™, v, w] = det[lU e, v,u]
det (Uﬁl[e(i)7 Uv, Uw]) = det[e™”, Uv,Uw] = ¢ - (Uv x Uw). i

La definizione del prodotto vettoriale puo essere facilmente ricordata se si nota che la seguente identita

formale:
RONCIRNG!

vXxw=det | v Vs v3 (4.175)
w1 w2 ws

dove il determinante formale verra pensato sviluppato secondo la prima ‘riga’.

Complemento 4.2: Rette e piani tangenti

Complemento 4.3: Volumi, aree e curvatura

Complemento 4.4: Dimostrazione del Teorema della divergenza in R”

Il Teorema della divergenza ¢ equivalente alla seguente affermazione:
Sia A:={x € R" : ¢(x) < 0} un insieme regolare in R™. Allora

/8f dx:/ fvidon-1, (Vf eC'(4R), V1 gign) . (4.176)
4 0 DA

Infatti se vale tale affermazione il Teorema della divergenza verrad ottenuto applicando la (4.176)
alle componenti F; e sommando su i, mentre dal Teorema della divergenza segue immediatamente la
(4.176) ponendo F; =0se j #1ie F;:=f.

Nel corso della dimostrazione faremo uso del seguente notevole risultato

Lemma 4.64 (Partizione dell’unita) Sia D un compatto di R™ e sia {Vi}ics un ricoprimento
aperto®® di D. Allora esistono N funzioni fi,...,fn di classe® C§°(R™), che godono delle seguenti
proprieta:

1) V1<j<N, FieJ: supp(f;) CVi;

2) 0<fi(x)<1,VaezeR",1<j<N;

N N
3) > fila)=1, VzeD; > fi(x)<1,VzeR". (4.177)

86Cioe V; sono insiemi aperti e U;e ;V; D D.
87Si ricorda che C§°(R™) denota l'insieme delle funzioni C°°(R™) a supporto compatto e che il supporto di
f, supp(f), & la chiusura dell’insieme {z € R™ : f(z) # 0}.
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Una famiglia {f;};=1,...n che goda delle 3 proprietad sopra elencate si chiama una partizione
dell’unita su D subordinata al ricoprimento {V;}.

Dimostrazione Per ogni z € D scegliamo un indice i:=i(x) in J tale che x € Vj(,). Essendo gli
insiemi V; aperti, & possibile scegliere, per ogni z € D, un numero positivo r:=r(z) tale che, se K, (x)
denota il cubo aperto di centro z e lato 2r (cioé I'insieme {y € R" : |y; —z;| <7, V1 <i<n}),

Kr(a;) (:L') g KR(z-) (l‘) g KR("L‘) (x) g ‘/i(m) ; dove R(ZB) = 27‘(m) . (4178)

Gli insiemi KT(Z)(m), al variare di x € D formano un ricoprimento aperto di D. Essendo tale insieme

compatto & possibile estrarre un sottoricoprimento finito, esistono ciot N punti in D, =, ..., 2",
tali che _

DCK\U---UKn, K;j=K, i) @"). (4.179)

Inoltre, se denotiamo K := KR(x(j))(mm), eij:=i(x), da (4.178) segue che
K;CK;CK/ CVi . (4.180)

Usando le funzioni x dell’Esempio A.38, possiamo costruire N funzioni t; € C§°(R™) tali che

0<y; <1,  ¢=lsuk;,  supp(yy) =K. (4.181)
Poniamo ora
fii=11,
f2:: (1*1/)1)102 )
fri= (=) (1= ¢2) - (1= Yna)ion - (4.182)

Da tale definizione segue immediatamente che f; € C§°(R™) e che supp(f;) C F; C Vi, e quindi
valgono le prime due proprieta, 1) e 2), enunciate nella proposizione. Inoltre da un elementare fatto
algebrico segue che®®

N N
dofi=1-J][a-v) (4.183)
j=1 j=1

quindi se © € D, x appartiene a qualche K; e da (4.183) segue anche la proprieta 3). I

Dimostrazione (del Teorema C.9) In vista dell’Osservazione C.10 punto (iii), dimostreremo la
(4.176) per una f € C*(A,R). Fissato Z € E:=09A, siano j, g, K, e K, come al punto (ii) di (E6),
§ C.1. Introduciamo anche le seguenti notazioni: z := (z1, ..., &;, ..., Tn) cosicché g : T € K,CR" 1! =

R; G(Z):=(z1,...,9(Z),...,xn) (qui ed in seguito useremo questa notazione sottintendendo che la
funzione g sta al posto di z;), dunque Pinsieme AN K., = {G(%) : & € K, }. Infine, eventualmente

diminuendo il valore di r possiamo assumere che 8—¢( ) # 0 per ogni x € K, ,. Divideremo la
€T j

dimostrazione in vari passi.

1) Calcoliamo la normale esterna v(z) per x € Ky, N 0A in termini della funzione g(). Prendendo
la derivata parziale rispetto a x; per i # j nella relazione ¢(z1,...,g,...,2n) = 0 (valida in K,) si
ottiene

o o6 .\ g . o9 9 9d9 (. -~ ., .
5o (G + 5 (G@) gl@=0 = gh=-gb b (FeK,,i#]).

Dunque, su 9A N K, ,, si ha®®

v 96y (— 2Ll =)
T Ty
(G(Z)) = segno (—) (4.184)
" [vdl Oz; V1itlgP ’
88Per induzione su N: per N = 1 la (4.183) & vera. Assumiamo la (4.183) vera per N—1e dimostriamola per
N-1 N-1 N-1 N-1
N; ij = > fitin =1- [T —up)+( 1 (1=vp))un = 1= ( [T (1=vy) @—vn) = 1- H
Jj=1 Jj=1 Jj= j=1
89Se o ¢ un numero reale diverso da zero, segno(a) = a/|al; naturalmente nella formula (4. 184) v e ¢ sono
calcolate in G(Z) = (21, ..., g(&), ..., zm) € g & calcolata in Z € K,: quando non vi sia ambiguitd ometteremo

di indicare gli argomenti delle varie funzioni.
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dove, naturalmente, 1’1 sta al j° posto e g’ := 0zg.

2) Calcoliamo la quantita in (C.10) su dANK,. , (cosa necessaria per trovare un’espressione “esplicita”
di 0,—1 su OA N K, ). Qui, come gia detto, 'inclusione ¢ coincide con G e la variabile (n — 1)—
dimensionale u con & € K,. In generale, nel caso k =n — 1, si ha

D 2
S [ae At Z'dt (1,0 P ) |7 (4.185)

ou
1<iy < <ig<n

Inoltre, nel caso presente (e con le solite convenzioni), la matrice g—‘j ¢ una matrice n X (n — 1) avente
la seguente forma

(P, .y o) o oG o X1,y Gy ey Tn) _
ou ) oz 8(951,...,9”6]-,...,35")
1 0o ... 0 0 . 0
1 0 0 0
0 0 0
0 0 1 0 0
= 99 dg dg ag | > (4.186)
Oz e ozj_1 0T j 41 e Oxp
0 0 0 1 0
0 0 ... 0 0 1

(la riga che contiene le derivate di g ¢ la j—esima). Quindi la matrice W ¢ la matrice

identita ed ha determinante uguale ad uno, mentre se i # j, scambiando la i—ma riga con la j—esima
riga si trova

8(@1,...,@1',...,@77‘) _ 89 . -
’det 95 =\ ow (i #3) -
Dunque
O(pir;s - i) |2 < (1, ey Pis ey ) |2
D e D DILC D
1<ip<--<ip<n =1

1+;‘§;‘2::1+|Q'|2- (4.187)
i#j

3) Supponiamo che f € C'(A,R) abbia supporto contenuto in K, ,, rettangolo “centrato” in Z € 0 A
[come in 1)] e dimostriamo che vale (4.176). Vi sono due casi: o af > 0 (su K,,,) oppure 6—¢ < 0;
J

a
i due casi si trattano in maniera simile e per fissare le idee assumeremo aT(é > 0. In tal caso v; > 0
J

[vedi (4.184)] il che significa®® che i punti interni di A si trovano “sotto” il grafico di g o, pil
precisamente, AN K, , ={zx € R" : T; — p < z; < 9(Z), & € K,}. Dunque poiché stiamo assumendo
che supp f C K, ,, integrando prima rispetto a x;, troviamo

/g:i /f(r (/Ij(z) ggi d%) di . (4.188)

P

Se i = j, dal Teorema fondamentale del calcolo (in una variabile) e dal fatto che

flx1, ey @j — py ooy tn) =0

per’! & e KT, si ha che

9() 3f _
/ dr; = f(z1,..,9(2),...;zn) — f(T1,.(,Tj — Py .ery Tn)
Tj—p ax]

= f(x1,..,9(Z)y ey n) - (4.189)

90Gi ricordi la discussione nella nota 16.

91Gi noti che punti della forma (x1, iy @j — Py Tp) CON T E K, appartengono alla frontiera di K, e
dunque, poiché supp f C K p, f(z1,...,Z5 — p, ..., Tn) = 0.
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Poiché (per (4.184) e per le nostre ipotesi) v; = (1 + |g’|)7%, da (4.187), dalla definizione (C.12), da
(4.188) e (4.189) segue che

o9f 4

ax] = /I;Tf(il,‘l,...,g(fi’),...,xn) dx

/Krf(xl,...,g(ﬁﬂ), ey Ty W V1+|g'|2dz

= / f Vj dO’n_1 :/ f Vj dan_l . (4190)
OANK: , A
Sia ora ¢ # j. In tal caso
9(&) 9 9(2) 5
Ba, f(z)dz; = f(x1,...,g(i),...,mn)ag (az)+/ L (@) da; | (4.191)
z;—p T; 51=p ox;

D’altra parte, ancora per il Teorema fondamentale del calcolo e per il fatto che supp f C K, ,, se
denotiamo con x4+, un punto & € K, , con la i—ma componente z; fissata ed uguale aT; £r e con

Z4r un punto Z:= (1, ..., Lj, ..., Tn) € K, con z; fissato ed uguale a Z; & 7, si trova®®
Tyt 9(%) g(zr) g9(Z_y)
/ azi( F(2) dxj)dmi - / Flz)da; — / Flz_y)daz; =0, (4.192)
T;—T Tj—p Tj—p Tj—p

che, insieme a (4.191), implica
Zitr 9(Z) af T+ g
v LS x PRXRPRA ¢4 i - 4.1
/7 (/irp Eras )dw])d:c /7 F@1 s g(@); s wn) = (F)de (4.193)

Integrando su A prima rispetto a x;, poi rispetto a z; e poi rispetto alle altre componenti, da (4.193)
segue, per i # 7, che?®

of _ of __/ - g o\ .
| ox; de = /AmK,,.,p prs dr = Krf(ml,...,g(x),...,azn) Ers (z)dz

/Krf(ml,‘..7g,...,mn) H \/de

f(@1, Gy n) v V1 |g? dE
Ky

/ f vidop—1 :/ fvidon_1 .
OANK,. , A

Dunque (4.176) vale quando il supporto di f & contenuto in un rettangolo (con le proprieta sopra
elencate) centrato su un punto della frontiera di A

4) Sia ora K un cubo aperto la cui chiusura & contenuta in A e dimostriamo (4.176) per funzioni
fect (A,R) che abbiano supporto contenuto in K. In questo caso f & nulla sul bordo di A e quindi
il secondo membro di (4.176) & nullo. Quanto al membro di sinistra, se Z & il centro del cubo K e 2r
il suo lato, e se, per i fissato, denotiamo con K il cubo {(x1, .oy iy ooy xn) € R 2 |2y, — T | < 7, per
h #i} si ha

af
8361

8]“ T;+T 3f _
| o, dx = /}((/iﬁ o dwl)da:l---dx,--dmn

r

= / (f(xl,...,j:i + 7y ) — f(T1, 0y T —r,...xn))dm---d/m\i---dxn
i e
=0.

928i noti che la variabile z; appare nell’argomento di g e di f; inoltre i punti z, appartengono alla frontiera
di K, e dunque la funzione f vi si annulla.

93Come gia osservato, su A N Ky, la variabile x; varia tra Z; — p e g(Z), mentre le variabili x;, per i # j,
variano tra Z; — r € Z; + r; si ricordino anche le osservazioni che precedono (4.190).
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5) Completiamo ora la dimostrazione di (4.176) per funzioni arbitrarie f € C'(A,R). Se x € A
sia K(z) un cubo chiuso (non degenere) centrato in z e contenuto in A (tali cubi esistono perché
A & aperto); se x € OA sia K(z) un rettangolo che goda delle proprieta elencate all’inizio della
dimostrazione [prima del punto 1)]. L'unione di K(z) forma un ricoprimento del compatto A e
per il Lemma 4.64 esiste una partizione dell’unitd {f; : 1 < 5 < N} subordinata al ricoprimento
{K(m) & € A}. Per ogni j, il prodotto f;f & una funzione di classe C*(A) e con supporto contenuto
o in un rettangolo K(z) con € A o in un cubo K(z) contenuto in A. Dunque per i punti 3) e 4)

si ha, per ogni 1 < j < N, che
A(F:
[ D do— [ (5 1) v dos
4 Oz DA

e dunque (ricordando che E;V:l fi(x) = 1 per ogni x € A) troviamo

of

N N
o T /Aaii (f;fj)d“;[‘ai ( 5i)ax
jil/fmfj f vi dop—1 _/6A(§fj) f vi dop—1

/fz/idan,l. |
OA

Come applicazione del Teorema della divergenza discutiamo brevemente I’integrazione in coordi-
nate polari in R". Useremo le seguenti notazioni:

Dl p:={zeR": r<|z| <R}, Bl :={zx eR":|z| <r},
St li={z eR":|z| =1}, (4.194)
dove 0 <7 < R e, come al solito, |-| denota la norma euclidea. Supponiamo ora che f sia una funzione

integrabile su D}, allora la funzione (p,y) € [r,R] x S"~' — f(py) & integrabile su [r, R] x S" " e
si ha

/D:};Rf@) dr = /Tanfl( S"ilf(py) danfl) dp . (4.195)

Dimostrazione (di (4.195) nel caso in cui f € C*(D}'g)) Per ogni p > 0, facendo il cambio di
variabile = py, si ha che

| s@do=p [ son)ay. (4.196)

1

e derivando rispetto a p si ha

gp (/Bgf(m) d;c)

n
1 Bl

np”’l/an(py) dy + p"/ (V) (py) -y dy

p"’l/B? (n floy) dy +py- (Vf)(py))dy , (4.197)

e la quantita nell’ultimo integrale non & altro che la divergenza della funzione vettoriale y — yf(py).
Dunque da (4.197) e dal Teorema della divergenza segue che®

a% (/an(“) dx) = pn_I/BnV' (y f(Py)) dy = P"fl/snflf(py) don 1 (4.198)

ed integrando tale relazione tra r e R si ottiene®® (4.195). i

Prendendo f:=1, (4.195) fornisce la relazione tra la misura n—dimensionale della sfera unitaria con
la misura (n — 1)-dimensionale della superficie sferica S™*:

nm(BY) =o,_1(S"") . (4.199)

94Gi noti che la normale esterna a S™~! nel punto y coincide con y.

95Naturalmente: /B" f(x)dx — /an(w)dx = /,, f(x)dx.
R 7

DR.r



156 Analisi in R™ — versione preliminare

Denotiamo, ora, con €2, il volume della sfera euclidea in R™ ossia Q,, := m(B7"). Applicando la (4.195)

a f(z) = e~ 1*1” con r = 0 e R arbitrario e mandando R ad infinito, ricordando (4.169), si trova

o) oo
T2 :/ e 12 gp = nQn/ p"_le_p2 dp = nQn/ t2 et dt = sl F(E%
[ 0 2 ), 2 3

dove T'(2) == [[t*~! e~"dt & la ‘funzione I' di Eulero’ (si veda C.9), da cui

n
272

=2 T(n/2)

(4.200)

Esercizi
Esercizio 4.39 (i) Siano v e w due vettori in R® indipendenti. Si dimostri che esiste U € SO(3)
tale che U(v x w) = Ae® con A > 0.

(ii) Si dimostri che Uv,Uw € Te(1) e(2)
Sia Uv = (7,0), Uw = (@,0) con 7,w € R%. Definiamo P’area del parallelogramma P := {a1v + asw
con a; € [0,1]} come la misura (bidimensionale) di II(9, @).

(iii)* Si dimostri che la definizione in (ii) non dipende dalla particolare scelta di U (che non & unica).

(iv) Si dimostri che |v X w| coincide con 'area del parallelogramma P.

Esercizio 4.40 Si dimostri che Or (vP, v v®)) & una classe di equivalenza nell'insieme delle
triple ordinate di vettori indipendenti in R®.

Esercizio 4.41 Dimostrare che se (vV, v @) e Or (e, e, e®) allora
@M %@ >0, (4.201)
Ora si mediti sulla ‘regola della mano destra’.

Esercizio 4.42 (Versori normali in R?) Sia & = ¢(U) un elemento di 2-superficie in R*. Dalle

proprieta del prodotto vettoriale deriva che il vettore n = a{% X (,;97“02 ¢ ortogonale ai vettori tangenti
aaTi e ;—;’;, e, poiché tali vettori formano una base per lo spazio tangente a & in ¢(u), segue che il
vettore n & ortogonale all’intero spazio T'%, (). Il vettore unitario (‘versore’)

1% Do

. Ou Oug
V= 5 e (4.202)

Ouq dug

verra chiamato la normale ‘positiva’ a ¥ in z = ¢(u) e verifica

=1, v1T%w g—:ﬁ, 57102) € Or (e e® ). (4.203)

La parola ‘positiva’ si riferisce all’'ultima proprieta in (4.203).

Esercizio 4.43" Sia & la porzione cilindrica in R® data da {(z,9,2) €ER*: 0 <z < 1,22 +¢*> =1,
e y > 0}. Si dimostri che per ogni M > 0 (comunque grande) e per ogni § > 0 (comunque piccolo)
esistono N triangoli con interni a due a due disgiunti e con vertici su & tali che la somma delle loro
aree supera M.

Esercizio 4.44 Calcolare I’area superficiale dell’ellissoide di rotazione

() ()

dove R # r sono due numeri positivi.

+ (%)2 =1 (4.204)

Esercizio 4.45 Si calcoli I'area della superficie del toro T? ottenuto ruotando una circonferenza di
raggio r attorno ad un asse a distanza R > r dal centro della circonferenza.
Si noti che 72 ammette la parametrizzazione:

T? = {z = (R+rcost)cosf, y= (R+rcost)senf, z=rsent,con 0 <t60 <2r}.
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Esercizio 4.46 Sia A := R*\{0} e sia w' una 1-forma chiusa su A. Dimostrare che se I' & un

. P 1 N .
cerchio centrato nell’origine e se [ w' = 0 allora w' & esatta in A.
T

Esercizio 4.47 Sia T il triangolo in R? con vertici in (0,0), (0,1) e (2,0) e sia w = senh(x 4 vy)dx +

/
oT+

sia direttamente che usando la formula di Green.

Esercizio 4.48 Sia w' = W definita su A = {(z,y) € R : 2 +y # 0}.

(i) Dire se w' & esatta su A ed in caso affermativo, calcolare la primitiva U(z,y) tale che U(0,¢e) =
U(0,—e) = 1. (ii) Calcolare /wl dove T' == {(z,9) = e(cos'®¢,sen'®t) : 0 < t < 7/2} orientata

r
nel verso che va da (e, 0) a (0, e).

Esercizio 4.49 Sia w' = ydz + zdy; sia T1 C R? il segmento orientato che va da (2,0) a (1,1) e
sia 'z 1’arco orientato della circonferenza unitaria di centro (1,0) che va da (2,0) a (1,1). Si calcoli
fl,,wl. Si trovi poi una funzione f tale che df = w’.

[Risposta: f = zy.]

Esercizio 4.50 Sia A = R*\{0} e
dy — yd
Wl = rey —yar (4.205)
x2 + y2
cosicche w' € C*®(A). Sia T' la circonferenza di raggio R centrata nell’origine orientata in senso
antiorario e si calcoli frwl

[Risposta: 27.]

Esercizio 4.51 Far vedere che w = zdy + ydx & esatta in R? e verificare direttamente che w =
ry

Jpo, w fr w, dove I'y & il segmento di estremi (0,0) e (1,1); I'z & la poligonale di vertici (in ordlne)

(0,0), (1, 0) (1,1); I'g & Parco di circonferenza di raggio unitario, centro (0, 1), estremi (0,0) e (1, 1)

e lunghezza 7 [e in tutti e tre e casi 'orientamento ¢ quello corrispondente al verso che va da (0, 0)

a (1,1)].

Esercizio 4.52 (i) Si dimostri che la forma w' definita in (4.111) & chiusa su R*\{0} e che vale
(4.112). (ii) Si dimostri che w' & esatta su un qualunque dominio della forma R*\P con P una
qualunque semiretta chiusa con estremo nell’origine.

Esercizio 4.53 Si calcoli il flusso esterno di F(z) = = (x € R®) attraverso la calotta sferica &
{z € R’ : |z| = 1e a3 > i} dove l'orientamento & quello indotto da ¢(u) = (u, /1 — [u[?), u =
(u1,u2).
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Appendice A

Serie

A.1 Serie di funzioni

Naturalmente tutte le definizioni e affermazioni fatte per successioni di funzioni nel Com-
plemento 1.1 valgono anche per serie di funzioni, intendendo, come va fatto, una serie come

successione delle sue somme parziali. Per esempio, data una famiglia di funzioni u; : £ C R" —
(oo}

R™, j € N, la serie di funzioni Zuj(x) converge uniformemente (o puntualmente)
j=1

k
su E, se la successione delle somme parziali fi(z) = E uj(x), converge uniformemente (o
Jj=1

puntualmente) su E.

Vi ¢, pero, nel caso di serie, una nozione utile in piu:

Definizione A.1 Una serie di funzioni ) u;, u; : E C R™ — R™ converge totalmente
su E se converge la serie numerica a termini positivi

> sup [u;(w)] - (A1)

| TEE

La convergenza totale ¢ (strettamente) piu forte della convergenza uniforme: se k > h

k h k k k
S ui@) =D w@| =] Y w@| < Y @l Y suplu@)],
j=1 j=1 i=h41 j=h+1 j=ht+17€E
k k
e, dunque, se Z sup |u;| & di Cauchy, allora Zuj ¢ uniformemente di Cauchy su E.
j=1 j=1

(=)
k

[0,1] ma non vi converge totalmente. Infatti, chiaramente la serie converge puntualmente su
[0,1], ed inoltre, per ogni = € [0,1], si ha!

Il viceversa, in generale, & falso. Per esempio, la serie E converge uniformemente su

* (—x)f k k+1 k42 k43
\;k(f\ = (T ) G )

= (%_ki1)+(ki2_ki3)+m

_ e Y
- ( ]‘) “~ ] ’

) L
1La disuguaglianza segue dal fatto che le funzioni z € [0,1] — (’]—J — ”"],le

) sono positive e crescenti in [0, 1].

159
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da cui segue facilmente la convergenza uniforme della serie. D’altra parte,

—z)k 1
Zsup ( k) ‘:ZE:—‘FOO.

[0,1]
oo
Esempio A.2 (i) La funzione di Riemann ((z) = Z — converge puntualmente per z €
n
n=1

(1,+00) (come noto?); converge totalmente (e quindi uniformemente) su [a, +0c0) per ogni
a > 1, essendo Zsupn*m < Znﬂl < +o00. Dunque ¢(x) & una funzione continua su
r>a
(1,400). Ma non converge uniformemente su (1,+00) (per z = 1, la serie diverge).
1
(ii) La serie Z - senkx converge totalmente su R e quindi definisce una funzione continua

su R (e periodica di periodo 27).

Sviluppi in serie delle funzioni elementari

Dimostriamo, ora, gli sviluppi (puntuali) in serie delle principali funzioni elementari lasciando
ai lettori l'interessante esercizio di determinare dove le convergenze sono uniformi®. Nelle
seguenti identita x € R (o, pil in generale, x € C).

™ = (n—1-m+k\ ,
- = N,n>1 1;
i—ar I;ﬂ( I )x, n,me€N,n>1 ]z <1;
(A.2)
o© _k
e x
e’ = Z o Vx;
k=0
(A.3)
log(1+x) = (~1)**1=-, o] <1
k=1
(A4)
1+ 2k
1Og<1—:c>2kzozk+1’ [l < 1
(A.5)
(1+17)QZZ<Z> a*, a€R\Z, |z| < 1;
k=0
(A.6)
i Lz
senx = (-1 —+, YV
pors (2k + 1)!
(A7)
oo . 22k
cosx:Z(—l) oIk Voa;
k=0
(A.8)
=101 .
Arcsenx = kz: @O 21 x , lz] < 1;
=0
(A.9)

2gi veda, per esempio, [C2019].
3Es 1.44.
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s i(%—nu L ok

A = — — 1:
recosz = o GO 2kt , lz] < 1;
(A.10)
s p2k—1
Arctanz = —Z(—l)ka — lz] < 1;
k=1
(A.11)
o 2k+1
senhx = % , Va;
k=0 (2 +1)!
(A.12)
.2k
coshx = Z ok Vo
k=0
(A.13)
R g (2k — DIt g2kt '
Arcsenhm—g(—l) Wm, ‘x| < 17
(A.14)
0 2k+1
Arctanhx—kgom, lz] < 1;
(A.15)

dove per a numero reale non intero (e k intero non negativo)

B+ ()=

<a> _oala=1)-(a—k+1) (A.16)

e per k > 2,

k k! '

il doppio fattoriale n!! (per n intero) ¢ definito come

on=1, M=1, epern>2 nll:=n(n-—2); (A.17)

si noti la scelta del ‘ramo principale’ per le funzioni circolari e iperboliche inverse®.

Dimostrazione La (A.2) si ottiene facilmente dalla serie geometrica.
La (A.3) ¢ ben nota®.
La (A.4) si ottiene dalla relazione

x

dt
g1
A og(1+ )

espandendo in serie (1 +¢)~! ed usando il® Teorema 1.59.

La (A.5) si ottiene dalla relazione precedente osservando che log (H‘”) = log(1+x)—log(1—

-
La (A.6) si ottiene calcolando la serie di Taylor ed usando il usare il criterio del rapporto per

serie”.

4 Arcsen0 = 0, Arccos0 = /2, Arctan 0 = 0, Arcsenh 0 = 0, Arctanh 0 = 0.
5Cfr., per esempio, Teorema 5.3 in [C2019)].

oo
b1+t = Z(—l)ktk e la convergenza & uniforme in ogni insieme [—a, a] con 0 < a < 1.
k=0

An 41

, tale limite

"Dal criterio del rapporto per serie numeriche si ottiene immediatamente che: Se esiste il lim
n— oo

coincide con 1/R dove R ¢ il raggio di convergenza della serie di potenze ), ., an(x — x0)".
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Le (A.7) e (A.8) valgono per definizione.
La (A.9) si ottiene dalla relazione

Arcsenx :/ (1- tQ)*% dt,
0
usando la (A.6).

a (A.10) si ottiene dalla (A.9) osservando che Arccosz = 5 — Arcsenz.
a (A.11) si ottiene dalla relazione

Arctanx:/ (1+t2)_% dt,
0

usando la (A.6).
e (A.12) e (A.13) derivano dalla serie esponenziale (A.2); le (A.13) e (A.14) seguono (ana-
logamente al caso delle funzioni circolari inverse), rispettivamente, dalle identita

Arcsenhz = / (1+t%)72 dt, Arctanx = / (1- t2)_% dae. 1 (A.18)
0 0

Le espansioni in serie delle funzioni tan z, cotan z, tanh x, cotanh z sono date in termini dei
cosiddetti numeri di Bernoulli. Per definizione i numeri di Bernoulli B,, (n > 0) sono i
coefficienti dello sviluppo attorno a z = 0 della funzione _z*5 moltiplicati per n!:

T > z"
o= > B (A.19)
n=0 '

Valgono allora le seguenti identita per |z| sufficientemente piccolo®:

o0
22k 22k -1 B
tanx = Z(@k)') |Boy| z2F71, (A.20)
k=1 )
1 o2 2k—1
cotanz = P Z @ | By | ) (A.21)
k=1
— 22F(22F — 1
tanhz = Z ((Qk)') Boy, xF71, (A.22)
k=1 ’
1 o 2 2k—1
cotanhz = . +Z k). B, "0 (A.23)
k=1

Per la dimostrazione si vedano gli Es 1.53 e 1.54.

Un’altra funzione elementare trascendente che compare spesso nelle applicazioni ¢ la cosid-

detta funzione di errore
erf(z) = / (A.24)
f

L’espansione in serie di tale funzione si ottiene immediatamente calcolando la serie esponen-
ziale con x = t? e integrando da 0 a x:

) o x2k:+1
erf(z 72:: ! 1’ V. (A.25)

8La determinazione esatta dei domini su cui valgono le (A.20)=+(A.23) non ¢ immediata: si pud dimostrare che le
(A.20) e (A.22) valgono per 22 < 72/4 mentre (A.21) e (A.23) valgono per z2 < 72.
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A.2 Serie di potenze

Serie di potenze

: o ) n R o
Si consideri la ‘serie di potenze’ }, - an(z —20)" dove z & una variabile reale e z¢ e a,, sono

. . . R . . N
numeri reali dati. Il problema & studiare la convergenza della successione » " an(x — x)"
per N — oo per valori di z in un intorno di xg.

n

Teorema A.3 Sia’ R := (limsup |an|%)_1 . La serie Y an(x—xo)"™ converge assolutamente

se |z — xg| < R e non converge se |x — xg| > R.

Dimostrazione Si ha:
. 1 . 1 1
limsup(|ay ||z — 2o|™)™ = |z — zo| limsup |a, | = |z — m0|§

e il teorema segue dal criterio della radice per serie numeriche'°. 1

Definizione A.4 Il valore R =: p(f) € [0,00] definito nel Teorema A.3 prende il nome di
raggio di convergenza della serie di potenze f = a,(x — z)".

Esempio A.5 E immediato verificare che!l

(1) p(i%):oo, (2) p(in"z"):(}, (3) p(inaz")zl
n=1 n—1

e, nel caso (3), per a = 0 la serie non converge per || = 1, per o < —1 la serie converge per
ogni x| =1, e per —1 < « < 0 la serie diverge per = 1 e converge per z = —1 (criterio di
Leibnitz). Quindi, la convergenza per |x — x| uguale al raggio di convergenza va discussa di
volta in volta.

Osservazione A.6 Per ogni r < p(f) la serie > a,(x — 29)™ converge totalmente per |z —
xo| <.

Ricordando che la convergenza totale implica quella uniforme, applichiamo la Proposizio-
ne 1.61 e consideriamo le serie ottenute derivando termine a termine la serie f:

i = Z an((z — JUO)H)/ = Z ant1(n+1)(z —20)",
n=0

n=0

fo = ) an((@—a)")®
n=0

= Y awm+R)(n+k—1)- (n+1) @ - a0)"

n=0

_ anMW(x —m)",  (k>2). (A.26)

n=0

9 Adottiamo qui la convenzione che R = 0 se il limite superiore ¢ +00 ed R = +oo se il limite superiore ¢ 0.
oo oo

1 .
105 ricorda il criterio della radice per serie numeriche E ap: se limsup |a,| ™ < 1 allora la serie E a, converge

ne=0 n— 0o =

oo

1
assolutamente; se lim sup |a,,|n > 1 allora g a, non converge.
n— oo

11Qui zo = 0.

n=0
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Poiché limsup,, . (n + k)= = 1 per ogni h, si vede immediatamente che p(f) = p(f) per
ogni k£ > 1. Analogamente se consideriamo le serie ottenute integrando termine a termine la
serie f:

Zan/ (t —xp)" :i

{E—I'O s
- Ap—k
= _ n >9. .
. ;n(n,l)...(n,kﬂ)w )", k22 (A.27)

si vede subito che p(Fy) = p(f) per ogni k > 1. Quindi dalle Proposizioni 1.61 e 1.59 e
dall’Osservazione A.6 segue immediatamente il seguente risultato.

Teorema A.7 Sia f =) an(x —x0)" e siano fi e Fy le serie di potenze definite in (A.26)
e (A.27). Se R ¢ il raggio di convergenza della serie f, si ha p(fr) = R = p(Fy) (per ogni
k> 1) ed inoltre f & una funzione C*°({z : |v — x| < R}) e valgono le relazioni

f® = fi (k>1),
/f dt F1 ) /Fk 1( )dt:Fk(Z‘) ,(k‘ZQ)

Come applicazione consideriamo il seguente

Esempio A.8 Sappiamo che la serie geometrica di ragione = con |x| < 1 ha somma (1 —2)~!

cioe -
> an= (A.28)
n=0
Derivando k volte la funzione (1 — z)~! si ottiene
dv 1 k!
— = . A.29
dek 11—z (1 —xz)kt? ( )
Dunque, da (A.26), da (A.29) e dal Teorema A.7 otteniamo la relazione
k! = (n+k)!

— r)k+1
(1 x) n=0

ossia

= (M) 3y

n=0

che dunque rappresenta ’espansione in serie della funzione (1 — m)’(’”l).

Osservazione A.9 (i) Sia f(x) = > -, an(r — 20)" una serie di potenze con raggio di
convergenza R > 0. Dal Teorema A.7 sappiamo che f € C®({x : |z — 9| < R}) e calcolando
la k—esima derivata in x = x¢ otteniamo

f(n) ()

f(k) (zo) = ay k!, cioe an =
n!

(n>0). (A.32)
(ii) Se f =Y an(x —xo)" e g = Y bp(x — x0)™ sono due serie di potenze convergenti per
|t — 20| < rese f(x) = g(z) per ogni |z — 29| < r, chiaramente £ (2¢) = g™ (xq) per
ogni n > 0. Quindi da (A.32) segue che a,, = b, per ogni n > 0. Riassumendo: due serie di
potenze hanno la stessa somma nell’intorno di un punto se e solo se hanno tutti i coefficienti
coincidenti.
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La convergenza di una serie di potenze si caratterizza facilmente in termini del tasso di crescita
dei suoi coefficienti:

Teorema A.10 Se la serie di potenze Y an(x — x)™ ha raggio di convergenza R positivo
allora, per ogni v < R esiste M > 0 tale che

lan) < M r~™, Vn>0. (A.33)

Viceversa se vale (A.33), allora la serie di potenze Y a,(x — z9)™ ha raggio di convergenza
R>r.

Dimostrazione Assumiamo che > a,(x — x¢)™ abbia raggio di convergenza R > 0. Dalla

definizione di R (e dalla definizione di estremo superiore) segue che per ogni r < R esiste
N > 0 tale che se n > N allora |a,|= < r~! ossia |a,| < r~™. Quindi (A.33) vale se scegliamo

My = omax, lan|r™, e M = max{M,y, 1}. (A.34)

Assumiamo ora che valga (A.33) ossia (prendendo la radice n—esima) |a,|= < M#r~1. Pren-
dendo il limite superiore per n che tende ad oo di tale relazione otteniamo immediatamente
che R=! < r~1 ossia che il raggio di convergenza R di Y a,(z — zo)" verifica R > r > 0.

n

Il ‘comportamento’ di una serie di potenze > an(z — x¢)™ attorno a zg & legato al primo

coefficiente non nullo.

Proposizione A.11 Siam >0, siau=7y_ -  an(x—1x9)" con a, # 0 una serie di potenze
con raggio di convergenza positivo. Per ognie > 0 esiste rg > 0 tale che, per ogni |x—xo| < ro,

(1 —&)|aml||lz — zo]™ < | Z an(x —xo)”| < (1+¢)|aml||x — zo|™ . (A.35)

n>m

Dimostrazione Poniamo y := & — xg. Per il Teorema A.10 esistono M, r tali che (A.33) vale.
Allora, per ogni |y| < r, si ha

| Z anyniamym| < Z ‘an”y‘n <M Z <|y|>

n>m n=m+1 n=m-+1

M |yl
= lag|lyl™ . A.
lam| |yl (|am|rmr_‘y|) (A.36)

N

Se ora imponiamo che |y| sia cosi piccolo che la quantitd in parentesi nell’ultima riga di
(A.36) sia minore o uguale ad ¢ otteniamo l’asserto. E immediato verificare che cio si ottiene
richiedendo che |y| < rg con

1
er™ta,,| i

e lam| A
M+ e ap] (A-37)

To ‘=

A.3 Serie di Fourier

Polinomi trigonometrici

Una funzione f di variabile reale si dice periodica di periodo T > 0 se f(z 4+ T) = f(x)
per ogni z € R. Se f & una funzione periodica di periodo T, la funzione f definita da f( )=

f (m%) ¢ periodica di periodo 27; pertanto consideremo solo funzioni di periodo'? 2.

Definizione A.12 C?2,. = {f € CP(R): f(x+27) = f(x), Va€R}.

per

12per le formule relative al caso generale si veda A.11.
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Esempi naturali di funzioni Cgg, (o meglio Cg’er) sono le costanti, sen x, cos x, sen 2z, cos 2x,...
e loro combinazioni lineari:

N
a0 + Z a, cosnx + b, sennx , Gn, by €R; (A.38)

sny(x) = 5

n=1

(il ruolo, del tutto formale, del fattore 1/2 davanti alla costante ag apparird chiaro in seguito).
Una tale espressione si chiama polinomio trigonometrico (reale) di grado N. Una classe assai
piu vasta di funzioni periodiche si ottiene considerando limiti, per N che tende ad infinito, di
polinomi trigonometrici:

Proposizione A.13 Siano {an}n>0,{bn}n>1 due successioni di numeri reali tali che

oo

Z lan| + |bn]) PP < c0. (A.39)

Allora, sy(x) (definito in (A.38)) converge, per N che tende ad infinito, uniformemente su
R ad una funzione f € C},,

Il limite di polinomi trigonometrici ossia un’espressione della forma
a o0
70 + ;(an cos nx + b, sennx) (A.40)

prende il nome di serie di Fourier; dunque il risultato appena esposto puo essere riformulato
dicendo: ‘se i numeri a,, e b, soddisfano (A.39) allora la serie di Fourier (A.40) ad essi associata
converge uniformemente su R e definisce una funzione di classe Cf,, .

Dimostrazione (della Proposizione A.13) Grazie a (A.39), per ogni 0 < k < p, la serie
delle derivate Zu%k), con ug = ag/2 e (per n > 1) u, = apcosnx + b, sennx, converge
totalmente in R e la Proposizione 1.61 implica che ) u,, converge ad una funzione f € C?(R).
La periodicita di f deriva dalla periodicita di sy:

flx+27m) = ]\}EnoosN(x—i—Zw) = A}gnoosN(x) =f). 1

L’ipotesi (A.39) implica, in particolare, che max{|ay,|, |bn|} < M /nP.

Piu interessante e la questione inversa: data una funzione f € C! trovare una successione

di polinomi trigonometrici che converga ad f.

per’

Prima di analizzare tale questione, si noti che cosnx e sennx sono, rispettivamente, la parte
reale ed immaginaria di e’™*: questa osservazione suggerisce una riscrittura pilt compatta, in
forma complessa, dei polinomi trigonometrici (A.38). Ponendo

=%, =0y, (A.41)

ed osservando che la ‘trasformazione inversa’ di tale relazione (ossia la relazione che da gli a,
e b, in termini dei cy,) € data da

ag=2cy, epern>1, a,=c,+c_,, b,=ric,—ic_,, (A.42)
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si ha che®3
N
Z cn €M = ¢o+ Z(cn + c_p) cosnx + (ic, — ic_p) sennz
nez n=1
[n|<N
a N
= 24 Z ap, cosnT + by sennx = sy(x). (A.44)
2 n=1

Osservazione A.14 (i) Nel caso che stiamo considerando a,, e b,, sono numeri reali e quindi
C_n = Cp, (dove, come al solito al barra denota ‘complesso coniugato’). Naturalmente avrebbe
senso considerare il caso (apparentemente pilt generale) in cui a,, e b, sono numeri complessi,
nel qual caso i polinomi trigonometrici sy (x) sarebbero delle funzioni complesse di variabile
reale. In questo capitolo considereremo polinomi trigonometrici e serie di Fourier reali anche se
useremo spesso la notazione complessa che presenta dei vantaggi dal punto di vista algebrico

(ii) Si noti che per ogni coppia di numeri reali a e 3 si ha'?

Va2 + B2 < |a|+168] £ V2 Va2 +p2. (A.45)

Si noti anche che, se a,, b, e ¢, sono legati da (A.41) (e by := 0), si ha

1
el = le_n| = = Va2 + b2, Vn>0. A .46
2 n n

Dunque (se ay, b, e ¢, sono legati da (A.41)) la condizione (A.39) ¢ equivalente a
S Jeal Inf? < 50, (A.47)
neZ

e la Proposizione A.13 puo essere riformulata come segue

s€Cn=C_pn ey czlenllnlP < ooallora f(x) =3, ., cne™ € CE,.

Coefficienti di Fourier

Sia f(z) = Y, cz cn€™” una serie di Fourier con ) |e,| < 0o [cosicché f € Cpel. E possibile
calcolare i numeri ¢, (o, equivalentemente, i numeri a, e b,) dalla sola conoscenza della
funzione f(z)? La risposta (affermativa) & contenuta nella seguente

Proposizione A.15 Siano c,, per n € Z, numeri complessi tali che > len| < oo e sia

; nez
f(x) =3, czcne™. Allora
1 2 )
Cn = oo | (x)e™"*dzx . (A.48)
Dalle relazioni (A.41) ne consegue che i numeri a,, e b, sono dati da
1 /" 1 /7
an==1{ f(x)cosnz dx (n>0), b,==[ f(z)sennxdx (n>1). (A.49)
). T
135e Zn, Per n € Z, sono numeri complessi, i simboli
N N
Z Zn s Z Zn s Z Zn (A.43)
nez n=—N °~

In|<N

denotano, per N intero positivo, la somma z2_n + z_N4+1 + -+ + 2znv—1 + zn; naturalmente il simbolo ZnM=7N Zn O

(qualora non vi sia ambiguita) ZJYN Zn, denoterd la somma z_ N + z_N41 + -+ 2m—1 + 2z 1 simbolo Zn,

nez
> oo Zn 0 2% zn denotano il limite, qualora esista, limy oo 25:71\7 Zn.

141, prima disuguaglianza si verifica elevando al quadrato e la seconda deriva dalla disuguaglianza di Cauchy
(1.13) con y; = 1.
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Dimostrazione (della Proposizione A.15) Dalla Proposizione 1.59 segue che!®

1 2m 2m
f( ) —inxdm = — lim zmwe—in$dx
27T 27‘(’ N—oo Jy
|m\<N
2m
= — lim E cm Mg — ¢, |
2T N—oo
Im|<N

Motivati da questa discussione (e cambiando punto di vista!) diamo la seguente

Definizione A.16 Sia f una funzione periodica di periodo 27 ed integrabile su [0,2w]. Si
chiamano coefficienti di Fourier di f i numeri complessi

1

— f(z)e ™ da VnelZ (A.50)
2T 0

fn =
Osservazione A.17 (i) Anche i numeri a,, e b, definiti in (A.49) (per f una funzione perio-

dica di periodo 27 ed integrabile su [0, 27]) vengono, a volte, chiamati coefficienti di Fourier
di f (o coefficienti ‘reali’ di Fourier di f).

(ii) Naturalmente il ruolo dell’intervallo [0, 2] puo esser giocato da un qualunque intervallo
lungo 27 poiché la conoscenza di f su di un qualunque intervallo lungo quanto il suo periodo
permettere di ricostruire f su tutto R. Per esempio si ha: se f(z) ¢ una funzione periodica
ed integrabile su [0,2x] allora I'integrale su un qualunque intervallo lungo 2w coincide con

b+2k b

lintegrale tra 0 e 2m. Infatti, per ogni a < b e per ogni k € Z, f+2k: x)dxr = fa ft)de (si
ponga t = z 4 2kn), dunque, per ogni xo,

xo+27m 27 xo+2m
[ @ fys+ [ f@)s
2

o xXo ™

2m x0 2
f(x)dx—F/ fl@)dx = f(x)dx
o 0 0

In particolare, se f & periodica ed integrabile su [0,27] tale & f(x)e~* e dunque il calcolo
dei coefficienti di Fourier di f puo essere fatto sostituendo [0, 27| con un qualunque intervallo
lungo 27. Per esempio, ¢, a volte, utile usare la formula

fn = 5| f()_”””da;. (A.51)

Alcune proprieta dei coefficienti di Fourier sono contenute nella seguente

Proposizione A.18 Sia f : R — R una funzione periodica di periodo 2w a quadrato somma-
bile (ossia, con |f|* integrabile) su [0,27]. Allora
2m

0 1l <y [ @l ¢ne2);

(i) fo= ffn, (Vne Z)

L1 Lo e e

@ 5] o= 3 e =5 | W@Pd = 3 I
In|<N In|<N

v fz o b 27r 27,

(iv) n}g:\fnl <o / 7(a) P

15 (i) Qui stiamo usando la versione della Proposizione 1.59 per funzioni complesse di variabile reali: (ii) Si ricordi

27
anche che / e dz & nullo se 0 # k € Z ed & uguale a 27 se k = 0. (iii) Qui ed in seguito espressioni quali
o

g Zm sono abbreviazioni per E Zm.-

[m|<N mez
|m|<N
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™) lm_[fu] =0

?’L—)OO

(vi) (f(k)) (Zn) fna (per f € C, per7 VO<k<p, Vn)

1 27
(vii)  se f € CP,,, allora: Z |ful? |n|?* < %/0 |f®) (2)|Pde, VO<k<p,Vn.

nez

Dimostrazione (della Proposizione A.18)
La (i) & conseguenza immediata di (4.26) e del fatto che |ei"®| = 1.
La (ii) & conseguenza immediata delle definizioni date.

(iii): Espandendo l'integrando si trovano, oltre 5= fOQW )|2dx, i seguenti due termini'®
1 27 . . — .
o Z fne™ dx = ( Z f e )( Z ,ﬁe*“m) dx
T <N In|<N |m|<N

1
— % Z fn 77€/ z(n m)x dr

17

% 02”2Re (f(x) Z fnei"ﬂc>dx = 2Re< Z f";T/O%f(x)emzdx)

[n|<N [n|<N
= 2Re< Z fnffn) =2 Z ‘fn|2
In|<N In|<N

Mettendo assieme tali termini si ottiene I'asserto.

(iv): La relazione in (iii) mostra, tra laltro, che } ., -y | fnl? < 5 02W|f(x)\2da: per ogni N
e prendendo il limite per N — oo si ottiene la (iv).

La (v) ¢ implicata dalla convergenza della serie in (iv).

(vi): Si noti che se f € C},, allora'® f" € Cper. Dunque

— 1 27 1

(Foi= 57| F'@de =5[]

2m 1
(f(2m) — f(0)) =0,

0.271'

che & la (vi) per k = 1 e n = 0; poiché tale relazione pud essere iterata, la (vi) & vera per
n =0 e per ogni k < p. Sia ora n # 0. Essendo f € C!_., integrando per parti si ottiene:

R 1 2m

foo= 2 weia = L I L

per>’
I
— d
2m Jy ) *

— i [M} o + lb /0 f’(x)efm‘rdx = i(/f/\)n,

21 —in 0 2min

—7/77/2

che ¢ la (vi) per k = 1 e n # 0. Iterando tale relazione si ottiene I’asserto.
(vii): Applicando la (iv) a f(®) (che per le ipotesi ¢ integrabile) ed usando la (vi) si ottiene la
relazione (vii).

16i ricordi che, se z € w sono numeri complessi, allora |z + w|? = (z + w)(z + @) = |z|? + |w|? + 2 Re (zw); si usi
il punto (ii) della nota 15.
173i usi il punto (ii) e si osservi anche che se u : [0,27] — C & integrabile allora fozw Reu(z)dz = Re ff“u(m)dm
2 h) — 2 h) —
18 /0y 4 27) = lim fat2mt+h) - f@t+em) . fleth) - f@) P,
h—0 h h—0 h
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Osservazione A.19 (i) La relazione in (iv) viene, a volte, chiamata la disuguaglianza di
Bessel.

(ii) T vari asserti della Proposizione A.18 possono essere letti in termini dei coefficienti di

Fourier ‘reali’ a, e b, (A.49) facendo uso delle relazioni (A.41) o (A.42) con ¢, = f,. Per

esempio, se denotiamo con a't”) e b i coefficienti ‘reali’ di Fourier di f*), la (vi) diventa

(fl)g n*a,, se k ¢ pari,
o =
—1
(=1)"= n*b,, se k& dispari,
(71)g n*b,, se k ¢ pari,
bk = (A.52)

(=1) = nFa,, sek & dispari.

(iii) Dal punto (vii) segue che se f € CP | ful2In |2 < = O2W\f(p)(x)|2dm per ogni n € Z

er?

e quindi (maggiorando I'integrando con supg |f® (z)|?> e prendendo la radice quadrata) si
ottiene
i< My (»)
fech, = |fal< P (VneZ), conM,:=sup|f? (). (A.53)
R

(iv) Se f ¢ integrabile su [0,2n] allora f, — 0 quando n — oo (‘Lemma di Riemann-
Lebesgue'?”). Infatti, sia f,(z) definita come f(z) per z € [0,2r — ¢) e 0 altrimenti. Tale
funzione fj, & chiaramente a quadrato sommabile (essendo limitata) ed inoltre dalla definizione
di integrale di Riemann segue che f027r|f — fx| = 0 per k — oo. Dato ¢ > 0 sia k tale che
£27r| f — fx| < /2. Essendo f;, a quadrato sommabile, dalla Proposizione A.18, punto (v)
segue che esiste N tale che per ogni n € Z con |n| > N si ha |fr.| < /2. Allora, per

27
ogni |n| > N si ha: |f,| < |fn — fknl + |fkn| = ‘/0 (f(x) = fe(x))e ™ dx| + \fkn| <

2m
. e €
/ If(z) — ful@)|lde + | frn] < 5 + 3 =¢ Dall’arbitrarieta di ¢ segue asserto. 1l
0
(v) Discutiamo un po’pil in dettaglio la relazione fondamentale che ¢’¢ tra regolarita di una
funzione periodica ed il decadimento (per |n| — o) dei suoi coefficienti di Fourier. Il punto
(vii) della Proposizione A.18 ¢ un parziale ‘viceversa’ della Proposizione A.13. Infatti, come

gid osservato nell’Osservazione A.14 punto (ii), la Proposizione A.13 & equivalente a:
S€ G =Cn €Y,z len||nP < oo allora f(z) =3, ., cne™ € CE,.

Mentre il punto (vii) implica

se f € Ch,, allora ), | Ful2 || < o0;

ma quest’ultima condizione ¢ pii1 debole della condizione ), - | falln|? < co. Quindi queste
relazioni non ci permettono di caratterizzare esattamente le funzioni C%,, (con p < oo) in
termini del decadimento dei loro coefficienti di Fourier. Invece dalla discussione fatta segue

che

[ € Cge, se e solo se i coefficienti di Fourier | /| decadono pitt rapidamente (per |n| — o) di

ogni potenza inversa di*’ |n|.

Un’altra classe di funzioni che € possibile caratterizzare esattamente tramite una condizione
sul decadimento dei coefficienti di Fourier ¢ la classe Cfy, ossia le funzioni periodiche e reali
analitiche su R.

19Naturalmente una funzione f pud essere integrabile ma non a quadrato sommabile come, per esempio, 1/1/27 — x
su [0, 27].
200ssia: V p > 0 3 Cp > 0 tale che |f,| < Cpln| P V n # 0.



© L Chierchia — 2023 171

Proposizione A.20 f € C¥ se e solose feCl, e

per per

3C,0>0 taliche |[f,|<Ce™ " Vnez. (A.54)
Nel corso della dimostrazione faremo uso della seguente stima
Lemma A.21 Sia a > 0 e sia k un intero non negativo, allora
S 1
> e k< (1 + —)a*’“ k! (A.55)
@
j=0

Dimostrazione Se k = 0, poiché a < Z]oil al/j!, si ha

- 1 — a’\ 1 1

Ze 1—ea:1+e“—1:1+(2ﬁ> SIJFE’

7=0 j=1
che & (A.55) nel caso k = 0. Sia ora k > 1 e si consideri la funzione f(t) = e~ *** per
t > 0. Tale funzione & positiva per ¢ > 0, ha un unico massimo in t,. = k/«, & strettamente
crescente per 0 < t < ¢, e strettamente decrescente per t > t,. Sia N = [t,] ([-] = ‘parte

intera’) cosicché N < ¢, < N + 1. Allora, poiché miny<i<n41 f(t) = min{f(N), f(N + 1)},
f]\J,va(t)dt > min{f(N), f(N + 1)} e quindi

FO) 4 F(N+1) = min{f(V), F(N + 1)} + max{f(N), f(N + 1)}
N+1
< ft)+ / .

N

Dunque, essendo f crescente tra 0 e N e decrescente per ¢t > N + 1 si ha

N oo e’}
() < / CUD S (OFY (0T

J=N+2

e quindi?!
Soeri it = Y s < [ fwd+ finfe)
j=0 j=1 0

et (o) sma (1) 0

- Dal Teorema A.34 segue che V x €

Dimostrazione (della Proposizione A.20) Sia f € C
[0,27] 3 M,,,rs, > 0 tali che

P
sup  |fF)(2)] < My F K, Yk >0.
|37—l‘0|<1”z0

Gli intervalli I, di centro zo e lunghezza 2r;, formano un ricoprimento aperto dell’insieme
compatto [0,27] ed & dunque possibile trovare 0 < z; < -+ < zny < 2 tali che [0,27] C
Iz, U--- Ul . Definendo M = max;<;<n ij er =minj<j<nry; si ha allora

fBP @) <Mr*k  VYzeR,VEk>0. (A.56)

Dal punto (vi) della Proposizione A.18 e dalla (A.56) segue dunque, per n # 0, che

. 1 2m . p
_ @ ()e~ ™ dy| < — M r P pl < M A.
[l 27r|np‘/0 Fr)e = \ | rore (\n|r) (A.57)

21Si usi la stima k! > (k/e)* che si ottiene facilmente per induzione su k > 1 (ricordando che (1 + 1/k)* < e).
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Quindi, se |n| > 2/r, scegliendo p := [|n| r/2] si ha che

M(%)p < M2l < o i/ =1} — 9y {(rinllog2)/2) (A.58)
nir

Da (A.57) ed (A.58) segue (A.54) se poniamo:

= (rlog2)/2, C,:= fale?!™ ¢ = oM, C.}.
0= (rlog2)/2, Oglrg@/rlf le max{ }

Assumiamo ora che valga (A.54). Poiché > - In|Pe=?I"l < oo per ogni p > 0, dal punto (ii)
dell’Osservazione A.14 segue che f € CS3,. Il punto (vi) della Proposizione A.18, la (A.54) ed

per*
il Lemma A.21 implicano, per ogni = € [0,27] e per ogni intero k > 1,

FO@1 = |3 Jaln)em | <3 1l Inl*

nezZ nez
< C D e M =20)) e 4t
nez j=1
1
< o)1+ ) k. (A.59)
g
Inoltre, sempre da (A.54), segue che??
@ <Y <oy el o i o 20)(1+ 1) . (A.60)
= = l—ev = o

nez nezZ

Quindi |f®) ()| < Mr—* k! per ogni x € R e per ogni k > 0 se scegliamo r = o e
M = (2C)(1 + 1). Dal Teorema A.34 segue dunque asserto. i

Convergenza di serie di Fourier

Passiamo a rispondere alla domanda fatta all’inizio di questo capitolo che ora puo essere cosi
riformulata: sotto quali condizioni f (periodica) coincide con la sua serie di Fourier?
Cominciamo con un risultato preliminare che da condizioni sufficienti affinché il troncamento
di una serie di Fourier converga a f in un punto:

Lemma A.22 (Dini) Sia f : R — R periodica ed integrabile su [0,2r]. Fissato x € [0,27),
se il rapporto incrementale y — F(y) = (f(ac +y)— f(:v))/y & integrabile (come funzione di

y) in un intorno di*® y = 0 allora

Jim Y fre™ = f(x). (A-61)

In|<N

Osservazione A.23 Una ipotesi che implica la validita del ‘test di Dini’ (:= ‘integrabilita
del rapporto incrementale’) & che f sia derivabile in z. Infatti se f & derivabile in x esiste
d > 0 tale che |F(y) — f'(z)| < 1 per |y| < 6. Dunque

IFW)| < |F(y) = f'(@) + [ (@) <1+ |f'(2)] =M. (A.62)

Dunque per ogni 0 < p < 4§ si ha [

p<‘y|<6|F(y)|dy < 20M e quindi F & integrabile su [—§, d].

28e 6 =352,07/5, A+e 7)/(1—e )= (" +1)/(e” —1) = (240 +08)/(c+8) < (2+0)/0 <201+ 2).
23Pit precisamente: se F & integrabile su [—z, —z 4+ 27) N {0 < |y| < r} per r sufficientemente piccolo.
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Esempio A.24 Sia f la funzione di periodo 27 che vale 2 nell’intervallo [—m, 7). Si noti che
la funzione f e di classe C’ger, e derivabile in ogni z # 7w 4+ 2k7 ma non & C’éer. Calcolando i
coefficienti di Fourier di f [usando (A.51) ed osservando che ™™ = (—1)" per ogni n € Z] si

trova, per n # 0,

. 1 (7 A 1 —inTam 1 ™
fn = —/ 22e My = — {xze - } + — ze "™ dx
2m J_, 27 —mn -z min_,
1 (" . 1 iz 1 (" _
= - xe " dr = — {xe - ] —— | e dx
mn ), mnl —inl-x an? )
1 @ 2
— —inx —(=1)"=
n2 [:ve :|77r (=1) n2’
mentre )
A 1/, T
= de = — .
Jo 277/,7Tx o 3
Dunque dal Lemma A.22 segue che, per ogni —7 < = < T,
2 n 2 e n
_ .2 T (_1) inz _ T (_1)
flx)==z —3—&-22 — —3—5—42 3 cosna. (A.63)
n#0 n=1
nezZ

La serie in tale relazione converge totalmente e dunque, come nella Proposizione A.13, defi-
nisce una funzione Cpe,. Poiché, come gia osservato, anche la funzione f & di classe Cpe, si ha
che la relazione (A.63) vale sull'intervallo chiuso [—m,n] e calcolando tale relazione in z = 7

si perviene alla notevole identita

> = % (A.64)
n=1
fl@—y) — fz)

Dimostrazione (del Lemma A.22) Sia G(y) = . Dalle ipotesi segue che tale

e~ —1
funzione (complessa di variabile reale) & periodica di periodo 27 ed & integrabile su [0, 27]:
infatti, chiaramente G(y) ¢ integrabile su [g,2m — ], per € > 0 e sufficientemente piccolo??,

e se F(y) = (fl@+y) — (@) /y e gy) = (€7 = 1)/y, si ha che G(y) = F(~y)/g(~y)
che ¢ integrabile su?® [0,e) U [27 — &,27). Dunque f(z —y) — f(z) = G(y)e ¥ — G(y) ed
essendo ambo i membri di tale identita (come funzioni di y) periodici ed integrabili su [0, 27]

possiamo calcolarne i coefficienti di Fourier (ossia moltiplicare ambo i membri per e~ /(27)

ed integrare da 0 a 27) ottenendo le relazioniZ®

fO = C31 - C?0 + f($> ) ffne_inx = CA7vn+l -Gy (per n 7é 0) . (A65)

Dunque, per ogni N > 1,

Z fnemw Z ffne_mw = f(z) + Z (GnJrl - Gn)

In|<N [n|<N In|<N
= Gy -G n+ flx). (A.66)

Dal punto (iv) dell’Osservazione A.19 (e da quanto sopra detto su G) segue che Nhr:Itl Gn
—> 00

= 0 e dunque, prendendo il limite per N — oo nella (A.66), si ottiene la (A.61). i

24f(z — y) — f(x) & integrabile (in y) su [0, 2] per ipotesi (essendo f integrabile su [0, 2] e periodica).
25FEssendo G periodica di periodo 2w, /EG(y)dy + /27r G(y)dy = /E G(y)dy e F & integrabile su di un intorno
di 0 per ipotesi e g(0) =4 # 0 ed & continfla. e -
26per il punto (ii) dell’Osservazione A.17 si trova che /2Trf(w —y)dy = /‘w
o

z—27

F(#)dt = /O " Ftydt = 2 fo.



174 Analisi in R™ — versione preliminare

Teorema A.25 Assumiamo che f € CB. per un qualche p > 1. Allora, per ognie > 0, esiste
Ny tale che, se N > Ny, si ha

PO e
sup [£(2) = 3 fue| < —— (A.67)
R In|<N e
Inoltre, vale la sequente ‘uguaglianza di Parseval’
1 [ R
o ), [f(@) de =" |ful*. (A.68)
nez

In particolare, la (A.67) mostra che Zan N fne”””, per f € Cécr converge uniformemente a
f -

Dimostrazione Dal Lemma A.22 e dall’Osservazione A.23 segue che

fl@)= D7 fae™ = lm YT fue™, VazeR (A.69)

o0
In|<N N<|n|<M

Dalla (vii) della Proposizione A.18 (con k = p) segue che, dato € > 0, esiste Ny > 1 tale che,
per ogni N > Ny, si ha

S 1l o << (n - 5). (A.70)

n>N

Usando la disuguaglianza di Cauchy—Schwarz (1.13) e la (A.70), si ottiene, per ogni M >
N Z NOa

Y he < X = X (1fllel) i
N<|n|<M N<|n|<M N<|n|<M
1 1
o 2 _ 2
< (X 1RPmE) (X )
N<|n|<M N<|n|<M
; b & 3
< (X Pm) (2 Y w)
In|>N n=N+1

1\z 1 3 €
2 N x<P NP—3

Prendendo, in tale relazione, il limite per M — oo, e ricordando la (A.69) si ottiene la (A.67).

In particolare, (A.67) mostra che la convergenza di Z|n\ <N fnei”’” a f & uniforme; quindi
si puo passare al limite, per N — oo, nella formula (iii) della Proposizione A.18, ottenendo
l'identita di Parseval. [

Proposizione A.26 Se f € CY,. ¢ C' a tratti®” allora }, ., |fnl < 00 € quindi la serie di
Fourier di f converge totalmente a f.

Lemma A.27 Se f € CJ,, ¢ C' a tratti allora (ff’\)H = inf,.

27 Una funzione f:E =R, con E intervallo di R, & C! a tratti se esistono N punti in E a; < --- < ayx per cui
fect ((ak,l, ak)), per 2 < k < N, ed esistono (finiti) i limiti, rispettivamente, da destra e da sinistra di f e f’ in
Qp—1 ed ag .
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Dimostrazione Siano 0 < a; < --- < ay < 27 i punti di salto di f’, e poniamo ag = 0 e
an+1 = 2m. Allora

_ 1 27 N+l )
(f/)n — 27 fl —1na:d$ _ Z f/e—lnxdx
™ =1 Yak—-1
1 N+1 . N+1
— % [fefznm Zz ) Z fefznxdx
k=1 k=1 v4k—1
2w
mn
= 2 fedr = inf,.
27 Jy

(si noti che poiché f & continua, la somma Zk [fe’“w]ngl ¢ una somma ‘telescopica’
di cui resta la differenza tra 'ultimo ed il primo termme e tali termini si cancellano per la
periodicita).

Dimostrazione (della Proposizione A.26) Poiché f’ & periodica e continua a tratti, f’ &
integrabile su [O 27@ e dunque dalla disuguaglianza di Bessel (punto (iv), Proposizione A.18)
segue che > \( < 5 f027r| f(2)|?dr < co. Dunque dal Lemma e dalla disuguaglianza di
Cauchy—Schwarz per successioni segue che

Sl = Sl ol < (S 15 EmE) (X2

n#0 n#0 n#0 n#0
1 1
= (1P (X ml?) <. B
n#0 n#0

La seguente versione del Lemma A.22 di Dini da, sotto opportune ipotesi, informazioni sul-
la convergenza della serie di Fourier in punti dove f(z) ha un salto. Ricordiamo prima le
notazioni

flat)=lmflz+h):= lm fly),  [le-)=lnfl@+h)= lmn_f{).

Y=z, y>T h10 y—z,y<z

Lemma A.28 Sia f : R — R periodica di periodo 27 ed integrabile su [0,27]. Se x € [0, 27)
¢ tale che esistono i limiti f(x%) e tale che la funzione

flz+y) — fla+)

, sey>0,
Y
F ={ faty S (A1)
Y
0, sey =20,
e integrabile in un intorno di zero, allora
ng}noo Z fne™* = — (A.72)
[n|<N
Dimostrazione Sia
fl@—y) - flz—)
e , sey>0,
Gly) =4 Se—y—fat)
e~w —1
0, sey=0.
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Dalle ipotesi fatte (ragionando in maniera analoga a quanto fatto nella dimostrazione del
Lemma A.22) segue che G & periodica ed integrabile su [0,27]. Seguendo lo schema della
dimostrazione del Lemma A.22 troviamo la relazione

flx—y) = x, W) f(z=) = x_(W)fla+) = Gly)e™™ - G(y) (A.73)
dove
1, sey>0, 0, sey>0,
X, (y) = X_(y) =
0, sey<o0, 1, sey>0.

Moltiplicando per e~ /(27) ed integrando tra —m e m ambo i mebri della (A.73), troviamo

flat) + fa—)

fo = Gi—Go+ 5 )
Fone™™ = G = Gt fo) T fen S (o)
—n€ o el " . 2min v —27in " '
Osservando che et = (—1)" si ha che
| — i 2 ¢int 1 2
> = 2 =0 > = 2 =0
0<|nI<N In|<N 0<|n|<N In|<N
ndispari ndispari

Dunque EIn\SN fneim‘ = % + GN+1 — GN da cui (come nella dimostrazione del

Lemma A.22) segue l’asserto. i

Complementi
Complemento A.1: Funzioni reali—analitiche

Abbiamo visto che una serie di potenze u = Y anz™ & derivabile infinite volte nell’intervallo aperto
{z : |z| < R} dove R = p(u) denota il raggio di convergenza di u. Una domanda naturale & quindi:
‘Esistono funzioni C*° che non siano rappresentabili tramite serie di potenze?’ La risposta & afferma-
tiva e quindi le serie di potenze sono una classe funzionale piu piccola delle funzioni indefinitamente
differenziabili. Prima di motivare tale risposta, diamo due definizioni.

Definizione A.29 Sia E CR, k un intero positivo o 400 ed f una funzione definita su E. Diremo
che f € C*(E), se esiste un aperto A D E tale che f € C*(A).

Tale definizione generalizza la nozione di funzione C* e permette di parlare di funzioni derivabili su
insiemi chiusi®®

Definizione A.30 Sia f € C*™({zo}), st chiama serie di Taylor di f la sequente serie di potenze

Z an(z — )", dove an = % . (A.74)

Per il teorema sulla formula di Taylor, i troncamenti all’ordine N della serie di Taylor di?° f €
C>({xo}) approssimano la funzione f a meno di una quantitd di ordine O(|z — zo|™¥ ).

28Per esempio, f € C™°({0}) significa che esiste r > 0 tale che f € C°°(—r, 7). Si noti che tale definizione & data
per k > 0 ma non per k = 0; infatti esistono funzioni continue in un punto ma che non sono continue su alcun intorno
di tale punto.

N
29Ossia i polinomi di ordine N Z an(z —z0)" con an = £ (z0)/n!.
n=0
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Esempio A.31 Si consideri ora la seguente funzione di una variabile reale

0 sex <0

o(z) = ) (A.75)
exp(fg) se x >0

Dimostriamo che g € C'°°. Cominciamo col dimostrare che per z > 0, la derivata k—esima di g ha la
forma

1 1
9(@) = P2y exp(—1) (A76)
dove Pi(y) ¢ un polinomio in y di grado 2k. Infatti per k = 1, si ha che
/ 1 1
g (z) = 2€ 7 (x> 0) (A.TT)

e quindi Passerto & vero con P;(y) := y*. Assumiamo 'asserto vero per 0, ...,k — 1 e dimostriamolo
per k.

M@ = (@)

il che implica che I’asserto ¢ vero anche per k. Poiché per ogni k > 0 si ha che
lim y" exp(—y) =0,
Y—00

da (A.76) segue che®®, per ogni intero k,p > 0

hﬁ} g (z)z™? =0. (A.78)

In particolare (poiché ¢g'¥)(z) :== 0 per ogni = < 0) segue che g™ (04) = ¢g*)(0—) = 0, per ogni k > 0.
Da tale relazione segue anche che g(k)(O) = 0 per ogni k. Infatti per k = 0 € vero per definizione.
Assumiamo che k > 1 e che g*~1(0) = 0. Allora

(k—=1)
g(k)(O) = lim W (h)

h—0 h =0

Dunque poiché g ¢ chiaramente C*°(0,00) e C°°(—00,0) segue che g € C°°(R). Ma allora (essendo
g™ (0) = 0) la serie di Taylor di g & la serie banale (a, = 0) che ha raggio di convergenza infinito.
D’altra parte non puo esistere nessun intorno di 0 in cui la somma della serie di Taylor (e cioe 0)
eguagli g poiché g(z) > 0 per ogni = > 0.

Definizione A.32 Una funzione f € C*°({xzo}) a valori reali si dice reale—analitica in zo se la
sua serie di Taylor ha Taggio di convergenza positivo e se f(x) = > an(z — x0)" (con an definiti in
(A.74)) in un intorno di xo. Una funzione f € C*°(E) si dice reale—analitica su E se f ¢ (reale)
analitica in ogni punto xo di E; la classe di tali funzione si denota con C*(E).

Osservazione A.33 (i) Una funzione reale analitica ¢, dunque, una funzione che localmente si
rappresenta come una serie di potenze coincidente con la sua serie di Taylor. Quindi la funzione g
dell’Esempio A.31 & C*°(R) ma non C¥(R) [piu precisamente f € C*°(R)NC*(R\{0}) ma f¢C*({0}].
(if) Dal Capitolo 2 segue:

la somma e il prodotto di due funzioni C*(FE) appartengono a C*(E); se f € C*(E) e f(z) # 0
per ogni x € E allora 1/f € C¥(E); se f € C*({zo}) e g € C“({yo}) con yo = f(xo) allora
gofeC?{xo}).

Dimostriamo, per esempio, I'affermazione relativa al reciproco. Fissiamo zo € F; dalla definizione di
C* segue che f =37 - ;an(z — 20)" in un intorno di zo € an = £ (20)/n!. Si dimostra che 1/f &

30 §i ricorda che limg . f(x) € il limite di f(z) per = che tende a 29 con = > z0; analogamente limg14, f(z) € il
limite di f(x) per x che tende a zg con = < xg.
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una serie di potenze in un intorno di zo e dall’Osservazione A.9 punto (i) si ha che tale serie coincide
con la serie di Taylor di 1/f e questo significa che 1/f & analitica in intorno di zo. Ragionando in

maniera analoga si dimostrano anche le altre affermazioni.

(iii) Dal Teorema A.7, segue che una serie di potenze f = > an(x — x0)" con R = p(f) > 0 (e
an € R) & di classe C¥((xz0 — R, zo + R)); il ‘viceversa’ di tale affermazione, in generale, non & perod
vero: la funzione f(z) = 1/(1 + 2?), per il punto (ii), & C*(R) ma la serie di Taylor di f in 0 & data

da
k2k
1+{I]2 _Z

che, come si verifica immediatamente, ha raggio d1 convergenza 1.

In vista di queste osservazioni & naturale aspettarsi che vi sia una caratterizzazione delle funzioni
analitiche simile a quella che si ha per le serie di potenze. Infatti vale il seguente

Teorema A.34 (Caratterizzazione delle funzioni analitiche) La funzione f é analitica in o
se e solo se f € C({zo}) ed esistono due costanti positive M,r tali che

sup  |f"™(z)] < Mr " nl, Vn>0. (A.79)

|lz—zg|<r

Dimostrazione Cominciamo con il dimostrare il ‘se’. Supponiamo, quindi, che valga (A.79) e sia
0 < R < r, allora
f(n) (‘TO) n
Z ‘ n! (@ = o)
n>0 n>0

T"R" < o00. (A.80)

Sia, ora, x tale che |z — zg| < r. Per la formula di Taylor (con resto in forma di Lagrange) si ha, per
un qualche ™) traz e o,

(N+1) ((N)
= lim e

lim ‘f f( (2 )(mfxo)n N
n!

N —oco
n= O

< lim M (Jz —zolr )N =0.
N — oo

|z — z0o

Quindi f = > an(z — o)™ & analitica.

Viceversa, assumiamo che f sia analitica e che la sua serie di Taylor converga per |x — zo| < R;
fissiamo un r tale che 0 < r < R/2. Allora, se a, denotano i coefficienti della serie di Taylor di f,
ricordando il Teorema A.7 ed osservando che

(’Z) < f% (C’;) —om (A.81)

per ogni 0 < k£ < m, otteniamo:

s fO@] = s | ekalnt B (14 k)@ = 0)"|
le—zo|<r le—zol<r ! 120
n+k n 1 = n+k n
< Z|ak+n| Lk :ﬁn!Zlam\( o)
1
< —n'2|ak+"\ (2r) ktn < n'Z|ak| 2r
k=0

= r"nlM, con M::Z|ak|(2r). 1
k>0

Una classe interessante di funzioni C°° ma non C“ sono funzioni che sono identicamente nulle al di
fuori di un intervallo limitato.

Definizione A.35 Il supporto di una funzione f, denotato supp(f), é la chiusura dell’insieme {x :
f(x) # 0}. Una funzione f si dice ‘a supporto compatto’ se il suo supporto é un insieme limitato (e
quindi compatto). La classe delle funzioni C*(R) a supporto compatto si denota con C§(R).
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E immediato costruire funzioni Cop := C; per esempio f(z) := 1 — |z| per |z| < 1 e f(x) := 0 per
|z| > 1. Pil interessanti sono le funzioni C§°.

Esempio A.36 Sia g la funzione dell’Esempio A.31. La funzione go(z) := g(x)g(1—z) & una funzione
C*°(R). Infatti go & C*° essendo il prodotto di due funzioni C*° ed inoltre go(z) = 0 se = < 0 oppure
se x > 1. D’altra parte go(xz) > 0 se z € (0,1). Quindi supp(go) = [0,1] e go € C5°.

Esempio A.37 Un altro modo di costruire funzioni C§° (sempre legato alla funzione esponenziale)
¢ il seguente. Se g ¢ la funzione definita nell’Esempio A.31, definiamo, per ogni £ > 0, la funzione

1
, , exp(—m), se |z| < e,
pe(x) =g(e” —a”) = (A.82)

0, se |z| > €.

Tale funzione, essendo composizione di funzioni C*°(R), & C*°(R). Inotre ¢ chiaro che ¢ > 0, che
pe(z) > 0 se |z] < € e che ¢ (z) == 0 se |z| > e. Quindi ¢. ¢ una funzione a supporto compatto e
supp(p:) = {z : [z| <e}.

Esempio A.38 Siano R > r > 0 e sia 29 € R. Costruiamo una funzione y € C§° che abbia le
seguenti proprieta:

(i) 0 < x <15 (ii) x(x) =1 se |x — wo| < r; (iii) supp(x) = {z : |z — zo| < R}.
T 1 1
Sia gi(z) = c/ go(t)dt dove ¢ := (/ go(t)dt) con go definita nell’Esempio A.36. La funzione
0

g1 & chiaramente C'*°, & monotona non decrescente (la sua derivata & cgo(x) che & una funzione non
negativa), vale 0 se x < 0 e vale 1 se x > 1.
E ora elementare controllare che la funzione cercata puo essere definita come

. To—x+ R r—x0+ R
x(x) = 91(7}271" ) 1(71%77“ ) : (A.83)
Complemento A.2: Trasformata di Fourier
Definizione A.39 Sia f € R1(R). Si definisce la trasformata di Fourier® di f come
. o0 . dx
. (223 .
= T)e dx, de = ——. A.84
feor = [ @ N (A8

Proposizione A.40 La trasformata di Fourier f di una funzione f € R1(R) gode delle sequenti
proprieta:

(i) f ¢ uniformemente continua suR e

sup 1 < Il == [ 7@, (A.85)
R _

(ii) Sia p un intero positivo. Se & — x* f(xz) € R1(R) per ogni intero 0 < k < p, allora f € CP(R) e
9 (&) = (=) (@*/)(©), Vk<p; (A.86)

inoltre le funzioni 8§f sono, per 0 < k < p, uniformemente continue su R.

(#i) Sia p un intero positivo. Se f € CP(R) e f® e R1(R) per ogni k < p, allora

f®E) =6 ©,  vE<p. (A.87)
() Sia p un intero positivo. Se f € CP(R) e f® e R1(R) per ogni k < p, allora
; 1F
for< Il vezo, (A.38)
e
FOI <t Mi=2 max{lfls, 157} (A.89)
SR | | |

31Jean—Baptiste Joseph Fourier, 1768 (Auxerre) -1830 (Parigi).
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Nel corso della dimostrazione useremo il seguente semplice

Lemma A.41 Siano g; (j > 1), g e G funzioni in R1(R) tali che
lgj| <G . (A.90)
Sia {Ar} una successione di insiemi, misurabili secondo Peano—Jordan, su cui g;,9 e G siano inte-

grabili secondo Riemann e tali che Ay, C Ary1, U, Ax = R. Se, per ogni k, g; — g uniformemente
su Ag, allora ||g; — g|l1 — 0.

Dimostrazione Sia € > 0. Dalla definizione di integrale generalizzato segue che esiste k tale che
€ €
INEST o< (A.91)
Ag A
Da tale relazione e da (A.90) segue anche che, per ogni j > 1,

€
/ lgil < 7 - (A.92)
A%
Poiché g; converge a g uniformemente su Ay, esiste jo tale che
€

lg;(z) — g(=)] < 2mis(Ar)

per ogni x € Ay e per ogni j > jo. Dunque, per ogni j > jo,

/Igj *g\dw=/
R A

Dimostrazione (della Proposizione A.40) La (A.85) ¢ ovvia. Dimostriamo 'uniforme continuita di
f. Sia e > 0. Poiché f € ®1(R), esiste un insieme A misurabile secondo Peano-Jordan, su cui f &
Riemann integrabile e tale che
€
d. —-.
[ 1as <
it

R P
201+ [ £11)
sia M > 0 tale che A C [-M, M] e sia 6 := do/M. Allora per ogni £ € R e per ogni h € R tale che

|h| < & si ha che
—ix€ —izh d
[l )
F@)] e —1]da

R
/ |f ()| |e*" - 1|Ja:+/|f(a:)| le™*" —1|dx
Ac A

d —izh d
2[ lf@laa+ [17@] | <1)ds

IS
"oy ||f|\1>/A'f($)'“

9
Faar =

13
o5 —aldo+ [ oy —gldo< [ (ol +lohdo+ 5 <.
k

c c
k k

Sia &g tale che

V|t < o (A.93)

[f(&+h) = f©)

I IN Il

IN

M N ™

avendo usato il fatto che se |z| < M allora si ha che | — izh| < o il che permette I'uso della (A.93).

(ii) Dimostriamo dapprima la (A.86) per p = 1. Sia h; # 0 una qualunque successione convergente a
0 e sia
izh; _ 1

9@ = (iaf(@)e

9:(@) = fla)e™ S
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—ixh; P as
. J_ . . : .
Osserviamo, ora, che: ehil converge a (—iz) uniformemente su®? [—a,a] per ogni a > 0; che®®
J

—ixh;
e i —1
< .
| <lal
che |g;|, 9] < G(z) = |z||f(z)] € R1(R). Sia ora A; una succesione di insiemi misurabili secondo

Peano-Jordan su cui zf(z) sia Riemann integrabile e tali che sup,, fAk |z f| < co. Poiché gli Aj sono
limitati, dalle osservazioni fatte segue che

e"iwhi 1
— +tix

195(2) = 9(a)| < (suplaf]) |

tende uniformemente a zero su Ax e dunque la (A.86) per p = 1 segue dal lemma. Il caso con p
arbitrario segue per induzione: supponiamo che z? f € %1 (R) e che la (A.86) sia vera per p—1. Allora
poiché z(xP~1f) € %1 (R), usando la (A.86) con k = 1, si ha che

—_—

Oe(xP=11)(&§) = —i(zP f)(€)

che, insieme alla (A.86) con k = p — 1, implica la (A.86) anche con k = p. L'uniforme continuita di
8§f segue, ora, dalla (A.86) e dal punto (i).

(iii) Sia p =1 e assumiamo, dapprima, che f(z) — 0 quando |z| — co. Allora,

/f'(x)efmgd'x = lim / fl(x)e ™ dx
R -R

R— o0
— N f(m)e—ixf R . . " —ixf
o I:L’lgnoo |: 2m :|7R+Z£ ngnoo/;Rfe dw
=i€f(e).

In generale da f € %1(R) non segue che |f(z)| — 0 per |z] — oo ma & sempre possibile trovare due
successioni R; — 0o e R — —oo tali che f(R;) e f(R}) tendano a 0 per®* j — oo: questo ¢ sufficiente
per ripetere ’argomento dato. Il caso con p arbitrario si ottiene per iterazione.

La (A.88) segue immediatamente da (A.87) insieme a (A.85). Per la (A.89) si usi la (A.85) nell’in-
tervallo €] <1 ela (A.88) per |&] > 1.

Osservazione A.42 Chiaramente se®> f € C?(R) allora f® € Co(R) € R1(R) per ogni k < p e
dunque, per tali f vale la (A.89). In particolare se f € C§°(R) la sua trasformata di Fourier decade
piu rapidamente di qualunque potenza.

Il prossimo risultato spiega come ricostruire la funzione f a partire dalla sua trasformata di Fourier.

Proposizione A.43 (Teorema di inversione per funzioni C3) Sia f € C3(R), allora

fla) = /jof(é)e“”5 d¢, VazeR. (A.94)

Vale inoltre la sequente identita di Parseval®®:

/ TIf©))ae = / T \f@)Pde. (A.95)

e?

32Dato £ > 0, sia § tale che T_l —1| < e/a per ogni z € Ccon 0 < |z| < § e sia jo tale che |hj| < §/a, V j > jo.

A
hj

6“—1‘ < 1. Infatti et — 1] = | [F & ds| < [1'|e's /i|ds = |¢].

cTWwhy
—imh]-

Allora, V 0 < |z| < a, si ha che
33 Per ogni 0 £t €R,

+u)=|x\ —1‘ < ag/a.

t

>k o ks
34per esempio, Z/ If] = / |f] < oo e dunque per ogni j > 1 esiste k = k; tale che / ! |fl < 1/j. Da
k=1vk—1 o kj—1
questo segue che esiste R; € [k; — 1, k;] tale che |f(R;)| < 1/j.
35 Si ricorda che, per un aperto E C R™, C’g(E) denota la classe delle funzioni CP con supporto compatto
contenuto in E.

36 Marc-Antoine Parseval des Chénes, 1755 (Rosiéres-aux-Saline) -1836 (Parigi).
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La dimostrazione, oltre che sulle proprieta della trasformata e delle serie di Fourier ¢ basata sulle
approssimazioni discrete dell’integrale di Riemann su R; il seguente risultato sara sufficiente per i
nostri scopi.

Lemma A.44 Sia ¢ € C(R) tale che esistano due costanti M >0 e o > 1 tali che

M
< — R. A.
ol < ohe.  Vae (A.96)
Allora ¢ € R1(R) e
gig(l) 52@(715) :/ p(z)dx . (A.97)
>0 n€Z T

Dimostrazione Da (A.96) segue immediatamente che ¢ € %;(R). Dimostriamo, ora, che dalle
ipotesi segue che per ogni € > 0 esiste R > 2 tale che®’

/ lp(z)| dz<e; & > Jpdn)<e, VO<i<I. (A.98)
{lzlzR-1} n|>[R/3]
Infatti, dalla (A.96) segue che
> 1 2M 1
pla)| do <201 [~ do= —
/{\z\zRﬂ} R—1T a—1 (R—1)~"!

che implica la prima delle (A.98) con R > Ro(¢) > 1. Analogamente, per ogni d € (0,1) e per ogni
R > 2 si ha che

1 2M 1
Y Z lp(on)| < oM Z (|n|6)o¢:6a71 Z je
In|=[R/6] [n|=[R/6] i=[R/6]
2M [ dx e dt
S G o M o
[R/6]-1 5[R/8]—6
< oM /oo b _ M 1
= ot  a—1(R—2)—1"’

da cui segue la seconda delle (A.98) per R sufficientemente grande; nell’ultima disuguaglianza abbia-
mo usato il fatto che 6[R/d] —6 > R— 20 > R — 2.
Sia ora € > 0 e sia R tale che

) 13
/ e@ldr<S, & 3 lelom)l < (A.99)
{lz|>R—1} In|>[R/5]
Sia 0 < §g < 1 tale che
g
(@)~ oWl < o Yaye [FRE], eyl <do. (A.100)
Per ogni 0 < ¢ < do poniamo
Ns = [R/(S] , Rs .= 6Ny , (A.lOl)
cosicché
R R
S-1<Ns<3. R-6<Rs<R. (A.102)
Quindi,
‘/ o(z)dx — 6 Z Lp(én)’
et nez
R Ng—1
<|[ e@iz-5 3 w@n|+ [ jp@ldnts 3 letn)
—Rg n——~N; {lz|>Rs} |n|>Ng
Ns—1  rsnts
| X [ (et - ptom)da] + [ fpt@ldo+s Y (o)
n=—Ngs ’on {lz|>Rs} |n|>Ns
Ns—1  isnts
<> [ @ -eenlizt [ fe@lde+s Y fe(on)
n=—Ng Jon {lelzR-1} In|>Ns

e 2 € 2
<ONs § = 4 2e=Rs —1+2e<e. 1
< 2Ns 6R+36 R53R+3€_5

37 Come al solito [z] denota il pit grande intero m < z.
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Dimostrazione (della Proposizione A.43) Sia Ty > 0 tale che supp f C [-T0/2,T0/2] e, per T' > T,
sia fr la funzione periodica di periodo T che coincide con f in [-T/2,T/2]. Allora fr € C*(R) e dai
risultati sulle serie di Fourier®® segue che, per ogni |z| < T/2,

f@) = fr@) = frad T (2l <T/2), (A.103)

nezZ

dove la serie converge totalmente e

~ 227
— = —iFrne
fron T/gf(x)e dz

1 2 e _i2T e
= =T oof(ac)e T dx
1 27 /2w
= o= ?f(?n). (A.104)

Dunque, per T' > 2|z|,

Ma dal punto (iv) della Proposizione A.40 segue che

M

per qualche M > 0 e quindi la (A.94) segue dal Lemma A.44 applicato alla funzione
(€) = f(£) exp(ixt)
(e con § = 27/T).
Analogamente (e usando le stesse notazioni), dalla formula di Parseval per serie di Fourier e dalla

(A.104) segue che
1 (772 2 PR 2r ~/2m
1 do= 3 fral = 250 |7(250)
7 e = S el = 25 32| F (G
nez nezZ

Moltiplicando per T tale relazione e mandando T — oo si ottiene, per il*>° Lemma A.44, la relazione
(A.95).

2

La Proposizione A.43 si generalizza in vari modi; per esempio vale la seguente

Proposizione A.45 Sia f € C%(R) tale che f*) € R1(R) per k = 0,1,2. Allora vale la formula
(A.94). Se, noltre, f € R2(R), allora vale anche lidentita di Parseval (A.95).

Dimostrazione L’idea della dimostrazione & basata sull’approssimare f con funzioni C? a supporto
compatto. Sia ¢ € C*° una funzione monotona non crescente tale che:

1, sex <0,
p(z) = (A.105)
0, sex>1.

A partire da ¢, per R > 0, costruiamo una funzione g pari, di classe C*°, con supporto in [—-R —
1, R+ 1] e che valga 1 per |z| < R, ponendo:

p(z—R), sex >0,
Yr(x) = (A.106)
Yr(—1), sex <0.

. 1 [T/2 2
38Per una funzione periodica di periodo T' (ed integrabile) f, = ?/ f(m)eﬂ'%"zdx e la sua serie di Fourier
-T/2

Nog2m,
S Z Foet e

nez

398i ricordi 1’osservazione A.42.
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Poniamo fr := fwr. Chiaramente fr € C3 e quindi vale la (A.94) con fr al posto di f. Poiché fr
coincide con f se |z| < R, per ogni R > 0 e per ogni |z| < R, si ha

flz) = [Oofa(ﬁ)e”gcfﬁ, 2| < R. (A.107)

Per prendere il limite per R — oo in tal relazione ed ottenere la (A.94), useremo il Lemma A.41.
Dalle ipotesi su f e dalla Proposizione A.40, (A.89), segue che

2 M
MOl |1§|2 ;o My=2 max{|[fll, 1fPIh} (A.108)
Osserviamo che, se
¢ =max{1, sup|¢'|, sup|¢”| }, (A.109)
[0,1] [0,1]
allora
max{ 1, sup [¢/r|, sup|yg| } <c. (A.110)
R R
Dunque, essendo fg = (fvr)" = f"vr + 2f ¢ + fik, si ha che
IfRll < Il + 20 f YRl + | Rl < c(||f||1 M+ 1) - (A.111)
Quindi, poiché ||fr|l1 < [|f]]1, per la (A.89), si ha che
2 M.
In@ < e M= 2e(I 0+l 1) (A112)

Inoltre, per ogni z € R, fr(€) exp(iz€) — f(€) exp(iz€) uniformemente per £ € R:

|fr(&) — f(©)]

|| s () 1) ¢

< /:)OU(%’)\ or() — 11dx
< x)|dz A.113
< /{‘Z‘ZR}If( ) (A.113)

e quest’ultimo integrale tende a 0 quando R — oo essendo f € %&1(R). Ora, se R; ¢ una qualunque
successione tendente a 400, e se

9:(€) = fr; (&) expliz€), g(&) = f(§) exp(izg), G(§) = M2/(1+ ),

la (A.94) segue dal Lemma A.41.
Ora, assumiamo anche che f € R2(R). Dalla (A.95) per funzioni C¢ segue che

NGRS NCRS (A114)
Poiché n . N
[ [ i< i,
e poiché f € Ra(R), si ha che N N
dm [l = /_OOIfIQ- (A.115)

Poiché*®

[fR@F = IF©F| < 1fr©) = FEOI IFr(E€) + FE)I,

da (A.113) e dalla limitatezza di f e fr (vedi (A.108) e (A.112)) segue che |fr(£)|* converge, per
R — oo, a |f(£)]* uniformemente su R. Queste osservazioni permettono di prendere il limite per

R — o0 in (A.114) ed ottenere, per il Lemma A.41, la (A.95). i

Concludiamo questa breve discussione sulla trasformata di Fourier con il ‘Lemma di Riemann-
Lebesgue’:

40g;j ricorda che per ogni coppia di numeri complessi z e w si ha che ||z|2 — |w\2‘ <lz—w||z+w|.
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Proposizione A.46 Sia f € R1(R). Allora lim f(&) =0.

[€]—o0

Dimostrazione Sia € > 0. Poiché f € %1(R) esiste un aperto A C R misurabile secondo Peano-
Jordan, su cui f & Riemann integrabile e

JNLE

AC

/|f7w|dm< % (A.117)
A

(A.116)

wW| M

Inoltre®! esiste ¢ € C5°(A) tale che

Sia, ora, M > 0 tale che [)(€)| < /3 per ogni |€| > M (tale M esiste per Posservazione A.42). Allora
per |¢] > M si ha che?
+ / |71
Ac

fer = | / Flaye | < | /A P

€ —ix€
< =
< S| fr@e
< E+/|f—¢| + ]/we‘””5
3 Ja A
£ ~
= S+ [1r- vl + )
A
e e ¢
< S4i4:-c 1
S 3 + 3 + 3=¢
Esercizi
Esercizio A.1 Dimostrare che se u & una serie di potenze dispari [u(z) = —u(—=z)], allora tutti i

coefficienti pari sono nulli mentre se u & pari [u(z) = u(—=x)], sono nulli tutti i coefficienti dispari.

Esercizio A.2* Verificare la relazione sen z cos xz = % sen 2x usando la serie di Taylor; cioe verifica-
re:

= " > L, a2ttt © (1) (9p)2n !
(;(—1)"(%)!)(;(_1) M)—;)( 21) %

Esercizio A.3 Sia f: R — R periodica e integrabile su [0, 277]. Dimostrare che [ f(t)dt & periodica
se e solo se ff)ﬂf(t)dt =0.

Esercizio A.4 Sia f : R — R periodica e integrabile su [0,27] e siano an e b, i coefficienti di
Fourier ‘reali’ definiti in (A.49). Dimostrare le seguenti affermazioni:

() fepari®® = f.eR,VneZ <= b,=0,Vn>1

(i) f e dispari = ifn€R,VneZ <= a,=0Yn>0.

(iii) Se f & C* allora (i) e (ii) valgono con ¢ <=’ al posto di ¢ = .

Esercizio A.5 Si calcolino i coefficienti di Fourier delle seguenti funzioni periodiche di periodo 2
i cui valori f(x) per « € [—m, ) sono dati da:

W) f@)=a*, 1<k<a; @ f@=ll; G f@)=32FT

k=1

() fl@)=¢€"5  (5) fl@)=€", (0<z<m)e [ dispari;

(6) f@) =sen’z;  (7) fl@) = cos®ws  (8)

415 ricorda che se g € %1 (A), A misurabile secondo Peano-Jordan, per ogni € > 0 esiste una funzione 3 € C5°(A)
tale che [,|g — | <e.

421 seguenti integrali si intendono tutti divisi per v/2x.

43Una funzione g definita su R"™ si dice pari se g(—xz) = g(z), V z, e si dice dispari se g(—z) = —g(x).
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Esercizio A.6 Si calcolino i coefficienti di Fourier delle funzioni periodiche di periodo 27 i cui
valori coincidono con i valori f(z) elencati in (1)+(8) dell’Esercizio A.5 per z € [0, 27].
Esercizio A.7 (i) Sia u,(z) = / et cos n(t —x) dt. Si studi la regolarita di u ==Y -, un € se

—o0

ne calcoli la serie di Fourier. -
2
(ii) Come al punto (i) con u,(x) = / e " cosn(t —x) dt.
o

Esercizio A.8 Si dimostri che sotto le ipotesi del Lemma A.22 di Dini si ha che

N,M — oo

N
lim Z fne™ = f(x)
n=—M

ossia che V £ > 0 esiste Ny tale che per ogni N, M > Ng si ha che | S0 fne™ — f(z)| <e.

Esercizio A.9 Si dimostri che se f & periodica e C! a tratti allora soddisfa le ipotesi del Lem-
ma A.28. Dunque nei punti dove f ha un salto (ma esistono i limiti da destra e da sinistra di f e f’)
la serie di Fourier vale la media del salto.

cosnx

Esercizio A.10 Sia k > 2 e sia u(z) = Z -
n

n>1

. Si dimostri che u € CEL? ma che u ¢ Cp,.

Esercizio A.11 Sia f una funzione di periodo T > 0 integrabile su [0,7'). Si scrivano le formule
rilevanti per ’analisi di Fourier.



Appendice B

Equazioni differenziali ordinarie

B.1 Introduzione

B.1.1 Equazioni scalari

Un’equazione differenziale ordinaria di ordine n per una funzione incognita t € I C R —
u(t) € R, I intervallo, & un’equazione della forma!

Flu(t),u(t), ..,u™(t),t) =0, (B.1)

dove F : E C R"*2 5 R & una funzione definita su un aperto £ C R"*Q; u(j)(t) denota la
derivata di ordine j rispetto alla variabile ‘indipendente’ t.

Una soluzione (classica, locale) di (B.1) con F continua® ¢ una funzione u € C™(I,R) che
verifica (B.1) per ogni® t € I.

L’equazione (B.1) si dice in forma normale se esiste una funzione f : A C R**! — R tale
che (B.1) abbia la forma u(™(t) = f(u(t),u'(t),...,u" "V (t),t) o, pilt sinteticamente (non
indicando la variabile indipendente nell’argomento di u e delle sue derivate):

u™ = fu ...,u("_l),t) . (B.2)
Esempi:

(i) u +ku=0, k>0 costante. Circuito RC*
(ii) u =ru- (1 — %), r,k > 0 costanti. Equazione logistica di Verhulst®
(i) v =a(t)u+bt)u®, «eR\{0,} costante. Equazione di Bernoulli®
(iv) u=tu' 4+ h(u'), h funzione differenziabile. Equazione di Clairaut”
(v) v 2 wPu=0, w>0,A>0. Oscillatore armonico (smorzato)®

LCome al solito, u(l)(t) = u/(t). L’aggettivo ‘ordinarie’ si riferisce al fatto che la funzione incognita dipende da
una sola variabile; nel caso la funzione incognita dipenda da piu variabili e compaiano nell’equazione le derivate
parziali di w, ’equazione si chiamera equazione differenziale alle derivate parziali; cfr. https://en.wikipedia.org/wiki/
Partial_differential_equation.

2In generale, si possono considerare anche funzioni meno regolari chiarendo in maniera opportuna la definizione
di ‘soluzione’. In questo capitolo considereremo, di norma, funzioni lipschitziane.

3Implicitamente questo significa che t — (u(t), u (t), ..y u(")(t)7 t) € Aperognitel.

dhttps://it.wikipedia.org/wiki/Circuito_RC

5https ://it.wikipedia.org/wiki/Equazione_logistica

6https://it.wikipedia.org/wiki/Equazione_differenziale_di_Bernoull:‘L

7h‘t:t:ps ://it.wikipedia.org/wiki/Equazione_di_Clairaut

8https://it.wikipedia.org/wiki/Moto_armonico
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(vi) ku® = q(t), k>0, q funzione continua. Equazione statica di Eulero-Bernoulli®
(vii) t"u™ 4 gyt D 4 4 gou = 0, a; costanti. Equazione di Eulero'”
(viii)* u’ + M +senu =¢ecost, A e >0 costanti. Pendolo smorzato/forzato'!

Il numero naturale n prende il nome di ordine dell’equazione differenziale: le equazioni da
(i) a (iv) sono del prim’ordine; le equazioni (v) e (viii) del second’ordine; I’equazione (vi) del
quart’ordine; ’equazione (vii) di ordine n.

Tutte le equazioni sono in forma normale tranne (in generale) la (iv) e la (viil) (in un intorno
di t =0).

Le equazioni (i), (v), (vi) e (vii) sono equazioni differenziali lineari, ossia, la funzione incognita
u e le sue derivate appaiono linearmente: la forma piu generale di un’equazione differenziale
scalare, lineare di ordine n &

an()u™ 4+ ap_ (™ 4 by (D) + ap(t)u = q(t) . (B.3)

Tale equazione si dice omogenea se ¢ = 0, e in tal caso, se uy e ug sono soluzioni, allora lo
sono anche auy + bus per ogni scelta delle costanti a,b (in particolare, u = 0 & soluzione di
(B.3) con ¢ = 0).

Le equazioni (i), (v) e (vii) sono lineari omogenee.

Soluzione di (i) e (vi):

(i): L’equazione differenziale (i) ¢ lineare, omogenea e di grado uno. Moltiplicando per e** i
due membri dell’equazione si ottiene e*'u + e*'u = 0, ossia
(ektu)l =0.

Fissando t ed integrando tra t e t tale relazione otteniamo
u(t) = e g = u(t). (B.4)

Dunque, per ogni costante @, la funzione u(t) = e =9 & soluzione di (i) e la costante @
coincide col valore di u in t. Si noti che, per come abbiamo ottenuto la formula (B.4), tutte
le soluzioni C di (i) hanno la forma (B.4): se u € C*(I), I intervallo, soddisfa (i), allora vale
(B.4) per un qualunque ¢ € I.

(vi): Questa equazione (del quart’ordine, lineare, a coefficienti costanti) pud essere risolta per
integrazione diretta. Assumiamo ¢ € C(I,R) con I intervallo. Dividendo per k e ponendo
f(t) = q(t)/k, si ha u® = f. Fissando t € I e integrando tale relazione, si ottiene

" (t) = c3 —|—/ f(s)ds, c3=u"(t).

Integrando ancora tre volte ed usando la formula (2.83) per la primitiva di ordine 4 di f = ¢/k,
otteniamo:

12 1 t(t —5)3 (k)
u(t)zco+01t+62§+03€+E | Tq(s)ds, a=u®@). 1 (B.5)
@

Come vedremo piu avanti, anche le altre equazioni sopra elencate — tranne la (viii) — possono
essere risolte ‘esplicitamente’ (in termini di integrali di funzioni date).

9h‘l:tps ://en.wikipedia.org/wiki/Euler-Bernoulli_beam_theory
10https ://it.wikipedia.org/wiki/Equazione_di_Eulero
1 John H. Hubbard (1999): The Forced Damped Pendulum: Chaos, Complication and Control, The American Mathema-
tical Monthly, 106:8, 741-758, DOI: 10.1080/00029890.1999.12005113. L’asterisco segnala una differenza sostanziale
tra questo esempio e i precedenti che verra chiarito in seguito.
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L’equazione (viii) fisicamente rappresenta ’equazione che regola la dinamica di un pendolo
che oscilla sotto effetto della forza peso in un piano verticale fissato, soggetto ad una forza
di attrito proporzionale alla velocita angolare e ad una forza esterna periodica (per esempio,
un campo magnetico generato da un solenoide) di intensita e. Nel caso € = 0, le traiettorie
possono essere descritte ‘esattamente’ e tutti i moti classificati (sia nel caso A = 0 che A > 0),
ma nel caso A\, e > 0, questo non € piti possibile ed, in generale, appaiono orbite ‘caotiche’ la
cui evoluzione & impossibile prevedere per tempi lunghi'?.

B.1.2 Equazioni vettoriali (sistemi di equazioni)

Pit in generale si possono considerare sistemi di equazioni differenziali della forma
F(u, u,t) =0, (B.6)

dove u : t € J — u(t) € R™ & una funzione incognita vettoriale ¢ F : E C R™ 1 — R (J
intervallo e F aperto), o in forma normale

u' = f(u,t), (B.7)

con u come sopra e f: A C R"™ — R" (A aperto).
Esempi:
(ix) Equazioni scalari di ordine superiore al primo possono essere scritte in forma di siste-

ma del prim’ordine: per esempio, I’equazione (v), puo essere scritta nella forma (B.7)
ponendo

v=(vi,v2) = (u,u’)

0 1
v = f(v) = Av, con A= <w2 A) :

Analogamente, l’equazione scalare, lineare di ordine n (B.3) puo essere scritta come

sistema di ordine n come segue'3:

v = (u,u', ...,u("fl)) , e v' = f(v,t) = A(t)v + g(t)
dove
0 1 0 0
0 0 1 0 O
A(t) = .. . o9 = (B.8)
0 0 e 0 1 ?t)
—ao(t) —ai(t) - —an_1(t) —an(t) q

Piu in generale, il sistema di equazioni differenziali
u = A(t)u, (B.9)

dove t € I C R +— A(t) € R™™ & una matrice che dipende in modo continuo da ¢,
€ un sistema di equazioni differenziali del prim’ordine di dimensione n per la funzione
incognita t € R — u(t) € R™. Nel caso A(t) = A non dipenda da t parleremo di un
sistema di equazioni differenziali di dimensione n a coefficienti costanti.

12gi veda il gia citato articolo di J.H. Hubbard nella nota 11.
1?’Nell’equa‘zione differenziale il vettore v’ va interpretato come vettore colonna.
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Naturalmente, anche le equazioni scalari non lineari di ordine n possono riscriversi sotto
forma di sistema n—dimensionale del prim’ordine:

u™ = g(u, ..., u™ "V 1) = v = f(v,t) (B.10)
dove si € posto

Vit1, sel<i1<n-—1
v (s u™ DY, fi(0,t) = (B.11)
g(v,t), sei=n.

Secondo Newton, il moto t € I — z(t) € R® di un punto materiale di massa costante
m > 0 e descritto dall’equazione f = m, dove t, la variabile indipendente, € il tempo;
il punto (anziché P'apice) denota la derivata rispetto al* t e f = (f1, fo, f3) la forza
esercitata sul punto. Se la forza dipende dalla posizione, dalla velocita del punto e dal
tempo, 'equazione di Newton é descritta da un sistema di 3 equazioni differenziali del
second’ordine:

mi = f(x,z,t), — m; = fi(x,z,t), (i=1,2,3). (B.12)

Un’altra classe di esempi importante sono i sistemi hamiltoniani, che descrivono ’evo-
luzione di ‘sistemi dinamici conservativi’. Data una funzione H € C* di 2n + 1 variabili
(pyq,t) = (P1y ey Prs Q15 -Gy t), il Seguente sistema del prim’ordine di 2n equazioni de-
scrive I’evoluzione di un sistema hamiltoniano con ‘n gradi di liberta’, con hamiltoniana
H, dove, come d’uso comune, la variabile indipendente ¢ denota il ‘tempo’:

p:_Hq(paQ7t) pZ:_qu(pvqat)7 1SZSn7
= (B.13)

q:Hp(p7Q7t) Qi:Hpi(paq,t)a 1§Z§TL

Per esempio, il ‘pendolo matematico’, la cui evoluzione & descritta dall’equazione (viii)
nel caso A = € = 0 ¢ un sistemo hamiltoniano ad un grado di liberta e con hamiltoniana

P2
H(p,q) = 5 cosq, (B.14)

avendo posto, ¢ = ¢(t) = u(t) e, quindi, v’ == ¢ = H, = p.

Un ultimo esempio della forma @ = f(u) con u(t) == (z(t),y(t),2(t)) € R® e f funzione
(vettoriale) polinomiale di grado 2, e, quindi, dalla forma matematica assai semplice,
ma con una dinamica estremamente ricca e non ancora completamente studiata, e il

. . =4
‘sistema di Lorenz!®’:

=0y —x)
y=z(p—2z)—y (B.15)
Z=uxy— Bz

dove o, p, B sono costanti fisiche positive; tale sistema & uno dei prototipi alla base della
‘teoria del chaos!'®’.

B.1.3 Tre esempi risolubili

Alla fine del paragrafo § B.1.1, abbiamo visto come gli esempi (i) e (v) fossero ‘esplicita-
mente’ risolubili. Vediamo qui altri tre casi semplici ma importanti di equazioni (o sistemi di
equazioni) differenziali risolubili'”.

14Quindi & denotala la velocitd istantanea del punto z e & (la derivata seconda rispetto a t) la sua accele-
razione. Questa notazione ¢ stata introdotta da Newton stesso; cfr. https://en.wikipedia.org/wiki/Notation_for_
differentiation

15https://en.wikipedia.org/wiki/Lorenz_system
16h‘ct:ps://en.wikipedia.org/wiki/Chaos_theory
17 Anche gli esempi (ii), (iii), (iv), (v) e (vii) sono risolubili: cfr. Complemento B.1.
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Equazioni scalari lineari del prim’ordine

Consideriamo un’equazione scalare del prim’ordine lineare non omogenea e in forma normale
per una funzione ¢ — u(t), ossia'®

' =a(t)u+b(t), (B.16)

dove I & un dato intervallo di R e a,b € C(I). Se fissiamo ¢ € I, poniamo

a(t) ::la(s)ds (B.17)

e moltiplichiamo per e=*® i termini dell’equazione in (B.16), otteniamo

;) — — —
u'e ® —ae”“u=e" %,

ossial?
(ue*a)/ =e “D. (B.18)
A questo punto, integrando la relazione (B.18) tra ¢ e ¢, osservando che a() = 0, segue dal
Teorema fondamentale del calcolo che
t
u(t) = e*Du + eo‘(t)/ e G)p(s) ds, dove @ :=u(t). (B.19)

t

Queste, sono tutte (e sole®®) le soluzioni differenziabili di (B.16).

Si noti che le soluzioni di (B.16) sono definite su tutto U'intervallo I in cui le funzioni a e b
sono continue.

Equazioni scalari a variabili separabili
Siano I e J intervalli e f € C(J,R), g € C(I,R). Vogliamo determinare le soluzioni C! di*!
o = flu)glt). (B.20)

Fissiamo ¢ € I e sia @ :== u(t) il valore della soluzione u (ammesso che esista) in ¢. Se f(u) = 0,
chiaramente, u(t) = @ & soluzione di (B.20). Supponiamo ora che f(@) # 0. Per il teorema di
permanenza del segno, esiste un intervallo aperto Jy C J contenente @ tale che f(z)- f(@) > 0
per ogni x € Jy. Inoltre se u & una soluzione C' di (B.20), per t vicino a t, u(t) € Jy e
possiamo, dunque, dividere per f(u) ottenendo

— =g(t). (B.21)
Integrando tra ¢ e t, otteniamo
t u t
——dt =G(t) , G(t ::/ s)ds B.22
[ smi=cw.  co= [ o (3.22)

Facendo il cambio di variabile x = u(#) nel primo integrale in (B.22), essendo u(f) = ,
otteniamo

u(t) g
X
/ B — G (B.23)
181 esempio (i) & di questa forma con a(t) = —k e b = 0.
19per il Teorema fondamentale del calcolo si ha (e7%) = e™%(—a)’ = —ae™°.

201, unicita deriva dal fatto che abbiamo dedotto la (B.19) direttamente dalla (B.16) (assumendo, naturalmente,
che u fosse derivabile).

21Naturalmente7 I’espressione ‘variabili separabili’ deriva dal fatto che il membro di destra di (B.21) ¢ il prodotto
di una funzione della sola ‘variabile indipendente’ ¢t e della sola ‘variabile dipendente’ w.
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Sia, ora, F'(z) := F(x; @) la funzione integrale di 1/f con punto base @, ossia
_ [Ty

e fW)

e si osservi che (per il Teorema fondamentale del calcolo) F'(x) = 1/f(z) # 0, per z € Jy, e

dunque z € Jy + F(x) & una funzione invertibile con inversa C!. Se denotiamo con F~! la
funzione inversa di F, da (B.23), troviamo F(u(t)) = G(t) e quindi:

u(t) = (F~ 1o G)(t). (B.25)

Si noti che la funzione F~! o G & di classe C*(ly, Joy) dove Iy ¢ il pitt grande intervallo aperto
contenente ¢ tale che?? G(Iy) C F(Jo). Abbiamo dimostrato che I'unica soluzione derivabile
t € Inp— u(t) € Jy tale che u(t) = u ¢ data da (B.25) e (B.24).

F(x): (B.24)

Sistemi lineari a coefficienti costanti

L’esponenziale di matrice? & lo strumento giusto per risolvere sistemi di equazioni differenziali
lineari a coefficienti costanti: infatti, data una matrice A € R"*™ e un punto Z € R™, da (1.89)
segue che, t — u(t) = ez ¢ differenziabile e verifica

v =Au, u(0) =1z. (B.26)
In effetti, si ha
Proposizione B.1 ¢t € R — a(t) = 'z € R" ¢ l'unica soluzione di (B.26).

Dimostrazione Sia v € C'(E,R") una soluzione di (B.26) con E un intervallo aperto di R
contenente 0. Mostriamo che si deve avere v(t) = @(t) per ogni ¢t € E. Supponiamo, infatti,
per assurdo, che @ e v non coincidano su F e sia w := u—wv. Sia I C F il piu grande intervallo
contenente 0 per cui w(t) = 0 per ogni t € I. Secondo la nostra ipotesi I non coincide con E
e quindi almeno uno dei suoi estremi ¢ un punto 7 € E. Poiche w(t) ¢ continua, w(r) = 0.
La funzione w soddisfa w’ = Aw e w(7) = 0. Supponendo che 7 sia l'estremo destro di I (il
ragionamento nell’altro caso & perfettamente analogo), integrando la relazione w’ = Aw tra
Tet>T1cont<rT+e¢ ed e sufficientemente piccolo, si ha?*

wlt) =u(r) + | Au(s)ds = A / w(s) ds.

T

25.

e, passando alle norme
t
w(#)] = ‘A/ w(s)ds| < 41 sup ) < (B.27)
T T, T+e
e, quindi, (prendendo I’estremo superiore su t € |1, 7 +¢]),

sup [w] < [|4]-<- sup |u]

[T, 7+¢€] [T, 7+€]

il che, se scegliamo ¢ tale che [[Alle < 1, ¢ assurdo a meno che supy, ., [w| = 0; ma in tal
caso I non sarebbe il piu grande intervallo su cui w = 0, e si avrebbe una contraddizione.
Dunque I ed E debbono coincidere, ossia, 4 = v su F .

La funzione vettoriale v(t) = eA(t=z & soluzione di

v = Av, v(t)=1=. (B.28)
D’atra parte se v verifica (B.28), allora u(t) := v(f + t) verifica (B.26) e quindi, per la
Proposizione B.1, u(t) = e**Z e quindi v(t) = eA¢=Dz. In altri termini:
v(t) = eAt=Dz ¢ P'unica soluzione di (B.28).

228i noti che G(f) = 0 = F(a).
23Cfr. Complemento 1.5.

24Per integrazione di funzioni a valori vettoriali si veda il Complemento 1.3 ed in particolare (1.67) e (1.66).
Y-

| denota una qualunque norma matriciale rispetto ad una qualunque norma | - | in R™.
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B.1.4 Osservazioni

Concludiamo questa breve introduzione alle equazioni differenziali ordinarie con alcune osser-
vazioni.

(i)

(iii)

Nel caso f(z) = 0 abbiamo osservato che u = Z ¢ soluzione di (B.20). Ma, in generale,
tale soluzione potrebbe non essere unica. Per esempio, se f(z) = x2/3, g(t) =1, (B.20)
diventa

u' = u?? (B.29)

e se poniamo Z = 0 = ¢, vediamo che (B.29) con la condizione u(0) = 0 ammette le
soluzioni u; = 0 e ug := t3/27. Infatti vi sono infinite soluzioni C*(R) di (B.29) con
u(0) = 0 tra le quali, per esempio,

0, set<s,
uf(t) := (B.30)
(t—s)%/27, set>s,

dove s ¢ un parametro non negativo.

Un altro punto importante & che la (unica) soluzione (B.25) di (B.20) con u(t) = Z nel
caso f(Z) # 0 ¢, in generale, definita solo in un intorno di . In effetti puo succedere che
I’intervallo massimale di esistenza della soluzione u sia limitato anche se le funzioni f e
g sono C*°(R), come mostra il seguente esempio: sia f(x) = 22, g(t) = 1 e cerchiamo di
determinare la soluzione di

u = u?, u(t) =z, (B.31)

con Z # 0. Calcoliamo la funzione integrale x — s = F'(x):

“d 1" 1 1
F(w):/ = = [—} =——= (B.32)
la cui funzione inversa e data da
1
F7l(s) = 7 : (B.33)
15
t
Essendo, nel presente caso, G(t) := / ds =t — t, otteniamo
t
u(t) = F1oG(t) = L T. '*erl (B.34)
- Tt e T '

L’intervallo I su cui & definita la soluzione u(t) dipende dal segno di Z ed & dato da

(—00,Te), sex >0,
I:=1I(1z):= (B.35)
(Te,+0), seZ <0.

Nella singolarita Te, u(t) ha un asintoto verticale, in altri termini, la soluzione ‘esplode
in tempi finiti’.

Se denotiamo con u(t; ¢, z) la soluzione u(t) (B.34) dell’equazione (B.31) con & # 0, si
vede immediatamente che

lim u(t;¢,7) = 0.

z—0
In effetti, come osservato piu volte, t € R — wu(t) = 0 & soluzione di (B.31) con Z = 0,
ma la soluzione nulla non si ottiene col metodo di separazione di variabili (dove abbiamo
usato l'ipotesi che z # 0). Rimane il dubbio che ci possa essere un’altra soluzione del
problema (B.31) con = 0 che non sia identicamente nulla, come accade nell’esempio
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Figura B.1: La soluzione u(t) di (B.31)

del punto (i). Ma questo non ¢ il caso: u(t) = 0 é 'unica soluzione di (B.31) con & = 0.
Infatti, sia t € I — u(¢) una qualunque soluzione di (B.31) con z =0 e ¢ € I. Allora, se
v(t): jtitu2(s)ds7 si ha

0=e"(u —u?) = (e*”u)l,
il che implica che e~"u & costante su I ed essendo e *®u(f) = 0 si ha che u(t) &
identicamente nulla su I. Quindi u = 0 & 'unica soluzione di (B.31) con & = 0.

Negli esempi sinora discussi — a parte il caso dell’esempio (i) di questo paragrafo —
abbiamo visto che il problema di determinare la soluzione u(t) di un sistema di equazioni
differenziale

= wi(t) = fi(u(t),t) , V1 <i<n, (B.36)
con ‘dato iniziale’ u(f) = T assegnato, ammette una ed una sola soluzione, e che tale

soluzione, in generale, ¢ definita in un opportuno intorno di ¢. Tale problema prende il

nome di problema di Cauchy o problema ai valori iniziali®®.

Un risultato fondamentale che dimostreremo nella prossima sezione € che il problema
di Cauchy ammette una ed una sola soluzione locale in®" t, assumendo che la funzione
f sia localmente lipschitziana (in x uniformemente in t).

Si noti che la funzione u € R + f(x) = 2?/3 (cfr. esempio (i) di questo paragrafo) non
e lipschitziana in un intorno di 0.

Vi sono naturalmente molti altri risultati riguardo esistenza e/o unicita di equazioni
differenziali?®; per esempio, vale il teorema di Peano, secondo il quale, se f in (B.39)
& continua, allora esiste sempre almeno una soluzione locale (che, come sappiamo, puo
non essere unica).

Dal punto di vista fisico, trovare una soluzione di (B.39) significa trovare una curva
(o una ‘orbita’) t € I — u(t) € R™, con I intervallo che contiene ¢, che passi per
7 nell’istante ¢ e tale che la sua velocita u/(#) (che geometricamente rappresenta un

vettore tangente alla curva descritta da w al variare di t) coincida col ‘campo vettoriale’

fu(®), ).

26 Ancora una volta, si pensa all’interpretazione di ¢t come ‘tempo’ ed all’equazione differenziale (B.36) come ad
una ‘equazione di evoluzione’ per la funzione incognita w.

27Ossia, definita in un opportuno intorno I di ¢.

28Cfr. [E. Coddington, N. Levinson, “The theory of ordinary differential equations”, McGraw—Hill (1955)], uno
dei testi di riferimento fontamentali sulla teoria delle equazioni differenziali ordinare.
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Figura B.2: Campo vettoriale f(z,t) e orbita t — u(t)

(vi) Come visto, in alcuni (rari) casi, & possibile trovare una ‘formula risolutiva’ di una
equazione (o di un sistema di equazioni) differenziale (cfr. § B.1.3). Ma, anche in tali
casi, non ¢ sempre ovvio ricavare informazioni qualitative sulla soluzione, specialmente
per tempi lunghi. Si pensi, per esempio, al caso (assai semplice) delle equazioni scalari a
variabili separabili (B.25): la soluzione generale ¢ data in forma implicita ed in termini
di integrali, che, di norma, non sono calcolabili esplicitamente; in particolare, pud non
essere immediato stabilire, per esempio, il comportamento asintotico (per t — +o0)
della soluzione.

D’altra parte, abbiamo gia sottolineato come ‘semplici’ equazioni differenziali possano
avere soluzioni estremamente complicate, con evoluzione non prevedibile??.

In effetti, il punto di vista moderno sulle equazioni differenziali ordinarie, introdotto, tra
gli altri dal grande matematico e fisico teorico Henri Poincaré®” a partire dalla seconda
meta del 1800, ¢ proprio quello di determinare il ‘comportamento’ per tempi lunghi
delle soluzioni, dando particolare rilevanza a determinate soluzioni (periodiche, quasi-
periodiche, omocline, eterocline) ed allo loro stabilita. Questo nucleo di idee ¢ alla base

della moderna teoria dei sistemi dinamici®!.

B.2 Teorema di esistenza e unicita locale

In questo paragrafo discutiamo il problema di Cauchy e il fondamentale teorema di Picard—
Lindel6f3? che, sotto opportune ipotesi, garantisce esistenza, unicita e dipendenza continua
dai dati iniziali di soluzioni locali.

La dimostrazione sara basata su alcuni lemmi, di notevole interesse per sé stessi.

B.2.1 Definizioni ed enunciato del Teorema

Cominciamo con la definizione precisa di soluzione (locale) di un problema di Cauchy e con
un’osservazione preliminare:

Osservazione B.2 (i) Sia A C R™*! un insieme aperto, f € C(4,R") e (z,t) € A. Ad una
funzione v € C'(I,R™), I intervallo contenente ¢, tale che (v(¢),t) € A per ogni ¢ € I, possiamo

29Cfr. Esempio (viii) di § B.1.1 e nota 11, o Esempio (xiii) di § B.1.1.

30https ://it.wikipedia.org/wiki/Henri_Poincar?’C3%A9

3lnttp://www.scholarpedia.org/article/Dynamics

32https://en.wikipedia,org/wiki/Picard%EZ%SO%QBLindel‘Z,CSZBSf_theorem e in particolare D’articolo [Lindeldf, E.
(1894). “Sur ’application de la méthode des approximations successives aux équations différentielles ordinaires du
premier ordre”. Comptes rendus hebdomadaires des séances de I’Académie des sciences. 116: 454-457] in cui Lindel6f
discute una generalizzazione del metodo iterativo introdotto da Picard.
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associare una nuova funzione ®(v) := ®(v; 7, 1) definita come segue:

tel— ow)(t) =(v;z,0)(t) =7+ /ttf(v(s), s)ds € R™. (B.37)

Per il Teorema fondamentale del calcolo, ®(v) & una funzione C*(I,R"™) ¢33

(2(vs2,0)'(1) = f(0(t)t),  @(v;2,0)(D) =2 (B.38)
L’*operatore’ v — ®(v) prende il nome di operatore di Picard.
(ii) Sia A C R™™! un insieme aperto, f € C(A,R") e (z,t) € A. Una funzione u € C*(I,R"),
I intervallo contenente t, tale che (v(t),t) € A per ognit € I, soddisfa il problema di Cauchy

u'(t) = f(ult),t),
u(ﬂ =z,
se e solo se u & un punto fisso dell’operatore di Picard:
t
u(t) =2z +/ flu(s),s) ds. (B.40)
t

Infatti (B.40) si ottiene immediatamente da (B.39) integrando ambo i membri dell’equazione
differenziale in (B.39) tra ¢ e ¢ ed usando il Teorema fondamentale del calcolo, mentre se vale
(B.40), da (B.38) segue che u ¢ soluzione di (B.39).

(B.39)

u=®(u; 1) BN

Definizione B.3 Sia A C R™™! un insieme aperto. Denotiamo con Lip,(A,R™) il sottoin-
sieme di C(A,R™) formato dalle funzioni localmente lipschitziane rispetto a z unifor-
memente in t, ossia, tali che:

VK CAcompatto 3L>0| [f(z,t)— f(y,t)| < Llz—y|, V (,0),(y.t) € K. (B.4l)

Osservazione B.4 (i) La (B.41) & equivalente a richiedere che per ogni (Z,) € A esistono

D = D(z,p) = {z € R"| |z — z| < p}, J=JtT)=[t—1,t+7], (B.42)
con p,7>0taliche DxJC Ae
IL>0]| |f(zt)— fly, )| <Llz—y|, Va,yeD, Vtel. (B.43)

Dimostrazione Se vale (B.41), vale (B.43) essendo D x J in (B.42) compatto. Dimostriamo
il viceversa e assumiamo che per ogni (Z,t) € A, esistono p,7 > 0, D e J come in (B.42) per
cui vale (B.43) con L(p,7) := L. Sia K C A compatto. Chiaramente K C U 5 B(p,7)
con B(p,7) := {x € R"| |z —Z| < p} x (I — 7,1+ 7) e per la proprieta di Heine-Borel (cfr. § 5,
Cap. 1), esistono N insiemi aperti B; := B(p;, ;) tali che K C |J; ;< Bi- Se L = min{L;}
con L; = L(p;, 7;), allora vale (B.41). i

(ii) Se f € C1(A) con A C R"*! aperto, allora dal teorema del valor medio (Proposizione 2.18-
(i)) segue che f & localmente lipschitziana rispetto a « uniformemente in ¢ nell’intorno di ogni
punto (z,t) € A: infatti, se p,7 > 0 sono tali che D x J := D(z,p) x J(t,7) C A, si pud
prendere L := maxpx s |V, f|; cfr. (2.39).

Il seguente teorema e il risultato piu importante del capitolo.

Teorema B.5 (Picard—Lindel6f) Sia A un aperto di R"*! e f € Lip,(A,R"). Sia (z,t) €

A e siano D e J come nella Definizione B.3. Definiamo®*:
M= Ilgla)j|f\, T :=min{7,p/M}, [=[t-T,t+T)]. (B.44)
X

Allora, esiste una ed una sola soluzione u € C1(I, D) del probema di Cauchy (B.39).

La dimostrazione sara data alla fine del § B.2.4.

33gi applichi il Teorema fondamentale del calcolo componente per componente: si noti che, essendo f continua,
I’integrando ¢t — f;(u(t),t) & una funzione continua dall’intervallo I in R.

3430 M = 0, si ha che f = 0 e quindi il relativo problema di Cauchy & banale: I'unica soluzione di (B.39) & data
da u(t) = 0 (e, in particolare T = 400).
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B.2.2 Lemma di Picard

Il primo dei lemmi su cui si basa la dimostrazione del Teorema B.5 fornisce un algoritmo —
basato sull’iterazione dell’operatore di Picard — per costruire una soluzione di (B.39):

Lemma B.6 (Picard) Siano A, f, D e I come nel Teorema B.5. Si definiscano iterativa-
mente, per k > 0, le funzioni
z, se k=0,
D(up_1;,t) = :E+/ flug—1(s),s) ds, sek>1.
T

Allora, per ogni k > 1, u, € C*(I, D) e

M (L]t —t)*
L k! ’

La successione {uy} converge uniformemente ad una soluzione soluzione C'(I, D) di (B.39).

un(t) — up_1(t)] < Vi]t—f<T. (B.46)

Dimostrazione Dimostriamo, innanzitutto, che la successione u; ¢ ben definita, ossia che
ug € C(I, D) per ogni k (cosa necessaria per poter definire ®(uy;z,t)). Per k =0, ug =7 €
C(I, D) ovviamente. Sia, ora, k > 1 e assumiamo che ux_1 € C(I, D), allora ®(ux_1;7,t) &
ben definita e quindi

(B.44) (B.44)
g (¢ fx|7‘/fuk1 ds’</\fuk1 s)ds| < TM < p,
il che mostra che ug(t) € D per ogni t € I. Dal Teorema fondamentale del calcolo segue poi
che u, € CY(I,D) C C(I, D).

Dimostriamo, ora, (B.46). Sia, per k > 1, wy = ur — ug—1 e procediamo per induzione su
k>1.Per k=1eperognitel,siha

] = 100700 ol = | [ 1@ 5] < | [ 100 as] < a1,

e quindi (B.46) vale per k = 1. Assumiamo ora vera la (B.46) per un k > 1 e dimostriamola
per k+ 1. Per ogni t € I si ha:

lwer1()] = Jur(t) —u(@)] = ‘/tt(f(uk(s)as) — f(wr-1(s):9)) ds‘
< [ 1m0 - o),

(B§3) L'/t}(uk(s) - uk_l(s)’ ds

Tk
L’/}wk |ds = ML’“‘/'S f ds|

M (L[t —#])k+!
L (k+1)!

dove I'ultima uguaglianza segue subito distinguendo i due casit <t <t+Tet—-T <t <t
k

Ora, uy = + Z w; e da (B.46) segue che la serie ) w; converge totalmente su I e quindi
j=1

converge uniformemente su I ad una funzione u € C(I, D) ( Proposizione 1.56). Si noti che

f(uk,t) = f(u,t) uniformemente su I (essendo |f(ug,t) — f(u,t)] < Llug — u|) e che per

(B.38), uj, = f(u;C 1(t),t) = f(u(t),t) uniformemente su I. Dunque, dalla Proposizione 1.61

segue che u}, — v’ uniformemente su I e che v’ = f(u,t). Infine, u;(¢) = T per ogni k e quindi

u(f) = & cosicché u @ soluzione di (B.39). |
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B.2.3 Lemmi di Gronwall

Il prossimo lemma, noto come ‘Lemma di Gronwall®®’, & un semplice risultato per funzioni di
una variabile reale, ma e di grande utilita nello studio generale delle equazioni differenziali.
Qui, da esso dedurremo 'unicita nel problema di Cauchy (B.39) e la dipendenza continua
delle soluzioni dal dato iniziale.

Lemma B.7 (Gronwall) Sia I un intervallo e a,6 > 0. Sia g € C(I,[0,+00)) tale che, per
unt € I, si abbia

g(t) <6+ a‘/ttg(s) ds|, vtel. (B.47)

Allora, per ognit € I, si ha
g(t) < declt=tl (B.48)

Dimostrazione Per o = 0 il lemma e una tautologia. Assumiamo « > 0. Supponiamo prima
t
che t > ¢. Sia G(t) == / g(s)ds; allora G € C1(I) e G(t) = 0 e, per il Teorema fondamentale
t

del calcolo e (B.47), si ha
G'=g<di+aG. (B.49)

at

Moltiplicando tale relazione per e~**, vediamo che essa ¢ equivalente alla diseguaglianza

(Geot) < deot. (B.50)

Integrando (B.50) tra t e ¢ e ricordando che G(¢) = 0 si ottiene

at e—at

Gt)e ot < 5%, (B.51)

ossia G < 6o~ (e*tD) — 1), Ricordando che g < 0 4 aG, si ottiene I'asserto (quando t > £).

7
Nel caso t < t, si ha che g(t) < 4§+ a/ g(s)ds, e ponendo, come prima,
t

G(t) = / g(s)ds = / 'g(s)ds.

si ottiene che G’ = g < § — aG che & equivalente a (Ge®?) < fet. Integrando tale relazione
tra ¢ e 7, si ottiene —Ga < 5[e®@= — 1] da cui segue che g < se®(=t) = geolt=il |

Anche se non intervengono nella discussione del Teorema di Picard—Lindel6f, includiamo in
questo paragrafo altri due semplici risultati di calcolo in una variabile, che utilizzeremo nel
§ B.3.4 sull’analisi qualitativa di moti unidimensionali: il primo & una versione differenziale
del Lemma di Gronwall, il secondo ¢ un ‘teorema di confronto’ per soluzioni di disequazioni
differenziali.

Lemma B.8 (Secondo Lemma di Gronwall) Sia I un intervallo, t € I, L > 0. Assu-
miamo che u € C*(I,R) sia tale che

u'(t) < Lu(t)], Viel. (B.52)

Allora, se u(t) <0, si ha che u(t) <0, per ogni t > 0; se u(t) > 0, si ha che u(t) > 0, per
ogni t < 0.

35https://it.wikipedia.org/wiki/Lemma_di_Gronwall#cite_note-gronwall-1
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Dimostrazione Innanzitutto, osserviamo che & sufficiente dimostrare il primo caso (il secondo
caso segue dal primo sostituendo u con —u). Sia u(f) < 0 e sia 7 = sup{t € I| u(t) < 0}.
L’asserto e equivalente a dimostrare che 7 = b := sup I. Supponiamo, per assurdo, che 7 < b.
Allora u(7) = 0 e per ogni s € (7,b) si ha che u(t) > 0 per ogni t € J := (7, s]. Fissiamo
un tale s, allora, da (B.52) segue che v’ < Lu su J, ossia, v’ — Lu < 0, che & equivalente a
(e‘Ltu)/ < 0. Integrando tale relazione tra 7 e s otteniamo e~ L*u(s) < e L7u(r) = 0, che &

una contraddizione, essendo u(s) > 0. i

Corollario B.9 Sia A C R?%, f,g € C(A,R) con g localmente lipschitziana in x uniforme-
mente int. Sia I un intervallo, t € I e siano u,v € C(I,R) tali che (t,u(t)) € A e (t,v(t)) € A
per ognit € I e tali che

W (t) < flu(t),t)
{ V'(t) > glo(t),t) (B.53)
flu(t),t) < glu(t),t). (B.54)

Allora, se u(t) < v(t) si ha che u(t) < v(t) per ognit € I, t > t; se se u(t) > v(t) si ha che
u(t) > v(t) per ognit € I, t <t.

Dimostrazione Siano a <t < b, a,b € I e sia

L= {(u(t), )|t € [a,0]} U{(v(t), )|t € [a,b]},

e K C A un qualunque compatto che contenga I'. Sia L > 0 tale che |g(z,t)—g(y,t)| < Llz—y|,
per ogni (z,t), (y,t) € K. Allora, se w := u — v segue che
(B.53) (B.54)
w o= = < f(u,t)—g(v,t) < g(u,t)—g(v,t)ﬁ|g(u,t)—g(v,t)|§ll|u—v\
= Lfwl,

e la tesi, per ¢ € [a, b], segue dal Lemma B.8 con u sostituito da w e I da [a, b]. Dall’arbitrarieta
di a e b, segue la tesi per t € I. |

Spesso, il Corollario B.9 si applica alle equazioni (piuttosto che alle disequazioni) differenziali,
nella seguente forma (che ¢ un caso speciale del Corollario B.9):

Corollario B.10 (Teorema di confronto) Sia A C R?, f,g € C(A,R), f < g, e g loca-
mente lipschitziana in x uniformemente in t. Sia I un intervallo, t € I e siano u,v € C(I,R)
tali che (t,u(t)) € A e (t,v(t)) € A per ognit € I e tali che

v'(t) = g(v'(t),1) . (B.55)
Allora,
u(f) < v(f) u(t) <o), Vizi, t el
ult) >vt) = w®)>vl), Vi<i, t €1;
ut) <o), Vixt, t €1,
u(t) =v(®) {u(t)>v(t), Vi<i, t el

B.2.4 Unicita e dipendenza continua dai dati iniziali

Dal Lemma di Gronwall segue facilmente il seguente risultato:
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¥

Figura B.3: Due soluzioni di & = f(u,t) e v = g(v,t) con f < g
Proposizione B.11 Sia A C R""! un aperto e f € Loc.(A,R™). Siano, peri = 1,2, (z;,t) €
A ewu; € CYHI,R™) soluzioni dei problemi di Cauchy:

u/’(t):f(ui(t)at)’ Vtel,

3

(B.56)
ui(t) = z;
con I :=[a,bl,a<t<be
I = {(u1(t),t)|t € [a,b]} U{(uz(t), t)|t € [a,b]} € A.

Sia L la costante di Lipschitz in x relativa al compatto I'. Allora, per ognit € I

lup (t) — ug(t)| < |&1 — Zo| 1070 (B.57)
In particolare, se T1 = T2, allora ui(t) = ua(t) per ognit € I.
Dimostrazione Sia g(t) := |uy(t) — ua(t)|. Poiché le u; verificano I’equazione integrale (B.40)

(con Z; al posto di T e u; al posto di u), si ha che

glt) = ’@ — Ty + /t(f(m(s)as) - f(u2(3)73))d3‘

IN

|Z1 — To| + ‘/tt|(f(U1(S),S) - f(U2(5)75)|d5‘

IN

t
|Z1 — Za| + L‘/ lui(s) — ua(s)| ds‘
i

[ oteras|.

Dal Lemma di Gronwall con I sostituito da [a,b], 6 = |ug — uz|, & = L, segue (B.57) per
t € [a,b]. L’ultima affermazione segue da (B.57).

|Z1 — Za| + L

Osservazione B.12 (Dipendenza continua dai dati iniziali) La Proposizione B.11 as-
serisce che le soluzioni locali del problema di Cauchy dipendono in modo continuo dal dato

iniziale, infatti vi dipendono in modo lipschitziano con costante di Lipschitz data da eZlt—*l;
cfr. (B.57).
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Si noti, anche, che due soluzioni inizialmente vicine potrebbero allontanarsi I'una dall’al-
tra, per ¢ > t (o t < ), ad un tasso esponenziale. In effetti tale fenomeno puod realmente
accadere: basti pensare al caso scalare v/ = Lu con L > 0. In tal caso u;(t) = el(t=Dz;
e |ui(t) — ug(t)| = eX=D|z; — Zy|, il che mostra che la costante lipschitziana in (B.57) &
ottimale.

La dimostrazione del Teorema di Picard—Lindeldf e, a questo punto, immediata:

Dimostrazione (del Teorema di Picard-Lindel6f B.5) Dal Lemma di Picard B.6 segue che
u = lim ®(uy; 7,%) (cfr. (B.45)) & una soluzione C'(I, D) del problema di Cauchy (B.39) e
tale soluzione & unica per la Proposizione B.11 applicata con A =D x I.

Osservazione B.13 (i) L’enunciato del Teorema B.5 & quantitativo, ossia, fornisce una stima
del dominio e del codominio della soluzione locale del problema di Cauchy. Una versione sin-
tetica qualitativa del Teorema di estenza ed unicita locale per equazioni differenziali ordinarie
che discende immediatamente dal Teorema di Picard—Lindel6f ¢ la seguente:

Teorema di esistenza e unicita locale per EDO?® (enunciato qualitativo)

Sia f : (z,t) € A C R"™ 5 f(x,t) € R™ una funzione localmente lipschitziana rispetto a x
uniformemente in t. Allora, esiste una ed una sola soluzione locale del problema di Cauchy
(B.39).

(ii) Si noti che nell’enunciato del Teorema di Picard-Lindeldf, la costante di Lipschitz L non
appare; essa compare, come appena osservato, nella dipendenza dai dati iniziali oltre che nella
dimostrazione del Lemma di Picard).

(iii) (Regolarita in t) Le soluzioni (classiche®”) del problema di Cauchy sono, per definizione,
differenziabili. In effetti, se il campo f & piu regolare, le soluzioni di un’equazione differenziale
sono automaticamente piu regolari anch’esse. Per esempio, vale la seguente affermazione:
Sia k € N, A un aperto di R"*', f € C*(A,R"), I un intervallo, u € C*(I,R") tale che
(u(t),t) € A perognit € I eu' = f(u(t),t), per ognit € I. Allorau € C*1(I).
Dimostrazione Dimostriamo, per induzione su 1 < j < k+ 1, che u € Ci(I ) Per ipotesi
u € C'. Assumiamo ora u € C7(I) per un 1 < j < k e dimostriamo che u € C/T1(I). Dalla
Proposizione 2.33, segue (essendo k > j) che la funzione composta t € I +— f(u(t),t) ¢ di
classe C7(I). Ma, per I'equazione differenziale, f(u(t),t) = v/(t) e quindi ¢ — /(t) € CI(I),
che & equivalente a dire che u € CI+1(I). i

Questa osservazione permette di calcolare, iterativamente, le derivate successive di u dall’e-
quazione u' = f(u,t). Per esempio, se f € C(A), allora

UN - fw(ua t)u/ + ft(u7 t) = fw(u7 t)f(ua t) + ft(uv t) ) (B58)
(dove u e le sue derivate sono calcolate in t), o, in componenti,

— 0f; , | Ofi — 0f; f;
W = ; 83{' (u, t)uj; + (9]; (u,t) = ; 8xf- (u,t) fi(u,t) + 8]; (u,t). (B.59)

J J

B.3 Soluzioni massimali e soluzioni globali

L’unicita locale permette di estendere, in modo massimale, le soluzioni locali del problema
di Cauchy. In questa sezione daremo la definizione di soluzione massimale di un problema di
Cauchy, discuteremo quando e possibile estendere una soluzione locale. Discuteremo, poi, qual

36 Acronimo per ‘Equazioni Differenziali Ordinarie’.

37gi possono considerare classi di soluzioni piu generali (‘soluzioni deboli’) e non necessariamente differenziabi-
li di equazioni differenziali, cfr. https://en.wikipedia.org/wiki/Weak_solution; in questo testo considereremo solo
soluzioni classiche ossia differenziabili.
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¢ il comportamento di una soluzione massimale quando uno degli estremi su cui e definita &
finito ed, infine, daremo un criterio per poter estendere per t — F00 soluzioni locali.

In questa sezione, se non altrimenti specificato, A denota un aperto di R**!, U un aperto di
R™, f una funzione in Lip, (4,R"™).

B.3.1 Definizioni

Definizione B.14 Se (z,t) € A, denotiamo 6(t, ) := 6¢(t,z) l'insieme di tutte le so-
luzioni classiche (locali) del problema di Cauchy (B.39), piu precisamente: u € 6(t, )
se e solo se esiste un intervallo aperto I, tale che: t € I,,; u € C*(I,,R"); (u(t),t) € A per
ogni t € I,; u(t) = z; u' = f(u(t),t) per ogni t € I,,.

L’insieme delle soluzioni classiche 6 (t, Z) ¢ sempre diverso dall’insieme vuoto, grazie al gia
citato Teorema di Peano (cfr. Osservazione (iv) in § B.1.4); inoltre, nel caso si abbia unicita
delle soluzioni locali (cosa garantita, ad esempio, se f & localmente lipschitziana) l'insieme
“6(t,Z) ¢ un insieme parzialmente ordinato:

Lemma B.15 Se uq,us € €4(t,Z), allora ui(t) = us(t) per ognit € I, N 1,,.

Dimostrazione Segue immediatamente dalla Proposizione B.11. 1

Definizione B.16 (i) Se u,v € €(t,z) e I, C I, diremo che v estende u (o che v ¢
un’estensione di u) e scriveremo u < v; se I, C I,,, diremo che v estende u propriamente
(o che v é un’estensione propria di u). Se I, = (a,b) e I, = (a,c) con ¢ > b [rispettivamente,
I, = (¢,b) con ¢ < af diremo che v estende propriamente u a destra [risp,. a sinistra] o che
v & un’estensione destra [risp. sinistral propria di u.

(i1) Poniamo

Inax(t,7) = | Iu, (B.60)
uEG(t,z

e, per t € Inax(t,7), definiamo umax(t;t,%) = u(t) dove u € 6(f,z) ¢ tale che®® t € I,.
L’intervallo Imax(t,T), che si denota anche (T—-,Ty) o (T-(t,z),Ty (¢, 7)), prende il nome
di intervallo massimale di esistenza per (B.39) e la funzione umax prende il nome di
soluzione massimale del problema di Cauchy (B.39). Spesso denoteremo la soluzione
massimale umax (t;, ) con il simbolo ¢'(t, ).

(iii) Se Imax = R diremo che umax ¢ una soluzione globale di (B.39).

Osservazione B.17 (i) Nella definizione data di wmayx, il valore umax(t) non dipende dalla
particolare scelta di uw € 6(t,Z): se v € 6 (¢, ) ¢ anche tale che ¢t € I, per il Lemma B.15,
v(t) = u(t). Dunque la definizione di uypax nella Definizione B.16—(ii) ¢ ben posta. Si noti che
dalla definizione data segue che

o' (t,z) =17, vV (z,t) € A. (B.61)

(ii) Chiaramente, la relazione ‘<’ & una relazione d’ordine parziale su %f(f, T) € Umax € lele-
mento massimale in € (¢,Z) (ossia 4 < Umax per ogni u € 6€¢(¢,z)), o, in altri termini, Umax
non ammette estensioni proprie. Dunque possiamo identificare € (¢, Z) con la soluzione mas-
simale t € I.x(t,Z) — ¢'(t, Z): ogni elemento di u € €¢(¢, %) non & altro che una restrizione
di t — ¢'(t,7) ad un intervallo aperto I,, C Iyax(f, %) che contenga Z.

(iil) Per ogni (Z,t) € A, si ha
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Figura B.4: II ‘lusso’ ¢*

Dimostrazione Siano: u(t) = ¢'({, ), I, = Inax(t,T), y = ¢*(t, ), v(t) == ¢'(s,y), e I, ==
Imax(s,y). La funzione u verifica w'(¢) = f(u(t),t) e u(s) =y, quindi u € 6(s,y) e dunque,
per definizione di Inax(s,9) € t = ¢'(s,y) = umax(t; s,y), si deve avere I, C Inax(s,y) = I,
eu < v = ¢'s,y). Sul, = I, N I,, per il Lemma B.15 u e v (essendo due elementi di
“67(s,y)) coincidono; in particolare T = u(t) = v(¢) e dunque v € €;(¢,z). Ma allora, deve
essere I,, = I, (altrimenti v sarebbe un’estensione propria di u in € (¢, ), il che ¢ impossibile
essendo U = Umax(+; ¢, 7)) e quindi u = v. i

(iv) Un esempio in cui tutte le soluzioni del problema di Cauchy sono globali & dato dai sistemi
di equazioni lineari a coefficienti costanti (B.26) (cfr. Proposizione B.1).

B.3.2 Criteri di estensione e di globalita

Il seguente risultato fornisce una caratterizzazione semplice dell’estendibilita delle soluzioni
del problema di Cauchy:

Lemma B.18 Sia (z,t) € A. Una soluzione u € € (t,Z) con I, = (a,b), b € R, ammette una
estensione destra propria v (ossia, I, = (a,b+¢) cone > 0) se e solo se lim;_,p u(t) = o € R™
e (zo,b) € A. Analoga affermazione vale per l’estremo sinistro.

Dimostrazione Il ‘solo se’ ¢ ovvio: se v estende propriamente v in un intorno di b, per il
Lemma B.15, v = u su I, e quindi lim;_,,_ u(t) = lim;—, v = v(b) e (v(b),b) € A.
Dimostriamo il ‘se’. Poiché (zg,b) € A, esiste una soluzione locale w € 6 (b, zp) definita su
I, = (b—¢e,b+¢) per un ¢ > 0. Definiamo,

u(t), seté€(a,b),
u(t) =
w(t) seb<t<b+e.

Per l'ipotesi su u e la definizione di € (b, z¢), limy—,— u(t) = ¢ = w(xg). Quindi v & continua
in b. Inoltre, poiché u e w sono soluzioni della stessa equazione differenziale,

lim o'(¢) = lim «/(¢t) = lim f(u(t),t) = f(zo,b)
t—b— t—b— t—b—

o . T ’ T 1

= Ap /0.0 =nee =ty o,

38Per definizione di Imax una tale u esiste sempre.
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il che mostra che v € Cl((a,b + 5)) e, dunque, che v € 6€(¢, ).

L’affermazione corrispondente per 1’estremo sinistro si dimostra in maniera analoga. 1

Osservazione B.19 (i) Nel problema di Cauchy (B.31) con (A = R?) e z # 0, la soluzione u
trovata col metodo di separazione delle variabili (B.35) & definita sulla semiretta I, = I(¢, Z)
definita in (B.35): poiché il lim;—,7. u(t) non & finito, dal Lemma B.18 segue che Iax(t,T) =
I(t,7), intervallo che ha uno dei due estremi finito.

(ii) Se una soluzione u definita su un intervallo I,, = (a,b) & tale che 3 t;, /b con u(ty) — xg
e (zo,b) € OA allora u non ammette estensione propria destra.

Dimostrazione Se u avesse una estensione destra v : (a,b 4+ ¢) — R™, per un qualche
e > 0, si dovrebbe avere che (t,v(t)) € A per ogni t € (a,b+ ¢) il che & falso essendo
(v(b),b) = (x0,b) € OA C A€ (essendo A aperto).

(iii) Dal Lemma B.18 e dalla definizione di soluzione massimale segue immediatamente la
seguente affermazione:

Sia A C R"™! un aperto, f € Lip,(A,R") e sia (z,1) € A e sia (T_,Ty) == Inax(f,Z). Se
esiste imy_, 7, Umax(t;1,T) = x4, si ha che (x4, T, ) ¢ A; analogamente per t — T_.

E interessante notare che per soluzioni u(t) di equazioni differenziali, lesistenza del limite
xo = lim;_,p u(t) & garantita dall’esistenza del limite di una qualunque successione u(ty) con
tr — b, purché il punto (x,b) appartenga al dominio di f: questo ¢ il contenuto del prossimo
lemma, la cui dimostrazione ¢ particolarmente istruttiva.

Lemma B.20 Sia (z,t) € A, sia u € €(t,%) e (a,b) == I,(t,T). Assumiamo che esista
xog € R™ tale che (x0,b) € A ety € (a,b) tali che ty — b, u(ty) — xo. Allora, linllju(t) = 1g.
—

Analoga affermazione vale per ’estremo sinistro.

Dimostrazione Passando eventualmente ad una sottosuccessione, possiamo assumere che la
successione {t} sia strettamente crescente.
Supponiamo, per assurdo, che non sia vero che lim;_,; u(t) = xo, ossia,

Je>0|Vie(ab), Fse b)) tc |u(§)—ao>c. (B.64)
Poiché (z9,b) € A, esistono 0 < p < e e 0 < 7 tali che
E=Dx[b—71,b={zeR"|z—ao| <p}x[b—7,b] C A. (B.65)

Costruiamo, ora, iterativamente, due successioni s; e k; come segue.
Sia kg tale che
lu(ty) —xol < p, YV k>ko, (B.66)

(ko esiste poiché u(ty) — xo per ipotesi) e sia k1 > ko tale che tg, > b — 7 (k; esiste perché
tr /b) . Per (B.64),
35 € (tey,b)| |u(3) —xo| =2 >p. (B.67)

La funzione t € [t,,§] — (t) = |u(t) — zo| — p & continua e, per (B.66) (essendo k1 > ko),
0(tk,) < 0, mentre, per (B.67), 6(5) > 0. Dunque dal teorema di esistenza degli zeri — o
meglio ‘del primo zero’ — per funzioni continue® esiste s; € (t,,3) tale che §(¢) < 0, ossia
|u(t) — zo| < p, V t € [tg,,51), € tale che d(s1) = 0, ossia, |u(s1) — xo| = p. Sia, poi, ka2 > ki,
tale che tg, > s1; si noti che (essendo ko > k1 > ko) |u(ty,) — zo| < p e che, essendo {¢x}
crescente ty, > ty, > b — 7. Come prima, da (B.64) e dalla continuita di u, segue che esiste

39Ad esempio, si pud prendere ny := 1 e ricorsivamente, per k > 2, ny := min{k > nk_1|tk > tnk_l}: si noti
che ¢, < b per ogni k e quindi I'insieme appena definito ¢ un sottoinsieme non vuoto di N e quindi ha minimo. La
sottosuccessione tnk ¢ strettamente crescente e t”k — b.

40vedi, per esempio, Teorema 2.51 in [C2019].
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Sg > ti, tale che |u(t) — zo| < p, ¥ tg, <t < s2, € |u(s2) — zg| = p. Iterando, troviamo due
successioni k; e s; tali che

|u(t) 71’0| <p, vt € [tkj75j)a

kjp1>ki; b—7 <ty <s; <l (B.68)

+1
Ju(s;) — 0] = p.

Si noti che anche da (B.68), segue che s; — b. Allora avremmo®!

(B.68)
p =" luls;) — ol < uls;) —ulty,)| + ult,) — ol

= ’/ u/(s)ds’ + u(tr,;) — ol
tkj

Sj
| ). s)ds] + futes,) = ol
t
< mgx|f|~(sjftkj)+|u(tkj)fx0\%0.
ottenendo una contraddizione essendo p > 0. i

Osservazione B.21 Mettendo assieme i Lemmi B.18 e B.20 otteniamo il seguente
Criterio di estensione Sia A C R"*! un aperto,f € Lip,(A,R"), sia (Z,) € A, sia u €
6(t,z) e (a,b) == I,(t,x). Assumiamo che esista xy € R™ e tx € (a,b) tali che ty — b,
u(ty) — xo e che (xg,b) € A. Allora, u ammette una estensione propria destra. Analoga
affermazione vale per I’estremo sinistro.

Vediamo due conseguenze notevoli del criterio di estensione.

Il primo risultato descrive il comportamento della soluzione massimale vicino ad un estremo
finito dell’intervallo massimale di esistenza:

Proposizione B.22 Sia (z,1) € A, sia (a,b) = Iax(t,Z) con b € R. Allora:
(i) per ogni compatto K C R™ tale che K x {b} C A, esiste t € (£,b) tale che umay(t) ¢ K;
(ii) se A=R"™ x J con J intervallo e b € J, esiste J 3t — b, tale che |umax(ti)| = +oo.

Osservazione B.23 (i) Naturalmente, vale un enunciato del tutto analogo nel caso dell’e-
stremo sinistro (che si pud desumere dalla Proposizione B.22 con un opportuno cambio di
variabile, oppure rifacendo la dimostrazione con gli ovvi cambiamenti).

(ii) A parole, la Proposizione B.22 afferma che, se un estremo ¢ dell’intervallo massimale di
esistenza é finito, le soluzioni del problema di Cauchy escono eventualmente da un qualunque
compatto di K C R™ tale che K x {c} C A.

(iii) L’ipotesi che K x {c¢} C A ¢ essenziale, come mostra il seguente esempio banale. Conside-
riamo il problema di Cauchy v’ = f(u,t) con f:=0e A :=R"xJ con J = (0,1). Ovviamente,
per ogni (Z,1) € A, Imax = J € Umax(t) = Z, che quindi non esplode quando ¢ si avvicina agli
estremi di Iiax. D’altra parte, in questo caso, l'ipotesi che K x {1} C A non é verificata per
alcun compatto K semplicemente perché 1 ¢ J.

Dimostrazione (della Proposizione B.22) (i): Supponiamo, per assurdo, che esista un com-
patto K tale che K x {b} C A e tale che umax(t) € K per ogni t € (f,b). Sia t < tx /b
e sia z = wu(ty). Poiché K & compatto esiste k; e T € K tali che T, — . Poiché
(z,b) € K x {b} C A, dai Lemmi B.20 e B.18 seguirebbe che umax potrebbe essere este-
sa, il che ¢ una contraddizione.

(ii): Sia k € N. Da (i) con K = {z € R"||z| < k} segue esiste t; tale che |umax(tx)| > k- i

415 noti che, grazie a (B.68), u(t) € D (cfr. (B.65)) per ogni tr; <t < sj,ed essendo D convesso (e E C A dove

fe Cl) possiamo applicare nella seconda uguaglianza il teorema del valor medio scalare applicato componente per
componente (o direttamente la Proposizione 2.18—(i)); nella terza uguaglianza abbiamo usato ’equazione differenziale

u(t) = f(u(t), t).
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Proposizione B.24 (Criterio di globalita)
Sia I un intervallo aperto, f € Lip, (R™ x I,R™) e tale che, per ogni o < B tali che [, f] C 1,
esistono L, M > 0 per cui

|f(z,t)] < M+ Liz|, Vtela,f],YzeR. (B.69)

Allora, per ogni (Z,t) € R™ X I, Inax(t,Z) = I. In particolare, se I = R, ogni soluzione di
u' = f(u,t) é una soluzione globale.

Dimostrazione Fissiamo (Z,) € R™ x I, sia (a,b) = Ihax(Z,t) C I e supponiamo, per
assurdo, che (a,b) C I: supponiamo per esempio che b < sup I (il caso inf I < a si discute in
maniera del tutto analoga). Poiché [, 8] = [¢,b] C I, segue che esistono L, M > 0 tali che
vale (B.69). Quindi, per ogni t € [¢, ],

u(t) = ’i+/{f(u ds’<|x|+/\f 5)|ds
(B.69) t
< |bx|+/ (M + Lju(s)|)ds
t
< |§,=|+M(b—f)+L/ lu(s)|ds

Quindi, dal Lemma di Gronwall B.7 (con I sostituito da [¢,b] e g(¢) = |u(t)], d = |Z|+ M (b—1),
a = L), segue che |u(t)] < R con R = §e(=1 ossia che u(t) € {x € R"’ |z] < R} per ogni
t € [t,b], ma questo contraddice il punto (ii) della Proposizione B.22. i

B.3.3 1l caso autonomo: flussi e sistemi dinamici

Un caso particolarmente importante ¢ il caso autonomo, ossia, il caso in cui il campo f :
U C R™ — R™ non dipenda esplicitamente dal tempo. In tal caso, I’evoluzione, al variare di
t di una soluzione massimale ¢!(f,Z) = umax(t;t,7), con Z € U descrive un flusso in U, che
soddisfa la proprieta di gruppo descritta nel seguente lemma.

Lemma B.25 (Proprieta di gruppo dei flussi) Sia U un aperto di R™ e sia f : U — R"™
una funzione localmente lipschitziana*?. Dato € U, poniamo:

Lnax (%) = Inax (0, 7) #'(z) = ¢'(0,2). (B.70)

Allora, se T € U € Iax(T) =: (a,b), si ha

Inax (£, Z) =t + Iimax (%) == (t + a,t + D), VieR, (B.71)
QHET) =N E), VIER, t—1t€ Ina(T), (B.72)
¢t1+t2( ) ¢t1 o ¢t2( ) v t2,t1 + t2 c Imax(a_:) . (B73)

Dimostrazione Sia f € R e poniamo, per ogni t € I7 := (t+a,t+b), u(t) == ¢*~#(z). Allora,
u verifica v’ = f(u) su I; e u(t) = Z. Dunque u € 64(f, Z). Inoltre, u non ammette estensioni
proprie: se t — v(t) fosse un’estensione propria di u, allora ¢t — () = v(f + t) sarebbe
un’estensione propia di u, il che & impossibile essendo u(t) = ¢!(Z) la soluzione massimale del
problema di Cauchy: (B.71) e (B.72) seguono.

Usando (B.72) e la (B.63) (con t =t1, s =0 et = —t3), si ha che

P o (e, @) P2 00,67 (12 ) P2 01 (0 (—t0,2) P 0 (02 (@)

= ¢ oaf?(m). i

42Ossia, per ogni compatto D C U esiste L > 0 tale che |f(z) — f(y)| < L|z — y|, per ogni z,y € D.

o (2)
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Figura B.5: Proprieta di gruppo del flusso di un’equazione differenziale

Osservazione B.26 (i) Da (B.72) e (B.71) segue che, nel caso autonomo, non & restrittivo
prendere t = 0 nel problema di Cauchy, poiché il caso generale, segue da questo per traslazione.

(i) {¢'} & un ‘gruppo (commutativo) ad un parametro di omeomorfismi’: ¢° = id, I'inverso
di ¢t(x) & ¢t

Concludiamo questa sezione con alcune definizioni relative alla ‘dinamica dei flussi’, che
introducono il linguaggio della ‘teoria dei sistemi dinamici’.

Definizione B.27 Sia U un aperto di R™ e f : U C R® — R™ una funzione localmente
lipschitziana.

(i) La coppia & = (¢*,U) é un sistema dinamico (su U). L’insieme U si chiama spazio
delle configurazioni (o ‘spazio degli stati’) di & e le funzioni x(t) = ¢*(x), x € U, sono le
orbite (o ‘traiettorie’ o ‘moti’) di &.

(ii) Un sottoinsieme E C U ¢ un insieme invariante per & se ¢' : E — E (o, piu
precisamente, se Vo € E, ¢'(z) € E per ogni t € Inax(x).

(iii) Un punto z¢ € E ¢ un equilibrio (o ‘punto stazionario’) per & (o, semplicemente, ‘per
[) se ¢t (xo) = zo per ogni t € R.

(iv) Un'orbita x(t) = ¢'(z) é periodica con periodo T > 0 se, Imax(z) =R, x(t +T) = x(t)
per ognit € R, e Ty = min{T > 0 tale che z(t+T) = x(t) per ognit € R} > 0. Tynin prende
il nome di periodo minimo dell’orbita periodica x. Di norma, con ‘il periodo di un’orbita
periodica’ ci si riferisce al periodo minimo.

(v) Una traiettoria non banale (ossia, non un equilibrio) x(t) = ¢'(x) si dice asintotica
axg € U pert — +oo (risp., t = —o0) se limy_, 100 x(t) = o (risp., limy_, o z(t) =
xo); se limy_s 400 x(t) = limy—y oo x(t) = xo lorbita si dice omoclina, se lim; . x(t) =
xo # x1 = limyy oo x(t) (x0,21 € U) lorbita si dice eteroclina. In generale, analoghe
definizioni si possono dare sostituendo xo con un insieme invariante E e limxz(t) = 2o’ con
limdist(z(t), E) .

Osservazione B.28 Raccogliamo qui alcune osservazioni elementari sulle definizioni appena
date.

Nello studio di flussi & d’uso comune usare la notazione di Newton (il punto anziché 1’apice
per denotare la derivata e la z per la funzione incognita).

(i) Un punto z( € un equilibrio per f se e solo se f(xg) = 0.

Dimostrazione Se z(t) = x¢ & un’orbita, allora 0 = @(t) = f(x(t)) = f(xo). Viceversa, se
f(xg) =0 allora t — z(t) = o & soluzione di # = f(x) e dunque ¢'(zy) = zo & un equilibrio.

(ii) Un equilibrio z(t) = ¢ non &, secondo la definizione in (iv) un’orbita periodica, poiche ,
in tal caso, ogni 7' > 0 & un periodo e quindi min{7 > 0| z(t + T) = =(T)} = 0.
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X L1

Figura B.6: Orbita omoclina bi-asintotica ad un equilibrio e orbita periodica

(iii) Un’orbita t — x(t) & periodica di periodo T se e solo se z(T) = x(0) e x(t) non é
identicamente costante.
Dimostrazione Il ‘solo se’ deriva immediatamente dalla definizione di orbita periodica (pren-
dendo t = 0). Assumiamo che z(t) sia un’orbita non identicamente costante tale xz(T') =
x(0) =t xy. Allora, per ogni t,
4T B.73) ¢ _ gt _ ot _ |

z(t+T) = ¢ (x0) =" ¢"(¢" (20)) = ¢"(x(T)) = ¢"(w0) = z(¢).
(iv) Sia x(t) := ¢'(xo) con xg € U e sia (T—, T ) = Imax(x0). Se esiste limy_,7, 2(t) =z € U,
allora Ty = +o0 e T & un equilibrio; in altri termini, z(t) é un’orbita asintotica per t — T...
Analogamente per T_.
Dimostrazione Che T sia 400 segue immediatamente dal Lemma B.18 e dalla definizione
di . Ora, la i—ma componente dell’orbita, a(t) := x;(t) & tale che a(t) — zp; € R ed inoltre
dall’equazione differenziale segue che & = f;(z(t)) — fi(zo) € R e quindi per il Teorema
dell’asintoto® f;(zo) =0. N

(v) Ovviamente lo spazio delle configurazioni U & un insieme (banalmente) invariante. Dalla
proprieta di gruppo dei flussi segue che la traccia di un’orbita v := {z = ¢t(x0)| t € Imax(2o0)}
¢ un insieme invariante. Un esempio piu interessante di insieme invariante ¢ 'insieme di tutte
le orbite periodiche di un sistema dinamico** G = {orbite periodiche di &}.

(vi) Si noti che, dall’invarianza delle tracce delle orbite (cfr. punto precedente) segue:

le orbite di un flusso non possono ‘attraversare’ la traccia di un’altra orbita: se vy é la traccia
di un’orbita e T ¢ =, allora ¢*(z) ¢ =, per ogni t € Iy (T). In particolare, se la traccia v di
un’orbita contiene un equilibrio xg, allora v = {x¢}.

B.3.4 Analisi qualitativa di equazioni scalari del prim’ordine

Le equazioni differenziali scalari costituiscono senz’altro la classe piu semplice di equazioni
differenziali: anche nei casi in cui non e possibile trovare una soluzione ‘esplicita’, ’equazione
differenziale da informazioni puntuale sulla derivata della funzione scalare incognita, il che
permette di fare una ‘analisi qualitativa’ del comportamento della soluzione del problema di

€ R una funzione differenziabile tale che esistano i limiti
*). Allora, L = 0. Analoga affermazione vale per funzioni

43Teorema dell’asintoto Sia o : t € (a,400) — a(t)
limyy 4o = M elimyy4o0oa’ = Lcon M €R (e L € R
a:(—o0,a) = R.

Dimostrazione Sia a < t,, /' +oco. Allora, per il teorema del valor medio di Lagrange (cfr. Proposizione 7.26 in

[C2019)), esistono s, € (tn,tn + 1) taliche 0 = M — M = lima(t, + 1) — a(t,) = &’(s,) — L, quindi L = 0. I

44Cfr.7 ad esempio, le seminali ricerche di H. Poincaré in [Les méthodes nouvelles de la mécanique célestes, Tome 1,
Ch. III, Gauthier-Villars (Paris), 1892]
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Cauchy.

In particolare, le equazioni scalari autonome del prim’ordine, essendo un caso speciale di
equazioni a variabili separabili (cfr. § B.1.3), & esplicitamente risolubile in termine di funzioni
integrali, ma ciononostante, ’analisi qualitativa, oltre ad essere piu semplice, descrive in modo
pit immediato il comportamento delle soluzioni.

In questa sezione discuteremo brevemente, le equazioni scalari del prim’ordine, anche con
I'intento di illustrare alcune delle nozioni introdotte nelle sezioni precedenti.

(i) L’equazione i = z?
Come abbiamo visto (col metodo di separazione delle variabili, cfr. (B.31) con ¢ = 0), il flusso
dell’equazione scalare autonoma con f:x € U =R — f(z) :==2? €R

i =a?, z(0) =2 (B.74)

B R, sex =0,
0, sex =0,
o' (z) = 1 Imax(Z) == (=00,Te), sez >0, (B.75)
T ¢ se T #0,
e (Te,400), seZ <0,
con T, := 1/Z. Dunque, per ogni Z > 0, ¢'(Z) & asintotica all’unico equilibrio zg = 0 per

t — —oo, mantre per T < 0 ¢ asintotica a T per t — +oc0. Se T # 0, per t — Ty, |¢*(Z)| — +o0,
in accordo con la Proposizione B.22—(ii).
(ii) Flussi unidimensionali & = f(x)

La dinamica dell’equazione differenziale scalare & = f(x) & legata agli zeri di f:

Proposizione B.29 Sia f: (a,) CR = R (—o0 < a < b < +00) localmente lipschitziana.
(i) Siano x_ < x4 due zeri consecutivi di f: f(xy) =0 con® f(x) >0 perxz € I :== (v_,x4).
Sia T € I. Allora, Inax(T) =R, ¢H(T) ¢ strettamente crescente e limg_, o0 ¢H(T) = .

(i) Sia f(xo) =0 e f(z) > 0 per' zo < z < b, sia T € (zg,b). Allora, Iynax(Z) = (=00, Ty),
@' (z) ¢ strettamente crescente e limy_, o ¢'(Z) = xq, limy_,7, ¢'(x) = b; infine,

b
dx
T, <400 <= —— < +00. B.76
o
() r
~
| |
P e
[
— + : e > . i L A

Figura B.7: Campo unidimensionale f € C': un’orbita ¢'(Z) tra due zeri consecutivi

457] caso f(z) < 0 si tratta analogamente oppure si deriva da questo sostituendo f con —f.
6Di nuovo, trattiamo esplicitamente un caso, ma gli altri casi (f < 0, o le situazioni simmetriche in (—o0, zg) con
f # 0 per x < 0) si trattano nella ovvia maniera analoga.
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Figura B.8: Campo unidimensionale f € C': un’orbita ¢'(Z) dopo I'ultimo zero

Dimostrazione (i): Sia (T_,T) = Inax € sia x(t) = ¢'(Z). Poiché z(t) ¢ continua J :=
#(Imax) € un intervallo non banale*” che non contiene x4 (cfr. Osservazione B.28(vi)). Quindi
J C I (essendo z € JNI), e &(t) = f(x(t)) > 0, per ogni t € Ijnax. Dunque, z(t) € strettamente
crescente ed esistono i limiti limy 7, x(t) = 4 € [x_,z4] e limy_yp, &(¢) = limy,p, f(2(2)).
Quindi (Osservazione B.28—(iv)) (T—,T1) = R e per il Teorema dell’asintoto (cfr. nota 43),
lim;, 7, # = 0= f(Z4) e quindi (non essendoci zeri di f in I) deve essere 1 = 4.

Che Imax = R, nel caso scalare, puo anche essere mostrato direttamente come segue.

Per separazione di variabili (cfr. § B.1.3) si ha che

T+ z(T) dx T
—— = lim / —— = lim ds=T,. B.77

, T@ ) T R BT (7
Essendo f lipscitziana in [Z,z4], si ha che, per una opportuna L > 0, per ogni = € [Z,z],
[f(z)| = |f(z) = f(zy)] < Lz — 24| e quindi (si ricordi che f > 0 in [Z,z4))

T, — T+ dx 7/"’3+ dx >l/x+ dx ~ oo
* o f(x) o f@)| T L wy—x .

(ii): Sia (T-,T4) == Imax € sia 2(t) == ¢'(Z). Ragionando come in (i) si ha che & > 0 su Iax,
che T_ = —o0 e che lim;—, o z(t) = xo. Dimostriamo, ora, le affermazioni reative a T'.. Sia
& = limy_,7, x(t). Se T} < +o0, allora & = b per la Proposizione B.22—(ii). Se T = +o0 e,
per assurdo, & < b, allora per il Teorema dell’asintoto (cfr. nota 43) & = f(x) — 0 e quindi
f(#) = 0, il che contraddice 'ipotesi. Dunque, in ogni caso, lim;_,7, x(t) = b. Infine, la (B.76)
segue per separazione di variabili (essendo T esattamente il valore dell’integrale improprio
in (B.76)). 1}

Osservazione B.30 (i) Se f € C*, dall’equazione differenziale, segue che, se z(t) ¢ un’orbita,
&= f'(x)d = f(z) f'(2), (B.78)

relazione che descrive la convessita dell’orbita in termini del campo f. In particolare, se Z non
¢ un equilibrio, i flessi di t — z(t) = ¢'(Z) corrispondono ai punti critici di f: #(7) = 0 se e
solo se f/(x(7)) =0 (cfr. Figura B.8).

(ii) Dalla Proposizione B.29 segue che: gli equilibri corrispondono agli zeri del campo f;
tutte le orbite che iniziano tra due zeri consecutivi sono orbite eterocline; non esistono orbite
periodiche o omocline.

(iii) Equazioni non autonome: un esempio
L’analisi qualitativa delle equazioni scalari & = f(x,t), con f che dipende esplicitamente dal

47Essendo (0) > 0.
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tempo, & piu complessa. Qui ne discuteremo soltanto alcune idee fondamentali tramite un
esempio concreto.

Consideriamo il seguente problema di Cauchy

1

rTe e

z(0) ==, conZ >0. (B.79)
La funzione (z,t) — 1/(z — t?) ha dominio massimale di esistenza dato da Apax == R*\S
dove la ‘curva di singolaritd’ S ¢ data dal grafico della parabola x = t2. Su A, la funzione
1/(z —t2) & C* e dunque la soluzione massimale x(t) := Umax(t;0,Z) di (B.79) & C°(Inax)
(Osservazione B.13—(iii)), dove Inmax = Imax(0,Z) = (T-,T) & lintervallo massimale di
esistenza di (B.79). Il dominio Apax ¢ formato da due componenti connesse®® Q.. == {(t,z)| £
(x —t2) > 0} la cui frontiera comune ¢ la singolaritd S. Poiché il dato iniziale (0,z) € Q4 si
dovra avere che (¢,z(t)) € Q4 per ogni t € Iyax. SuQy, 1/(z —t?) > 0 e dunque i > 0, ossia,
t € Imax — x(t) ¢ strettamente crescente. Quindi esistono i limiti laterali lim;_,p, x(t) =
x4 € R* e, per ’Osservazione B.19-(iii), (T4, x4) ¢ Q.

Chiamiamo (t) = (t,z(t)) (per t € Imax) la traiettoria della soluzione massimale nel piano
(t,z). Poiché v(t) € Q4, si ha z(t) > t* per ogni t € Ipax; in particolare per ¢t < 0 si ha
0 < t?2 < z(t) e, prendendo il limite per 0 > ¢t — T_, si hache 0 < T2 < z_ < x(0) =
(si ricordi che x(t) & strettamente decrescente). Quindi, —/Z < T_ < 0, e poiché (T_,x_) ¢
Q, si deve avere (T_,x_) € S, ossia, x_ = T?. Dall’equazione differenziale segue poi che
lim; 7 &(t) = +o0.

Studiamo, ora, la convessita di x(t). Dall’equazione differenziale segue

2t (x —t?) -1

CETIE (B.80)

ji‘:

e quindi studiando il segno del numeratore (il denominatore & sempre positivo su ) otte-
niamo che, se poniamo

1
x, () =t* + —

B.81
= (B51)

allora si ha
>0 <= z@t)>z(l); <0 = z({t)<z(t); =0 <= =zt)==z().
Sia Q4 = {(z,t) € Q4|x > z,(t)}. Finché v(t) € Q,\Q, la soluzione x(t) & strettamente

concava ed & concava se y(t) € Q. \Q. Dunque, per t € (T_, 0], la soluzione & strettamente
concava ed il grafico qualitativo di x(t) sara come in Figura B.9.

Figura B.9: Una soluzione massimale x(t) di (B.79) per T € (T-,0)

481 questa discussione, considereremo R? = {(t,z) € RQ} come piano (t,z) (piuttosto che (z,t)).
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Per ¢t > 0 piccoli, v(t) € Q4 \Q+ e la soluzione, essendo concava, ha grafico al di sotto di ogni
retta tangente al suo grafico’”; in particolare i(t) < #(0) = 1/Z per ogni t > 0 tale che y(s) €
Q4 \Q+ per ogni 0 < s < t. Quindi, se () € Q4 \Q+ per ogni t > 0, t € Lyax, si avrebbe
t? < x(t) < t/z. Questo implica (T'y,z4) € S e, quindi, limy_,p, &(t) = 1/(z(t) — t?) = +o0,
il che contraddice #(t) < 1/z. Questo significa che esiste un istante ¢ > 0 tale che v(t) € Q4+
e, quindi, t; = inf{t|v(t) € Q4+} € (0,T4). Dalla definizione di t1, segue che y(t1) € 0Q+
(ossia, x(t1) = x,(t1)) e che esiste 6 > 0 tale che y(t) € Q4 per ogni t; <t <t + 9.

Ora, affermiamo che una volta entrata in 4, la traiettoria v(t) non ne esce piu.

Per dimostrare questa affermazione faremo uso del Teorema di confronto (Corollario B.10),
confrontando la soluzione z(t) proprio con ‘la curva dei flessi’” 9@, che & il grafico della
funzione z, (t). Osserviamo che dalla definizione di x,(t) ((B.81)) segue che

1 1 1
() =2 =
2:(t) 2 "z (t) -2 22

Dunque possiamo applicare il Corollario B.10 con ¢ = 1, f(z,t) = ﬁ — ﬁ, g(z,t) = ﬁ,
u(t) = z,(t) e v(t) = x(¢), ottenendo che z,(t) < z(t) per ogni t > t1: quindi, z(t) € Q1 ed &
strettamente convessa per ¢t > t;.

Poiché (T4, x4) ¢ Q1 e Q1+ € Q4 si deve avere x4 = 400 (se fosse x4 < 400 si avrebbe
(T4, x4) € S, il che & impossibile essendo S nel complementare di Q).

Infine, T’y = +o0: se fosse T < +o0, dall’equazione differenziale seguirebbe che lim;_,7, & =
0, ma z(t) & una funzione convessa con un asintoto verticale in 7y € R e quindi anche la sua
derivata deve tendere a®® +oc.

Infatti, z(t) & asintotica alla parabola @ = t? nel senso che x(t) = t? + §(¢) con § — 0 per
t — 4o00. Questa affermazione segue dalla convessita di x(t), dall’equazione differenziale e
dal fatto che z(t) ha crescita superlineare, essendo x(t) > t2. Infatti, poiché & > 0, & &
strettamente crescente ed esiste lim;_, o ©(t) = 5 € R¥.. Se fosse 8 < +00, si avrebbe, per il
Teorema del valor medio di Lagrange, per un qualche 0 < s < t, x(t) = T + &(s)t < St il che,
per ¢ grandi, contraddice z(¢) > t2. Quindi, 8 = 40 e & = 1/(z — t?) — +o00 il che equivale

as=zt)—t2—>0 |

Figura B.10: Una soluzione massimale z(t) di (B.79)

49Cfr. [C2019], §7.7.

50Poiché = & convessa e regolare & & crescente e quindi esiste 8 = lithTJr (t) e se fosse B < +oo, si avrebbe,
per il Teorema del valor medio di Lagrange, che, fissando un qualunque to < T, per un qualche tg < s < T,
l(t) — z(to)| = [£(s)| [t — to| < B(T4 — to), ottenendo una contraddizione col fatto che limy_, 7, x(t) = +oo.
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B.4 Sistemi lineari

In questa sezione discuteremo sistemi di equazioni differenziali lineari (a coefficienti, in gene-
rale, non constanti) su K con K =R o K = C, ossia, sistemi della forma

i=A(t)z, (A(t)y e K™, 2z € K"), (B.82)

dove gli elementi di matrice A4;; € C(I,K), I intervallo di R, e z = z(t) € K". Nel caso
complesso, x = u + iv con u,v € R® e x € C(I, K) significa u,v € C(I,R) e la derivata
ennesima di = & definita come® (™) = u(™) +jv(n).

Nel caso autonomo (ossia, A indipendente dal tempo) abbiamo visto (Proposizione B.1) che
esiste una formula risolutiva, mentre, cosi non € nel caso generale non autonomo.

Un esempio, il cui studio costituisce un importante capitolo a sé della teoria delle equazioni dif-
ferenziali & I’equazione (scalare, lineare, omogenea, del secondo ordine) di Sturm-Liouville®?

(P& +a(t)y = Xy, (B.83)

dove le funzioni p € C1(I, (0, 4+00), ¢ € C(I,R) sono date, A € R & un parametro. L’equazione
di Sturm-Liouville (B.83) puo essere messa nella forma (B.82) ponendo:

(-0 (%)

B.4.1 Spazio delle soluzioni

Sia K =R 0 C, I C R un intervallo aperto, t € I — A(t) € C(I, K"*™) e denotiamo
Fa={zeC'(I,K")| i=A(t)r, Vtel} (B.84)

lo spazio delle soluzioni dell’equazione differenziale lineare & = A(t)x. Allora, si ha:

Proposizione B.31 (i) ¥4 ¢é un sottospazio vettoriale di C*(I,K™).

(i) Set € I ez € K™, le soluzioni (massimali) del problema di Cauchy & = A(t)z, x(t) =
hanno intervallo massimale di esistenza L. (t,z) = I.

(iii) Siano x; € P4 per 1 <i < m e siano a; € K. Allora,

Jtel] Y am®=0 <= > ami(t)=0,Vtel. (B.85)
=1 =1

(iv) P4 ha dimensione n ed una sua base é data dalle n soluzioni dei problemi di Cauchy
i = A(t)z, 2(t) = e® con t € I arbitrario (eV) i-esimo versore standard di K™).

Dimostrazione (i): Se z,y € $4 sono soluzioni di (B.82) e a,b € K, chiaramente (per
la linearita della derivata e delle matrici identificate con le associate applicazioni lineari®®)
ax + by & soluzione di (B.82); dunque ¥4 & un sottospazio vettoriale di C*(I, K™).

(ii) segue immediatamente dal criterio di globalita (Proposizione B.24) con L = 0, M =
maxap) | A(t)]-

(iii) L’implicazione ‘ <=’ & ovvia. Dimostriamo ‘ = ’. Assumiamo, per assurdo, che esista

to # t tale che Z a;z;(to) = 0. Allora, per il punto (i), la funzione z(t) = Z a;zi(t) € Pae
i=1 i=1

dunque verifica il problema di Cauchy & = A(t)x, 2(tp) = 0 che ha unica soluzione z(t) = 0

e quindi in particolare x(t) = 0, ottenendo una contraddizione.

Per il punto (ii) le n soluzioni dei problemi di Cauchy & = A(t)z, z(£) = e(*) sono definite su

I e per il punto (iii) sono linearmente indipendenti in C*(I,R"). 1

5l{Useremo indistintamente le notazioni di Newton e di Lagrange; cfr. nota 14.

52¢¢r, Capitoli da 7 a 12 nel gia citato [E. Coddington, N. Levinson, “The theory of ordinary differential equations”,
McGraw—Hill (1955)]; vedi anche https://en.wikipedia.org/wiki/Sturm-Liouville_theory.

53Cfr. Appendice D
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Definizione B.32 Una matrice U(t) := [u(Y), ..., u(™] non singolare®® che soddisfi U' = AU
si chiama matrice fondamentale (per il sistema (??)); la funzione w(t) := det U prende il nome
di ‘wronskiano’ (della matrice U o delle soluzioni u(l),...,p(”)); una matrice fondamentale per
(??) tale che U(ty) = I, (dove I, ¢é la matrice identita) si chiama soluzione fondamentale di
(??) (relativa al tempo tg).

Dunque se U & una matrice fondamentale, la soluzione fondamentale di (??) rispetto al tempo
to ¢ data da V(t) = U(t)U(to) ! ed in termini della soluzione fondamentale V', la soluzione
di (?7) con u(tg) = uop, & data semplicemente da V (t)uo.

Osservazione B.33 Matrici fondamentali, ossia n soluzioni indipendenti di (??), esistono
sempre: siano 1) (t) le soluzioni di

u = A(t)u, u(to) = e (B.86)

dove el ¢ il versore in R che ha come componenti tutti 0 tranne la j-esima componente
che ¢ 1. L’esistenza e 1’ unicita su tutto I di tali soluzioni e garantito dal Teorema B.5. Allora
V(t) = [uM, ..., u™)] ¢ la soluzione fondamentale di (?7).

Osservazione B.34 Dalla Proposizione 7?7 e dall’osservazione precedente segue che [’insie-
me di tutte le soluzioni di (??) formano uno spazio vettoriale di dimensione n ed una base
di tale spazio vettoriale ¢ data da n soluzioni indipendenti u™), ..., u(™ (per esempio dalle
soluzioni di (B.86)).

B.4.2 1l caso non autonomo

L’analisi fatta per i sistemi omogenei puo essere usata per discutere i sistemi lineari non

omogenei
u = A(t)u + b(t) (B.87)

con A(-) e b(-) funzioni continue su I a valori, rispettivamente, in R**" ed in R”. Sappiamo che,
per ogni ug esiste una ed una sola soluzione in tutto 'intervallo I di (B.87) con u(tg) = ug. Per
risolvere il problema di Cauchy per (B.87) dobbiamo conoscere la soluzione fondamentale® del
problema omogeneo v’ = A(t)u ed una qualunque soluzione particolare di (B.87). Supponiamo
infatti che V sia la soluzione fondamentale di v’ = Au e che p(¢) sia una qualunque soluzione
di (B.87), allora si verifica immediatamente che

u(t) = p(t) + V(t)(uo — p(to)) (B.883)

¢ la soluzione di (B.87) con u(ty) = uo.

Nel caso particolare in cui A sia indipendente dal tempo, la soluzione fondamentale (relativa
aty) e V(t) = eAt=t) e la soluzione di

v = Au+b(t), u(to) = ug
e data da .
u(t) = eAt/ e ATh(7) dr + ety (B.89)
to
Complementi

Complemento B.1: Altre classi di equazioni differenziali ordinarie risolubili

54Cioe con det U # 0.
553i ricordi che conoscere la soluzione fondamentale V di (??) & equivalente a conoscere una qualunque matrice
fondamentale U essendo queste legate da V (t) = U(t)U(to) " *.
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Equazioni omogenee
Si chiama equazione differenziale omogenea del prim’ordine, un’equazione delle forma

x' = f(z,t), (B.90)

con f positivamente omogenea di grado 0, ossia, f(pz,pt) = f(z,t) per ogni p > 0: in tal caso, per
t > 0 si ha che

fan=f(Ge ) =9(2),  con g€ =fEN).

t t t
Ponendo, z(t) := z(t)/t, si verifica immediatamente che z & soluzione di (B.90) se e solo se z &
soluzione di
o =9 (2) — = ’
t

che ¢ un’equazione a variabili separabili.

Osservazione B.35 Il motivo legato alla non unicita di questo esempio e che la funzione x — z?/3
non ¢ sufficientemente regolare in 0. Infatti per avere unicitd (almeno locale) in un problema di
Cauchy =’ = f(x), z(to) = =0, ¢ sufficiente che x — f(z) sia lipschitziana in un intorno di zo.

Equazioni lineari a coefficienti costanti del second’ordine

Infine, consideriamo equazioni differenziali a coefficienti costanti. Sebbene tutti gli argomenti che
discuteremo in questa sezione si generalizzino facilmente ad un ordine arbitrario, per concretezza e
per il suo particolare interesse, discutiamo solo il caso di ordine 2.

Consideriamo dunque ’equazione differenziale di ordine 2 a coefficienti costanti data da
i+at+br=0 (B.91)

con a,b € Ret € R x(t) € R una funzione di classe C?. 1l relativo problema di Cauchy consiste
nel determinare la soluzione di (B.91) avendo assegnati i “dati iniziali” (che in questo caso sono il
valore della funzione e della sua derivata in un punto56 to):

L B z(to) = o, 2
Z+at+br=0, { #(to) = 0. (t,toe I, telwa(t)eC¥(I)), (B.92)

dove I & un intervallo.

Osservazione B.36 (i) Se z & soluzione di (B.91) & automaticamente C'°°; per esempio, & ¢ derivabile
essendo (per (B.91)) uguale a —at — bx e la sua derivata sard, quindi, data da —a& — bz e, iterando,
una qualunque derivata di ordine k > 2 sara data da —aD* 'z — bD* 2, (D := d/dt).

(ii) L’equazione (B.91) & lineare in x e le sue derivate, dunque se z1 e z2 sono due soluzioni di (B.91)
lo & anche ax1 + Bx2 per ogni «, S.

(iii) I’equazione differenziale (B.91) & autonoma ossia non dipende esplicitamente dal tempo, o meglio,
il tempo appare solo attraverso la funzione z e le sue derivate. Quindi, se z(t) & una soluzione di
(B.91) lo & anche z(t — to) per ogni to. In particolare, se x(t) & soluzione del problema di Cauchy

. . _ z(0) = zo,
Z4+ai+br=0, { #(0) = | (B.93)
allora Z(t) := z(t — to) & soluzione del problema di Cauchy (B.92). Dunque bastrera considerare il

problema di Cauchy (B.93).

Dimostriamo "unicita del problema di Cauchy (B.93) (da cui segue, per l'osservazione appena fatta,
l'unicita del problema di Cauchy (B.92)).

Lemma B.37 Sia I un intervallo contenente lo 0 e siano x1 e x2 due soluzioni di (B.91) per t € I
con z1(0) = x2(0), £1(0) = 2(0). Allora, x1(t) = x2(t) per ogni t € I.

56 Naturalmente per equazioni di ordine n si assegneranno i valori della funzione e delle derivate fino a ordine
(n—1).
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Dimostrazione Per linearita, la tesi & equivalente a dimostrare che 'unica soluzione di (B.93) con
dati iniziali nulli zg = 29 = 0 ¢ la soluzione identicamente nulla. Supponiamo dunque, per assurdo,
che t € I — z sia una soluzione non identicamente nulla di (B.91) con z(0) = ©(0) = 0. Allora, esiste
t1 € I tale che z(t1) # 0. Supponiamo t; > 0 (I'argomento nel caso t; < 0 & del tutto analogo).
Sia T'= sup D dove D := {t > 0’ z(s) =0V0 < s <t}; 0 € D e t1 & un maggiorante, quindi T &
un numero reale maggiore o uguale a 0 e minore di t; (dunque D C I). La funzione y = & verifica
I’equazione lineare del prim’ordine

Y= —ay —bx(t), Veel,

e dunque, per (B.19), si ha, per ogni 7 € I,
z(r) = —b/ g (s) ds.
T

Se b = 0, allora z & costante e quindi = 0 (essendo z(0) = 0). Se b # 0, integrando, tale relazione
tra T e t > T, otteniamo (essendo z(T") = 0)

2(t) = —b/Tt (/TTea(s_T)x(s) ds) dr (B.94)

Sia ora € > 0 (tale che T+ ¢ < t1) e denotiamo

M. := sup |z(t)].
T<t<T+e

Per definizione di T', M. > 0 per ogni € > 0. Da (B.94) con t € [T, T + €] segue che

M. < ce? M. 7 c = %|b|ela|(t1—T) 7

che conduce ad una contraddizione se scegliamo e < 1/4/c. i

Vediamo ora come trovare tutte le soluzioni di (B.91) e la soluzione del problema di Cauchy (B.93).

Introduciamo 1’“operatore differenziale” L := D? + aD + b che agisce sulle funzioni derivabili due
volte come

Lz = D’z + aDx + bz = i + ai + bx, (B.95)
cosicché equazione (B.91) si riscrive in forma compatta come Lz = 0.

E conveniente considerare in generale soluzioni complesse di (B.91), ossia funzioni z(t) = z(t) + iy(t)
con z,y € R. Naturalmente, z = & + ig. Quindi, z(¢) & soluzione di (B.91) se e solo se lo sono z(t) e

y().
Poiché la derivata di e* & Ae™ (come ¢ facile verificare anche nel caso®” A € C), & naturale cercare
soluzioni di tale forma. Si trova immediatamente

LeM = P(N)eM,  POA) =X +a\+b (B.96)

dove P(\) viene chiamato polinomio caratteristico dell’equazione (B.91). Da (B.96) segue che se Ao
& una radice del polinomio caratteristico, ossia P(\o) = 0, allora e** & soluzione di (B.91). Nel caso
in esame (equazioni di secondo grado) vi sono dunque tre casi a seconda del segno del discriminante
A:=a® —4bdi P()\) = 0:

(i) A > 0: vi sono due soluzioni reali e distinte di P(\) =0 date da Ay := (—a = VA)/2 €R.

(i) A < 0: vi sono due soluzioni complesse coniugate e distinte di P(A) = 0 date da
At = (—a+ivV—-A)/2€C, A=A

(iti) A = 0: vi & una soluzione reale Ao := —a,/2 con molteplicita due, ossia, P(\) = (A — A\o)?.

573j ricordi che dalla formula di Eulero segue che se A = a + if3, allora et = em(cos Bt + isen St).
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Nel caso (i) & immediato verificare che la soluzione del problema di Cauchy (B.93) & data da

Zb() — )\717() A = )\+m0 — i‘o

_ Apt At — —
z(t) = Aje™ "+ A_e” ", Ay S v

(B.97)

Anche nel caso (ii) la soluzione del problema di Cauchy (B.93) ¢ data da (B.97) ed osservando che
Ay = A_ si hache z(t) = 2Re (A+e)‘+t), ossia, se chiamiamo o := —a/2 e w:=+v/—-A/2 > 0,

vV—A
z(t) = zoe™ coswt + (o — axo)e* senwt, (a = —% , W= T) . (B.98)

Nel caso (iii), (B.96) diventa
LeM = (A — \o)2eM, (B.99)
per cui e*f =: e* con o = —a/2 & una soluzione di (B.91). Osserviamo, perd, che la (B.99) &

un’identita che vale per ogni A € C e per ogni t € R; se deriviamo tale relazione rispetto a A,
otteniamo®®

Lte™) = (2(A = Xo) + (A — Xo)’t)e™

e calcolando tale relazione per A = A\, otteniamo
L(te™") =0,

che mostra che anche te*0? & soluzione di (B.91). Alternativamente, si pud, naturalmente, verificare
direttamente che te*°! & soluzione di (B.91). Si verifica, poi, immediatamente che la soluzione di
(B.93) & data nel caso (iii) da

z(t) = (wo + (d0 — azo)t) e™". (B.100)

Osservazione B.38 Dall’unicita delle soluzioni del problema di Cauchy segue immediatamente che
tutte le soluzioni di (B.91) sono della forma (i), (ii) o (iii) ed in particolare sono definite per tutti i
teR.

Infatti se z(t) € una qualunque soluzione di (B.91) per ¢t € I con I intervallo e o € I, possiamo
risolvere il problema di Cauchy (B.92) con dati iniziali z¢ := z(to) e %o := % (o) € se indichiamo con
x(t; o, Zo) tale soluzione, dal Lemma B.37 segue che x(t) = x(¢; zo, <o) per ogni t € I e quindi z(t)
coincide con una delle soluzioni sopra descritte ed inoltre la soluzione € prolungabile per tuttiit € R
(essendo le soluzioni sopra descritte C*°(R)).

Come esempio consideriamo l'oscillatore armonico con attrito la cui equazione evolutiva ¢ data da
mZ + pt + k=0 (B.101)

dove —ut esprime la forza dissipativa di attrito e g > 0 € una costante fisica legata all’intensita
dell’attrito. In questo caso il polinomio caratteristico & dato da mA? & u\ + k = 0 da cui segue

\ —p 4/ — dmk
+ = .
2

Quindi a seconda della relazione tra p? e 4mk si avranno tutti e tre i tipi di soluzione sopra descritti
con la caratteristica comune di avere un fattore esponenziale e **/2, la qual cosa implica che tutte
le soluzioni avranno limite 0 per t — +oc0. Questo sistema, al contrario dei modelli conservativi di
Newton (¢ = 0), ha una dinamica irreversibile.

Per attrito debole (ossia ur < 4mk), si avranno infinite oscillazioni di ampiezza che decade espo-
nenzialmente, mentre per attrito forte (u? > 4mk) non si avra alcuna oscillazione (“la molla non ha
forza sufficiente”) ed infine si ha la soluzione speciale nel caso p? = 4mk con la correzione lineare in
t.

58Non ¢ difficile verificare che I’ordine delle derivate (rispetto a t e rispetto a A pd essere scambiato.
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Equazioni lineari a coefficienti costanti

Si consideri ’equazione differenziale scalare di ordine n a coefficienti costanti
Lr=2" 4+ an12""V 4+ + a1z’ + apz =0 ; (B.102)

con a; €R (o anche®® q; € C).
(i) Se
PO =N+ a1 A"+ Faid Fao, (B.103)

¢ facile vedere che P(\) = det(\ — A) dove A & la matrice definita come

0 1 0 0
0 0 1 0
A= ; ; . (B.104)
0 0 0 1
—aop —aq —asz e —0n—1

P(X) prende il nome di polinomio caratteristico dell’equazione (B.102).

(ii) Poiche %e“ = Me* si ha che, se Mg & una radice (in generale complessa) di P = 0 (ossia se
P(X\o) = 0) allora e*°? & soluzione di (B.102). Infatti L(e*") = P(X\o)e™*" = 0.

(iii) Si dice che A\ & una radice di ordine m di P = 0 se esiste un polinomio (a coefficienti complessi)
g(A) tale che P(A) = (A — Xo)™g(A) e g(Xo) # 0.

Allora, se Ao & una radice di ordine m di P = 0, t/e*! & soluzione di (B.102) per ogni 0 < j < m.
Infatti, se z(¢; A) == e allora

Lz=2zP(M\) =2z (A—X)"g(N),

e lasserto si ottiene derivando rispetto a A (e calcolando in Ag) tale relazione.

Da (ii), (iii) e dal Teorma fondamentale dell’algebra®® segue che vi sono n soluzioni distinte della
forma t?e* di (B.102) dove se A é una radice semplice di P(\) = 0 allora j = 0, mentre se A é una
radice di ordine m < n, allora 0 < j < m.

Se A & una radice di ordine m di P = 0 e se i coefficienti a; sono reali allora anche X ¢ una radice di
ordine m. Dunque®' L(t/e*') = 0 ossia anche t’e*' ¢ soluzione di (B.102). Poiché I'equazione (B.102)
¢ lineare si che, se z :== t/e**, anche (z + 2)/2 := Re(2) e (z — £)/(2i) = Im (z) sono soluzioni. In
altri termini, se A := a + if8 _(con a, B € R)' é una radice di ordine m di P = 0, sono soluzioni di
(B.102) le 2m funzioni reali t?e®* cos(Bt) e t/e*" sen(Bt) per 0 < j < m.

(iv) Poiche le soluzioni t/e* (al variare di j e \) sono tra loro indipendenti, da § B.4 segue che tutte
le soluzioni di (B.102) sono delle combinazioni lineari delle funzioni t'e** (ossia, nel caso a; € R, sono
delle combinazioni lineari di t’e® cos(ft) e t/e*! sen(ft)).

Sistemi lineari a coefficienti costanti non omogenei
Si dimostra che se A & una matrice (indipendente dal tempo), b € C(I,R™), con I intervallo in R,

allora il vettore u(t) definito come

u(t) = eAt/te_ATb(T) dr (B.105)

to

soddisfa
u = Au+b, u(to) = 0. (B.106)

Discutere casi speciali & + 2 + z = f(t)

Complemento B.2: Sistemi meccanici unidimensionali. Spazio delle fasi

59Si ricordi Is nota ?7?.
60Se P(z) & un polinomio complesso di ordine n, lequazione P(z) = 0 ha n soluzioni in C (contando le molteplicita).
61gi ricordi che (e®) = e®.
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Uno degli esempi piu importanti di equazione differenziale ¢ fornito dalla fisica ed & ’equazione
unidimensionale di Newton:

f=ma (B.107)

dove m > 0 denota la massa di un punto materiale vincolato (senza attrito) a muoversi su una linea
(o pit in generale su una curva), a denota la sua accelerazione e f la forza esterna che agisce sul
punto. Se = € J denota la coordinata del punto® e se la forza & conservativa (ossia, dipende solo
dalla coordinata x), ’equazione di Newton (B.107) si scrive piu esplicitamente come

mz = f(z), (B.108)

dove t € I — z(t) € J & la legge oraria (incognita) del punto di classe C*(I) e f € C(J) e, seguendo

la notazione di Newton, la derivata rispetto a ¢ ¢ denotata con il punto (z = 2’ = %m, & =az", etc.).

Questa & una equazione dinamica “conservativa”, ossia, vi € una quantita che verra chiamata energia
del sistema che si conserva nel tempo. Moltiplicando, infatti, i membri della equazione (B.108) per
la velocita &, otteniamo

mi - = f(z)t. (B.109)
Ora, se
F@) = [ 1 (B.110)
o
¢ una funzione integrale di f (fissato un qualunque zo € J), vediamo che (B.109) si puo riscrivere
come J J
m .o
— —i"=—F B.111
a2t ~gf@ (B.111)
ovvero, come
E=0, E:= %i:Q +V(2), V(z):=-F(z), (B.112)
dove E denota ’energia totale del sistema che si esprime come somma dell’energia cinetica T := %jcz
e dell’energia potenziale V (che, per definizione, verifica®® V' = —f). Dunque essendo la derivata
rispetto a t dell’energia identicamente uguale a 0 sull’intervallo I segue che I’energia totale E si
conserva lungo i moti del sistema®*:
E(t) = Ep := 1mjvg +V(zo), VtelI, con %o = i(to) (B.113)
2 ’ ’ xo := x(to)

(e to € I denota listante “iniziale”). Tale equazione pud essere riscritta come

T=0 %(Eo - V(z)), (0 =sgn(2)). (B.114)

Si noti che, per definizione, Eq > V(z) e Ey = V(z) se e solo se & = 0.

Vi sono due casi: o Ey = V(o) €, quindi 9 = 0, nel qual caso z(t) = xo & soluzione di (B.108),
oppure Eo > V(z¢), nel qual caso ©¢ # 0 e scegliamo (ai fini di una determinazione della soluzione
locale) o := sgn(#0). In questo secondo caso I’equazione (B.114) & una equazione differenziale del
prim’ordine a variabili separabili (§ B.1.3) e dunque I’unica soluzione locale di (B.108) con dati iniziali
x(to) = mo e ©(to) = ©o & data da

z(t) =0 (ot — to)) (B.115)

dove @71 & la funzione inversa di

(B.116)

o) = [ —E .
v \J2 (Bo - V()

Osservazione B.39 (i) Dunque, il problema di Cauchy per le equazioni di Newton (o in generale
per una equazione differenziale del second’ordine) consiste nel determinare la soluzione dell’equazione
differenziale avendo assegnato i dati iniziali z(¢o) e #(to). Il metodo sopra discusso, mostra che
(almeno localmente) & sempre possibile risolvere il problema di Cauchy per le equazioni di Newton
della dinamica nel caso unidimensionale (ossia, € R 0 su una curva). In questo senso si dice che i
sistemi meccanici unidimensionali sono “integrabili”.

621 generale J sard un intervallo di R, ma potrebbe, come detto, essere una curva (per esempio il cerchio unitario
st

6313 derivata rispetto a z continuiamo a denotarla con ’apice.
641 “moti” del sistema non son altro che soluzioni dell’equazione (B.108).
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(ii) Come nella discussione generale delle equazioni a variabili separabili, nel caso in cui Ey > V(z0),
l'unicita delle soluzione & implicita nel metodo (poiché la soluzione viene esplicitamente determinata);
andrebbe, invece, discussa a parte nel caso in cui Eg = V(o). Si noti che in questo secondo caso xo
& un massimo locale di V e quindi f(zo) = —V'(z0) = 0 (se zo ¢ interno a I) ed, essendo z(t) = zo
una soluzione, diremo che zg € un punto d’equilibrio del sistema o anche un punto stazionario.

(iii) Un metodo utile di analizzare le soluzioni ¢ il ritratto di fase: da (B.114) segue che il moto ha
luogo sulle curve di energia costante nel piano (spazio delle fasi) (x,y) dove x & la posizione al tempo
t del punto e y := ma ¢ il momento lineare che & proporzionale alla velocita & al tempo ¢.

Vediamone un semplice esempio concreto.

L’oscillatore armonico

Un punto di massa m > 0 vincolato (senza attrito) su una retta e soggetto alla forza di una molla
ideale che lo attrae verso lorigine = 0 della retta subisce, secondo Hook®?, una forza pari a —kx
dove k > 0 ¢ la costante di elasticita della molla, x la posizione del punto materiale e il segno meno
¢ dovuto al fatto che la molle attrae verso l'origine. Dunque, secondo Newton e Hook, la legge del
moto di tale punto e regolata dall’equazione differenziale

mi = —kx (B.117)
che possiamo riscrivere come

i+wr=0, (w:=+Vk/m). (B.118)

Si noti che 'equazione (B.117) ¢ lineare e quindi se z1 e 2 sono soluzioni di (B.117) lo & anche una
qualunque combinazione lineare axr; + Sxa.

Il potenziale del sistema & dato da V(z) := %ka per cui l'energia totale (che si conserva lungo i
moti) sard data da

22 2
x x

In questo caso (grazie alla linearitd) possiamo immediatamente concludere che la soluzione del
problema di Cauchy di (B.117), ossia®®,

. Jf(to) = To
= —kx, . . B.120
mi x { #(to) = o ( )
¢ unica.

Infatti, se z1 e z2 verificano entrambe (B.120) si ha che z := 21 — 2 verifica (B.117) e z(to) = 2(to) =
0, il che implica che la sua energia

) 2

z z

m—+k—=FE0) =0

2 3 (0)
e dunque, necessariamente, z(t) =0 e 2(t) = 0, ossia 1 = 2.
Per determinare esplicitamente le soluzioni di (B.120) potremmo naturalmente usare il metodo de-
scritto sopra (che sarebbe comunque un utile esercizio sull’integrazione che invitiamo a fare), ma &
assai pilt semplice osservare che ci sono due ovvie funzioni “indipendenti” che verificano & = —w?xz e
sono sen wt e cos wt e poiché ’equazione e lineare ci aspettiamo che tutte le soluzioni possano scriversi
come una combinazione lineare di queste due funzioni. Infatti, ¢ immediato verificare che

x(t) = xo coswt + 20 gin wt, (B.121)
w

risolve il problema di Cauchy (B.120) e ne & dunque 1'unica soluzione. Si noti che tali soluzioni sono

definite per tutti i tempi ¢t € R.

Anche il ritratto di fase & particolarmente semplice in questo caso. Infatti, nello spazio delle fasi

(z,y) := (z,mz), Pequazione di energia costante &
2 2

2 -2
T y Ty  mIf
EL v Y gy =0
2 T om 0 9 T g

(B.122)

65Robert Hooke (Freshwater, 18 luglio 1635 — Londra, 3 marzo 1703).

66i0 € un numero assegnato in R e il punto qui non ha nessun significato matematico.
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e lorigine (0,0) corrisponde all’unico equilibrio del sistema (“punto fermo nell’origine con molla a
riposo”) di energia Eo = 0 e se Fo > 0, allora la (B.122) si pud scrivere come

(§>2+(%)2:1’ con  a:=+/2Eo/k, b:=V2Eom, (B.123)

che e ’equazione di una ellissi di semiassi a e b.

Esercizio B.1 Dimostrare che nello spazio delle fasi dell’oscillatore armonico, durante i moti, le
ellissi (B.123) vengono percorse in senso antiorario.

Complemento B.3: Dipendenza C* da dati iniziali e parametri

Valgono i seguenti risultati sulla dipendenza regolare dai dati iniziali delle soluzioni di equazioni
differenziali. Usando le notazioni del Teorema B.5 si ha:

(i) Se f e fu sono continue su D x I allora la soluzione u(t) == ¢(t;x) di (B.39) con up = z & di
classe C*({z,uo}).

(ii) Se tutte le derivate di f rispetto a x; di ordine k > 1 sono continue su D X I allora la soluzione
u(t) == p(t;x) di (B.39) con ug := = & di classe C*({z,uo}).

Complemento B.4: Stabilita (cenni)
Consideriamo il sistema (omogeneo) di equazioni differenziali lineari a coefficienti costanti

u = Au (B.124)
con A € R™*"™ matrice indipendente dal tempo.

Definizione B.40 Un punto xo € R™ si dice punto di equilibrio per (B.124), se la funzione costante
u(t) == xo € soluzione di (B.124).

Quindi zo & un punto di equilibrio per (B.124) se e solo se Azo = 0; dunque 0 & sempre un punto
d’equilibrio per (B.124) e 2o # 0 & un equilibrio se e solo se xo € un autovettore di A con autovalore
nullo. Il problema che ora ci poniamo & come evolvono dati iniziali vicini ad un punto di equilibrio,
ossia come si comportano, per ¢t > 1, le soluzioni ez di (B.124), quando il dato iniziale x & vicino
ad xg.

Definizione B.41 Un punto di equilibrio zo per (B.124) si dice stabile (secondo Liapunov) se V
€>0,308>0 tale che |e?tz — x| < e per ogni t > 0 e per ogni |z — xo| < 8. Un punto di equilibrio
stabile zo si dice asintoticamente stabile se 3 8 > 0 tale che lim;—y oo e*a = xo, per ogni | — xo| < 6.
Un punto di equilibrio asintoticamente stabile si chiama anche ‘attrattore’ per (B.124).

Se zo & un autovettore con autovalore nullo, allora tutta la retta €y, == {szo : s € R} & formata da
punti di equilibrio essendo A(szo) = sAzo = 0. Quindi se esiste un autovettore zp con autovalore
nullo, mon ci puo essere alcun punto di equilibrio asintoticamente stabile.

Se xp € un punto di equilibrio asintoticamente stabile, necessariamente o = 0 e A non ha alcun
autovettore con autovalore nullo. Inoltre se 0 & asintoticamente stabile, allora lim;_, ety = 0, per
ogni x € R™. Sia infatti 6 > 0 quello della definizione di stabilita asintotica, e sia x # 0 un qualunque
vettore di R™, allora se poniamo a = ﬁ, il vettore axz ha norma uguale a g ed ¢ quindi all’interno
della sfera di raggio § centrata nell’origine. Allora, |e**z| = a~!|e*(az)| — 0, se t — oo.

Si noti che, facendo un eventuale cambio di coordinate (y = x — x¢), possiamo sempre ridurci al caso
in cui il punto di equilibrio sia ’origine.

Se A possiede un autovettore con autovalore avente parte reale strettamente positiva, allora 0 & un
punto di equilibrio instabile: infatti & facile vedere che se Av = v, allora e“*v = ¢*v. Dunque se
Av = dve Re) > 0, allora per ogni 6 > 0, possiamo trovare, all’interno della sfera di raggio ¢ attorno
all’origine, un vettore w tale che lim¢_, \eAtw\ = oo: basta prendere w = av con a = 5 In tal

2[v|”
tRe X\

caso |e**w| = ale?*v| = aleMv| = alve — 0o quando t — co. E questo dimostra che I'origine &

instabile.

Concludiamo questa discussione con un criterio sufficiente affinché 0 sia un punto di equilibrio stabile
o asintoticamente stabile.
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Proposizione B.42 Supponiamo che A sia diagonalizzabile e che tutti gli autovalori abbiano parte
reale minore o uguale a 0. Allora lorigine x = 0 é un punto di equilibrio stabile. Se A ¢ diagonalizzabile
e tutti gli autovalori hanno parte reale strettamente negativa, allora x = 0 é asintoticamente stabile.

Dimostrazione Sappiamo che se T € C™*™ & una matrice invertibile, allora T 1eAT = eTﬁlAT;
inoltre se D = diag(di,...,dn) & la matrice diagonale avente sulla diagonale i numeri complessi
di,...,dn, allora |D| = max|d;|. Sia, dunque, T la matrice che diagonalizza A: T™'AT = A =
diag(A1, ..., An). Dalle osservazioni appena fatte segue che
-1
le*o]| = (TT ' eMTT | = ||Te” AT || = |TeMT
At -1 -1 Re \;)t
< TN IMIT ol = ITH 1T el max eTeX
<i<n
Da tale stima segue subito I’asserto. |

In effetti, utilizzando la forma canonica di Jordan, si dimostra in maniera del tutto analoga la stessa
affermazione senza 'ipotesi di diagonalizzabilita per A.

Complemento B.5: Equazioni delle onde e del calore (alle derivate parziali)

Corda vibrante con estremi fissi (equazione delle onde)

L’evoluzione dello spostamento verticale di una corda elastica (di lunghezza, a riposo, unitaria)
con estremi fissi, che oscilli (senza attrito e senza forze esterne) in un piano, soddisfa, in prima
approssimazione, la seguente equazione differenziale alle derivate parziali

Ut — Cuge =0,  x€(0,1), t>0, (B.125)
uw(0,t) =u(l,t) =0, Vt>0, (B.126)

dove u = wu(z,t) denota la posizione, all’istante ¢ (in un piano cartesiano z, y = wu), del punto
della corda che a riposo coincide con il punto (z,y) = (x,0) e ¢ & una costante che dipende dalle
caratteristiche fisiche della corda.

I1 problema (classico) di Cauchy per (B.125), (B.126) consiste nel trovare
ue C?((0,1) x (0,00)), con wu,us € C([0,1] x [0,00)),
che soddisdfi (B.125), (B.126) e le seguenti condizioni iniziali
u(z,0) = uo(z), ue(z,0) = vo(x), (B.127)

dove ug e vg sono funzioni assegnate (sufficientemente regolari e tali che uo(0) = uo(1) = vo(0) =
vo(1) = 0). Le codizioni ‘al contorno’ (B.126) si chiamano condizioni di Dirichlet.

Definiamo il seguente spazio di funzioni

ck. ((0,1)) = {fec((0,1]): fP0)=fD(1)=0Viparie i<k}. (B.128)

Si risolva il problema di Cauchy per (B.125), (B.126) supponendo che i dati iniziali uo e vo siano di
classe Cgy, ((0,1)).

Per una funzione u(z,t) di classe C! si definisce ’energia al tempo ¢ la quantita
1
B(t) =+ / (w3,0) + Fu(a, 1)) da. (B.129)
o

(i) (Conservazione dell’energia per la corda elastica) Si dimostri che se
u € C*((0,1) x (0,00)) N C([0,1] x [0, 00))
& soluzione di (B.126) allora
%:0, Vi>0 (B.130)
e quindi che E(t) := E(0).

(ii) (Unicita) Si usi il punto (i) per dimostrare che la soluzione del problema di Cauchy per (B.125),
(B.126) con dati iniziali in Cg, € unica.
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Equazione del calore

La temperatura di un filo metallico di lunghezza unitaria con gli estremi tenuti a temperatura co-
stante, che (per semplicitd) supporremmo uguale a 0, soddisfa la seguente equazione alle derivate
parziali

Ut — kuze =0, z € (0,1), t>0, (B.131)
w(0,8) =u(l,t) =0, Vt>0, (B.132)

dove u(z,t) denota la temperatura al tempo ¢ del punto del filo di coordinata uguale ad z e k > 0 &
la cosiddetta ‘conduttivita’.

I1 problema (classico) di Cauchy per (B.131), (B.132) consiste nel trovare u tale che
uw € C([0,1] x [0,00)), con u,us, Uz € C((0,1) % (0,00)),
tale che soddisdfi (B.131), (B.132) e la condizione iniziale
u(z,0) = uo(z), (B.133)

dove uo & una funzione assegnata (sufficientemente regolare e tale che uo(0) = uo(1) = 0). Le codizioni
‘al contorno’ (B.132) si chiamano condizioni di Dirichlet.

Si risolva il problema di Cauchy per (B.131), (B.132) supponendo che il dato iniziale uo appartenga
a Cgi ((0,1)).

Esercizi

Esercizio B.2 Dimostrare che se t € (a,b) — x(t) & una soluzione differenziabile di ' = z?/3 e

z(to) # O per un to € (a,b), allora esiste un intorno I di g e un polinomio di grado tre, P(t) = g+- -
tale che z(t) = P(t) per ogni t € I.

Esercizio B.3 Si dimostri 'affermazione fatta nell’Osservazione ?7?.

Esercizio B.4 Dimostrare chese f € C'(D,R™) con D sfera chiusa in R™, allora f & uniformemente
lipschitziana in D e come costante di Lipschitz puo prendersi

L = sup || fz(2)]|- (B.134)
zeD

Esercizio B.5 (i) Siaw # 1. Si trovi una soluzione dell’equazione differenziale (oscillatore armonico
forzato)
T+ x=senwt.

(ii) Si risolva il seguente problema di Cauchy
&+ =senwt, z(0)=2, z(0)=0.

Esercizio B.6 Si trovi una soluzione dell’equazione differenziale (oscillatore armonico forzato ri-
sonante)
Z+x =sent.

(ii) Si risolva il seguente problema di Cauchy
&+ x =sent, z(0) =2, %(0)=0.

Esercizio B.7 Perché la (B.105) non fornisce, in generale, una soluzione nel caso A = A(t)?

Esercizio B.8 (i) Sia A4 := (2 3) e si calcoli e

senT

t
(ii) Si verifichi che se G(t) = / (0
b \T 0

) dr, allora GG’ # G'G e G'e® # (%) # eC@".
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Esercizio B.9 Sia t € I — A(t) una funzione continua dall’intervallo I a valori matrici (n x n)
t

e sia G(t) = A(7)dr con to,t € I. Assumendo che G e A commutino, cio¢ che AG = GA, si
to
dimostri che I'unica soluzione v € C*(I) di

u = A(t)u +b(t), u(to) = uo (B.135)
dove b: I — R™ & una funzione continua assegnata ¢ data da
t
u(t) = ™ (/ e Db(r)dr + uo) . (B.136)
to
Esercizio B.10 Si consideri I’equazione differenziale
u”’ 4 a(t)u’ +b(t)u = f(t), tel, (B.137)

dove I & un intervallo aperto di R e a, b e f sono funzioni continue su I.
(i) Si trovi una soluzione di (B.137) assumendo che si conoscano le soluzioni dell’equazione omogenea
associata

'+ a(t)u +b(t)u=0. (B.138)

(ii) Si dimostri che tutte le soluzioni di (B.137) hanno la forma
u=cius + cauz +p (B.139)

dove w1 e uz sono soluzioni indipendenti di (B.138) e p(t) ¢ una qualunque soluzione di (B.137).
(iii) Si scrivano esplicitamente (in termini di f) tutte le soluzioni di (B.137) nel caso in cui i coefficienti
a(t) e b(t) siano costanti: a(t) == a e b(t) = b.

Esercizio B.11 Sia z(¢) la soluzione del seguente problema di Cauchy
+c+xz=f(), z(0)=1, z(0) = -1, (B.140)
dove f & una funzione continua su R con fR|f|dt < o0 e si trovi, se esiste, il lim;— o0 x(%).

Esercizio B.12 Si consideri I’equazione differenziale
i+i’+senhz=0, #(0)=0, 2(0)=a. (B.141)

(i) Si trovi T' > 0 tale che esista un’unica soluzione di (B.141) per [¢t| < T.

(i) Si denoti con z(¢;a) la soluzione di (B.141) per |t| < T e si calcoli il limite limq—,0 z(¢; @) per
ogni [t| < T.

(iii) II limite definito al punto (ii) & uniforme in t € [T, T]?

Esercizio B.13 Sia y(z) la soluzione di (1 — z)y’ = 1+ = — vy, y(0) = 0. Usando ’equazione
differenziale si calcolino tutte le derivate di y(x) in = 0; determinare il raggio di convergenza della
serie di Taylor di y(z) e si concluda che in un intorno di z = 0 la soluzione y(x) & analitica.

Esercizio B.14 SiaT > Oesia f € C'(AxR,R"™), con A aperto di R™ e f T—periodica: f(z,t+T) =
f(x,t) per ogni (z,t) € A x R. Dimostrare che se z(t) & soluzione di ¢ = f(z,t), z(0) = xo e se
z(T) = xo allora z & T—periodica ossia z(t + T") = z(t) per ogni ¢.

Esercizio B.15 Si risolva il problema di Cauchy per (B.125), (B.126) supponendo che i dati iniziali
ug € Vo siano:

(i) uo = sen®z, vo = 0.

(ii) uo = 0, vo = sen z con p =1, 3,4.

Esercizio B.16 Discutere il problema di Cauchy per (B.125), (B.126) con ug = sen’z e vg = 0.

Esercizio B.17 Si risolva il problema di Cauchy per (B.131), (B.132) con dato iniziale ug = sen? z
conp=1,2,3,4.



Appendice C

Varieta immerse in R"”

C.1 Definizioni

Chiameremo dominio (o dominio k-dimensionale) un insieme compatto D = U di R¥ che
sia la chiusura di un insieme U C RF aperto e connesso e tale che 9D = QU sia un insieme
trascurabile!. Per esempio, la sfera unitaria chiusa

By = {ueRF:|u <1} (C.1)

& un dominio in R¥ (per k = 1 & semplicemente I'intervallo chiuso [—1,1]). Sostituendo la
norma euclidea | - | con la norma uniforme | - |__, si ottiene il dominio dato dal cubo di lato 2
centrato nell’origine; se k = 2 (o k > 2) tali insiemi hanno una ovvia differenza dal punto di
vista geometrico: la frontiera del quadrato presenta delle ‘singolaritd’ (i vertici del quadrato)

che, invece, la frontiera di B] (e cio¢ la circonferenza unitaria S') non presenta. Nei seguenti
paragrafi daremo un significato preciso a queste osservazioni intuitive e studieremo gli elementi
del calcolo integrale (di funzioni regolari o regolari a tratti) su tali insiemi.

Definiamo ora una ‘inclusione differenziabile?’ di un dominio k-dimensionale nello ‘spazio
ambiente’ R™, con n > k:

Definizione C.1 Sia D un dominio k—dimensionale. Una funzione o € C*(D,R™) conn > k
si chiama inclusione differenziabile (o semplicemente ‘inclusione’) di D in R™ se ¢ &
maettiva su D e la matrice jacobiana g—i ha rango massimo su ogni punto u € D.

Una coppia (¢, D) con ¢ inclusione differenziabile del dominio D C R* verra anche chiamata
‘inclusione differenziabile’ o anche ‘inclusione k—dimensionale’.

L’immagine® (D) di una inclusione & un oggetto geometrico k—dimensionale (essendo de-
scritto dai k parametri v = (uy,...,ux) € D) immerso in R™ e che ha le stesse ‘proprieta
geometriche’ del dominio D. In particolare, ad ogni punto z € (D) corrisponde un unico
u € D (essendo ¢ iniettiva): cioe la ¢ definisce un sistema di coordinate su ¢(D). Inoltre tale
sistema di coordinate sara ‘regolare’ nel senso che la corrispondenza v € D — x € ¢(D) &
descritta da una funzione C'' e con jacobiano di rango massimo.

Definizione C.2 Se ¢ ¢ una inclusione del dominio D = U C RF in R™ (U aperto,
connesso e limitato), Uinsieme & = @(U) si chiama elemento (regolare) di varieta
k—dimensionale (o ‘elemento di k—varietd’).

LOvvero D & misurabile secondo Peano—Jordan.

2La terminologia non ¢ universale e dipende anche dalla lingua che si sta usando: altri termini che possono indicare
oggetti simili (se non lo stesso oggetto) sono ‘immersione’ oppure (in inglese) ‘immersion’, ‘imbedding’, ‘embedding’
etc. Si faccia dunque attenzione alle definizione date di volta in volta nei vari testi.

3 Anche: ‘traccia’ o ‘supporto’.
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Osservazione C.3 (i) Si noti che il ‘bordo’ di &, ¢(0U), non appartiene a &

(ii) Dalla Proposizione 1.30 segue che I'immagine (D) di una inclusione € un sottoinsieme
compatto di R™. Inoltre?, la funzione inversa ¢! : (D) — D ¢ continua su p(D). In
particolare ! & continua sull’elemento di varieta & = (U).

(iii) Per ogni punto zg € & = ¢(U) esiste un (unico) ug € U tale che p(ug) = xg. Poiché
U ¢ aperto esiste una sfera aperta B di R* interamente contenuta in U e poiché g = ¢!
¢ continua su &, l'insieme A = p(B) = ¢g~1(B) & un insieme aperto in & (nella topologia
relativa®) quindi 79 € A = EN Y per qualche insieme E aperto di R™.

(iv) Dati due spazi metrici X ed Y, due sottoinsiemi A C X, B C Y si dicono omeomorfi
se esiste una funzione continua g : A — B con inversa continua su B; la funzione biunivoca
e bicontinua g si chiama un omeomorfismo di A su B. Quindi il punto (iii) pud essere
riformulato dicendo che: per ogni punto xog € & esiste un aperto E C R™ tale che ENY €
omeomorfo ad una sfera B in R*.

(v) Dire che la matrice g—i ha rango massimo (e cioé k) equivale a dire che i k vettori £() ==

o)

5 € R" sono linearmente indipendenti in R™.

(vi) La parola ‘regolare’, che normalmete sottoindenderemo, si riferisce al fatto che I’elemento
di varieta & realizzato tramite una funzione di classe C*.

(vii) (Cambiamenti di coordinate) Siano ¢ : D =U CRF - R" e : E=V CRF - R
due inclusioni differenzibili tali che (U) = (V) := <. Su & sono definite e continue [punto
(ii)] le funzioni inverse ¢! e 1!, Sono dunque definite e continue le seguenti funzioni

vi=¢p lopiuelU —v(u) eV, ui=¢p to:veV sul) eU. (C.2)

Naturalmente v(u) e u(v) sono iniettive e sono l'una linversa dell’altra. In effetti, come
ci accingiamo a dimostrare, tali funzioni sono dei diffeomorfismi (o, pit precisamente dei
‘diffeomorfismi di classe C1”) ossia sono delle funzioni C'! invertibili con inversa® C*. Fissiamo
vg € V e sia up = u(vg) (cosicché vg = wv(ug)). Poiché g—f(vo) ha rango k esistono 1 <

i1 < -+ < ix < n tali che, ponendo ¢ = (Viyy -y ¥i,.), si ha det ‘gf (vp) # 0. Definiamo
F(v,u) = 9(v) — @(u), con @ = (@i, ..., 0, ). F & di classe C'({(vo, uo)}, det 9L (vg,up) =

det gf (vo) # 0 e F(vg,up) = 0. Dunque dal Teorema delle funzioni implicite segue che esiste

un’unica funzione continua ¢ tale che 9(ug) = vg ¢ F(9(u),u) = 0 in un intorno di ug ed in

pitt tale funzione & di classe C!({ug}). Poiché anche v(u) soddisfa v(ug) —vg e F(v(u),u) =0

(in un intorno di ug) per 'unicita della funzione implicita segue che ¥(u) coincide con v(u) in

un intorno di ug e questo, in particolare, significa che v € C*({ug}). Dal Corollari063.6 segue
u

che anche lo jacobiano di v(u), %(uo) ¢ invertibile ed ha per inverso lo jacobiano §%(vo).
a

(viii) Sia ug € R¥ e ¢ € C'({ug},R") con n > k. Se rango 42 (ug) = k allora esiste una sfera
chiusa D C R¥ di centro ug tale che (p, D) é un’inclusione differenziabile in R™.

Infatti dalle ipotesi segue che esiste un intorno ug su cui ¢ ¢ C! e su cui det %(uo) # 0 con
@ = (Piy, -y i) (per opportuni indici 1 < 4 < -+ < iy, < n). Dal Teorema della funzione
inversa segue che u — ¢ ¢ invertibile su di una opportuna sfera chiusa centrata in ug. Su tale
sfera ¢ ¢ iniettiva e quindi lo & anche .

Diamo ora alcuni esempi di inclusioni (e quindi di elementi di varieta).

(E1) Un insieme U C R™ aperto, connesso e limitato ¢ un elemento di n—varieta in R": come
inclusione si puo prendere l'identitd © = ¢(u) = u. Analogamente, se U & un sottoinsieme
aperto, connesso e limitato di R¥ e n > k, linsieme & = {2 € R" : (x1,...,2%) € U,
Tpt1 = -+ = &, = 0} & un elemento di k—varieta in R™ e come inclusione si puo prendere la
mappa u € U = x = p(u) = (uy, ..., ug, 0, ..., 0).

4D un sottoinsieme compatto di R™ e f € C(R™,R™). Se f ¢ iniettiva, allora la funzione inversa, F~1, appartiene
a C(K, D) dove K & l'insieme compatto f(D).

5Gi ricordi la Proposizione 1.24.

65i ricordi il Corollario 3.6.
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(E2) La funzione t € [0,1] — 2(t) = z +t(y — ) € R™ & una inclusione dell’intervallo [0,1] in
R™ che ha come immagine il segmento P(z,y): z([0,1]) = P(z,y).

(E3) (Caso k = 1: elementi di curve regolari in R") Generalizzando 1’esempio preceden-
te, definiamo elemento di curva regolare in R™ un elemento di 1-varieta ossia un sottoinsieme
di R™ dato da ¢(I) con I = (a,b) intervallo aperto e ¢ una inclusione del dominio unidi-
mensionale [a,b] in R™. In questo caso, la matrice jacobiana di ¢ & semplicemente il vettore”
&' (t) = (£} (%), ..., ¢l (t)). Dire che tale matrice jacobiana ha rango massimo (e cioé 1) equivale
a dire che il vettore ¢’(¢) non si annulla mai:

Z|<p;(t)|27éo, Vtelab]. (C.3)

L’iniettivitd di ¢ su I implica che I’elemento di curva ¢(I) non si autointerseca mai e che
p(a) # (b). Un esempio ¢ dato da ‘un elemento di circonferenza’ cioe dall’elemento di
curva regolare ¢(t) = (cost,sent) con ¢ € [a,b] e 0 < b —a < 27: ¢ & iniettiva su [a,b] e
|©'| = |(—sent,cost)| = 1. Quindi ’elemento di circonferenza ¢((a,b)) & un elemento di curva
regolare sulla circonferenza unitaria

Sti={zxeR?:|z| = /2 + 23 =1}. (C.4)

(E4) (1l caso k = 2, n = 3: elementi di superficie in R?) Un elemento di 2-varieta in
R? (o anche in R™) prende il nome di elemento di superficie. Se D = U & un dominio in R? e

¢ : (u1,u2) € D — (1,92, p3) € R? & una inclusione di D, dire che la matrice jacobiana ?Ti
ha rango massimo equivale a dire che i due vettori 887“’ e g—“” sono indipendenti e cioe®
1 u2
0 0 —
Ly x )| £0, Yuel. (C.5)

8U1 8u2

Un esempio ¢ dato da una ‘porzione ellissoidale’ realizzata dall’inclusione
p(u1,u2) = (r1 coSuy Sen ug, ry SEN U SEN Uz, T3 COS Us)

con D = [a1,b1] X [ag,b2], 0 < by —a; <2me 0 <ay <by <. Allora ¥ = ¢(U), (U = D),
¢ un elemento di varietd bidimensionale in R? che descrive una calotta ellissoidale ritagliata

sull’ellissoide ) ) )
o frem ()% ()74 (2 ). e
1 r2 3
Per r; = ro = r3 si ha naturalmente un elemento della sfera tridimensionale di raggio r :== ry.

(E5) (Grafici in R") Sia D = U un dominio in R¥, sia f € C1(D,R) e sia n == k+ 1. 1l
grafico
Gp={zeR"=R"" 1z, = f(x1,...,2x),V (z1,...,21) € U} (C.7)

¢ un elemento di k = n — 1 varietd in R™ realizzato dalla inclusione p(u) = (u, f(u)) con
u € U. Infatti, la ¢ & chiaramente iniettiva su D e

1 o ... 0

5 1 ... 0

Y _ . .

5 = | . k+1 (C.8)
0 o ... 1
ful f’ug fuk

“Di solito, nel caso unidimensionale, denotiamo con I I’aperto connesso e limitato di R (e cio¢ 'intervallo) che
sopra abbiamo chiamato U e indichiamo con ¢ il punto generico di I (che sopra abbiamo denotato u).
8Per informazioni sul prodotto vettoriale ‘X’ in R® si veda 4.1.
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e quindi g—‘i ha rango uguale a k = n — 1 (per ogni u € D).

(E6) (i) Sia ¢ € C'(R™,R). Per la Proposizione 1.24, I'insieme A := {& € R™ : ¢(z) < 0} &
un insieme aperto; quindi se A & connesso e limitato allora (esempio (E1)) & un elemento di
n-varieta in R™.

(i) Sia ¢ € CY(R™",R) e sia E := {z € R" : ¢(z) = 0} e supponiamo che per un z € E si abbia

V¢(Z) # 0 ossia, per un qualche 7, %(j) # 0. Allora, per il Teorema delle funzioni implicite

(Teorema 3.10) esiste un rettangolo in R™,
K,,={zeR":|z; —z;| <rperi+#jel|zr;—z;| <p}

ed una funzione® g(z1, ..., 25, ..., &, ) di classe C*(K,, [Z; —p, T +p]), dove K, & il cubo in R*~*
di centro (Z1, ..., @, ..., T,) e lato 2r, tale che E N K, , coincide con il grafico di g ossia con
{z eR" 1 x; =g(x1, ... Bjy ooy Tn), ¥V (T1, 000y Ty ooy Tp,) € K,}. Ma questo, per (E5), significa
che I'insieme & := {¢(z) = O}OKOT’p ¢ un elemento di (n—1)—varieta. Il dominio dell’inclusione
& K, C R" ! ¢ l'inclusione sarh data da u € K, — o(u) = (U1, ..., uj—1,g(0), uj, ..., up_1) €
K, , (avendo posto x; = u; per i < j — 1 e u; = ;41 per i > j).

(E7) L’esempio precedente (punto (ii)) si generalizza come segue. Supponiamo che siano
date (n — k) funzioni ¢; € C'(R",R) e consideriamo l'insieme E = {x € R" : ¢;(z) =
<o+ = ¢p_g(x) = 0}. Assumiamo che per un qualche punto Z € FE, gli (n — k) vettori
V1 (Z),...,Vdn—k(Z) siano linearmente indipendenti (in R™). Allora esiste un aperto A C R™
tale che AN E ¢ un elemento di k—varieta inl R™.

Concludiamo questo paragrafo introducendo le nozioni di varieta e varieta regolare a tratti:

Definizione C.4 (i) Un insieme connesso & C R™ prende il nome di ‘varietd k—dimensio-
nale’ se per ogni xg € & esiste un aperto A di R™ che contiene xg e tale che ANY ¢é un
elemento di k-varieta.

(ii) Un insieme connesso S C R™ prende il nome di ‘varieta k—dimensionale regolare a tratti’
se S = vazl W (EWD)Y dove (¢, EM) godono, per ogni 1 <i < N, delle sequenti proprieta:
(a) gli E® sono insiemi di R* con frontiera trascurabile; (b) 9 € C1(E® R*)NC(E®,R™)
e per ogni k—dominio D C EW la coppia (w(i),D(i)) e un’inclusione differenziabile in R™;
(c) @ (ED) N ) (EW) = & per ogni i # j.

(ili) Una coppia (p,E) con ¢ ed E che soddisfino le proprieta (a) e (b) del punto prece-
dente'! prende il nome di pseudo—inclusione o pit precisamente di ‘pseudo—inclusione
differenziabile, k—dimensionale in R™".

Osservazione C.5 (i) Di particolare importanza sono le varieta compatte'?: per esempio
le ‘superfici sferiche’
Sli={z e R™: |z| = 1}, (C.9)

sono delle varieta compatte di dimensione n — 1.

(ii) Un esempio tipico di varieta regolare a tratti in R™ ¢ dato dalla frontiera del cubo [0, 1]™
che & una ‘(n — 1)—varieta chiusa con singolaritd’ nei vertici del cubo [0, 1]™.

(iii) Una curva regolare a tratti ¢ I'immagine (/) con I intervallo limitato di R e con ¢
continua ed iniettiva su I ad eccezione di un numero finito di punti e C! a tratti; se p(a) = (b)
la curva (regolare a tratti) si dira chiusa.

9 11 simbolo * ™7 in questo contesto significa che la quantita che vi sta sotto va omessa: (z1,...,&;, ..., ) coincide
con (T1,...,Tj—1,%j41,-.,Tn) se 1 < j < m, con (x2,...,Tn) se j =1econ (1,...,xp_1) s€ j = N.

1OL’ipotesi che i vettori V¢i,..., V¢, _j siano indipendenti & equivalente a dire che la matrice (n — k) X n,
A(d1s--es bn—k) (1, bpn—k)

—=~ ha rango massimo e cio¢ uguale a n—k. Si assuma, per fissare le idee, che il minore RIE abbia

410 %n)
determinante diverso da 0 in . Si definisca F : (u,y) € R®* x R* ™% — F(u,y) = (61(w, ¥), s dn_k(u,y)) ER*"F e
si noti che det %(ﬁ, y) # 0, dove (@, y) = Z. Si applichi ora il Teorema delle funzioni implicite.

1con ED =Ee Lp(i) = .

12 A volte le varieta compatte vengono chiamate ‘varieta chiuse’.
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(iv) Secondo la Definizione C.4 una varietd compatta pud essere vista come una varieta
regolare a tratti: ad esempio, la circonferenza {x € R" : 23 +23 =1, 23 = --- = 2, = 0} ¢ una
1-varieta regolare a tratti in R™ poiché ' = p(F) con F = [0,27] e ¢ = (cost,sent,0,...,0).

C.2 Misure e integrali su k—varieta

C.2.1 Definizioni e osservazioni

Sia (¢, F) una pseudo—inclusione differenziabile k—dimensionale in R™. Vogliamo definire la
‘misura k—dimensionale’ dell'insieme & := ¢(FE); la nozione di misura che introdurremo puo
esser visto come ‘la proiezione ortogonale della misura euclidea n dimensionale sull’oggetto
geometrico k—dimensionale rappresentato da &’.

O(Piys ey Pi

Dalla definizione di inclusione segue che almeno uno dei minori M(u) (dove
ULy -eey Uk

(61,..yig) per 1 < i3 < -+ < i < n & una qualche scelta di indici) ha determinante di-

verso da zero; in particolare la somma su tutte le possibili scelte dei minori di rango k dei
quadrati dei determinanti di tali minori, ossia il numero

2

3 ’ det 2Pinr e Pin) (C.10)

8(U1, ceny uk)

1<iy < <ip<n

¢ diversa da zero su U .= E. Definiamo la misura k—dimensionale di ¢ il numero

akw)::/( Y e Amen)
U

2\ 3
O(u1y ..y ug) ) du, (C.11)

1<ip<--<ig<n

ese f € C(#,R) definiamo I’integrale di f su & come

Lfdak - /Ufogﬁ(u) (X e 5(;2‘2;::5;3)

1< < <ipg<n

2)% du. (C.12)

Per verificare che tali definizioni sono ben poste osserviamo quanto segue. Innanzitutto, poiche
OF ¢ un insieme trascurabile, si ha che gli integrali su U possono essere sostituiti da integrali
su E senza che il loro valore cambi. Dimostriamo ora che gli integrali in (C.11) e (C.12) non
dipendono dalla particolare inclusione che ‘realizza’ & sia (1, E') un’altra pseudo—inclusione
tale che, se V = E/, (V) = (U). Per il punto (vii) dell’Osservazione C.3 la funzione
v(u) =19~ o p(u) & una funzione di classe C*(U, V) ed & tale che 1 (v(u)) = ¢(u), per ogni
u € U. Dunque, per ogni scelta di indici 41 < --- < i si ha (%1 (v(u)),,wlk(v(u))> =

(cp,-l (w), ..., piy, (u)) e prendendo lo jacobiano di tale relazione si ottiene

O Wiy s oy Vi) (v(u)) 30( IPiys - Piy.) 7

o(v1, ..., vg) o T o(uq, ..., ug)

e quindi

a(wiu"-awik) v a(‘)Diw'“v(pik)
— = . det — =det ———=.
¢ (1) = de O(uy, ..., ug)

det O(v1, ..., k) ou

(C.13)
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Dunque, tramite il cambio di variabile v = v(u), dal Teorema 4.6, dal fatto che ¢(v(u)) = ¢(u)
e da (C.13) segue che

/Vfow(v) (Kil;;”(n det(m
= /Ufosé?(u) Z detM(v(u))ry
= freew (8 fefgpetidow) gl

1<ip<--<ix<n
1<in<-<ip<n

froew (¥ Jaaffels

1<i < <ip<n

2)% dv

det @

d
8uu

N

2. 1
)zdu. |

Queste definizioni si estendono immediatamente a varieta regolari a tratti:
se ¥ = Uf\; e (E@) C R™ ¢ una varietd k dimensionale regolare a tratti (con o e EO
come nella Definizione C.4) e se f € C(S,R) poniamo'3

N N N . <.
() ::;ak(ym), /, fdoy, ::; é  fdow. (y@) - (p(E(Z))). (C.14)

Esempio C.6 Applichiamo le definizioni date al calcolo dell’area superficiale di una sfera di
raggio r in R3. La sfera S? := {x € R® : |z| = 1} coincide con ¢(E) se

E =[0,27] x [0,7] e ¢(ur,us) = r(cosu;senus,sen uj sen us, Cos us) .

Dunque
8 1
02(S7) = /( Z ‘det (901,903)‘ )2du
E — ou
1<i<j<2
0 2 0 2 0 2\ 3
= / (‘ det A1 02) ‘ + ‘ det 1 03) ‘ + ‘ det 2, 23) ‘ ) * du
I ou ou ou
1
= 1’2/ ((sen ug cosug)? + (senu sen® ug)? 4 (cos up sen? uQ)2> “du
E
= 1"2/ senusdu = 4nr? .
E
Discutiamo ora alcuni casi speciali cominciando dal caso k& = 1: se I ¢ un intervallo di
estremi a < b eI := p(I) & un elemento di curva regolare (0 una curva regolare a tratti

ed eventualmente chiusa) la quantita in (C.10) coincide con la norma euclidea del vettore
' (t) (come al solito t = u) e dunque la lunghezza della curva T’ é data da

b
o1(I) = L(T) ;:/ 1/ ()]dt (C.15)

mentre l'integrale di una funzione f € C(T,R) su I', che prende il nome di integrale
curvilineo, ¢ dato da

b
/ fdoy = / f o p()le! (D)t (C.16)
T a

a volte (nel caso k = 1) al simbolo do; si preferiscono i simboli ds o d¢.

13Si noti che la rappresentazione di una varieta regolare a tratti come ‘unione di parti regolari’ Lp(i)(E(i)) non
¢ ovviamente unica e d’altra parte & altrettanto ovvio che le definizioni in (C.14) non dipendono dalla particolare
rappresentazione di & .



© L Chierchia — 2023 231

Il caso k = 2 e n = 3 concerne l'integrazione su superfici in R3. La quantita in (C.10) coincide
con il quadrato della norma euclidea del vettore 5) £ x gu e dunque 'area della superficie &
e data da

o2 (&) = Area(S /’3U1 8u2 w; (C.17)

mentre 'integrale di una funzione f € C(¥,R) su &, che prende il nome di integrale

superficiale, ¢ dato da

Osservazione C.7 (i) Considerando un’‘approssimazione di Riemann’ dell’integrale come in
(C.15), relativa alla partizione tg = a < t; < --- < ty = b, si ha che'* la lunghezza della
poligonale di estremi (in ordine) p(a), ©(t1),...,0(b) tende a L(T"), quando l'ampiezza della
partizione § == sup(t;+1—1;) tende a zero, giustificando, in tal modo, il nome ‘lunghezza’ dato
a L(T).

(i) La quantita |72, x 92
dai vettori aaT‘p e 5—99 e quest’interpretazione farebbe pensare alla possibilita di giustificare
(tramite opportune approssimazioni di Riemann) la definizione di area in modo analogo a
quanto fatto nel punto (i) per la lunghezza. Invece cid non & possibile: in generale, un elemento
di superficie regolare puo essere ‘approssimato’ con (ad esempio) triangolini con i vertici sulla
superficie in modo tale che la somma delle aree dei triangolini tende ad infinito quando la
lunghezza del massimo lato di tali triangolini viene mandata a zero'®.

rappresenta geometricamente ’area del parallelogramma generato

1
(iii) La quantita ( Z ’ det M ) * che appare nella definizione di misura
1<iy <--<ip<n O(ur, .., up)
k—dimensionale non ¢ altro che la misura euclidea k—dimensionale del parallelepipedo generato
dai vettori tangenti (che formano una base dello spazio tangente) 87“’, . Per maggiori

I 8u
informazioni si veda C.3.

C.2.2 1l Teorema della divergenza in R"

In questo paragrafo discutiamo la generalizzazione a R™ del Teorema di Gauss. Di questo
fondamentale teorema della matematica e della fisica daremo due dimostrazioni: la prima,
nel complemento 4.4, ¢ una dimostrazione ‘diretta’, la seconda, invece, sara ottenuta come
conseguenza della formula di Stokes in R (basata sulla teoria delle k—forme differenziali, di
cui parleremo nel prossimo capitolo).

Facciamo un’osservazione preliminare. La sfera unitaria chiusa B":={x € R" : |z| < 1} non &
una varieta n dimensionale ma ¢ 1'unione d’un aperto (cio¢ la sfera B™ :={x € R" : |z| < 1})
e d’una varieta compatta di dimensione n — 1 (cioé S™~1) che coincide con la sua frontiera
insiemistica. L’ovvia importanza di tali insiemi aperti giustifica la seguente definizione

Definizione C.8 Pern > 2, un insieme A C R™ aperto, limitato e connesso si dice regolare
se esiste una funzione ¢ € C1(R™,R) tale che A= {x € R" : ¢(z) <0}, 0A = {z : ¢(x) =0}
e Vo(x) # 0 per ogni x € DA.

Dunque la sfera aperta B™ ¢ un insieme regolare: B = {z € R™ : ¢(x) < 0} con ¢(z) =
|z|? — 1.

Dall’esempio (E6) di § C.1 e dalla Definizione C.4 segue che la frontiera di un insieme regolare
& una (n—1)—varieta compatta in R™. Infatti la frontiera di A divide R™ in due insiemi connessi

145i noti che L(P(p(t:), o(tiy1)) = le(tiy1) — @(ti)| = |’ (F:)|(tix1 — ti). Quindi, essendo |¢’| continua su [a, b],
dalla teoria dell’integrazione di Riemann segue che, se § = sup; |tit1 — t;], allora lims_,o L(P(¢(t:), (tit+1)) =
N |90 ()|dt.

5Si veda 4.43.
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di cui uno, {z : ¢(z) < 0} = A, ¢ limitato e l'altro, {z : ¢(x) > 0} = (A)° ¢ illimitato: in
questa situazione l'insieme aperto A prende il nome di esterno di A.
In ogni punto x della frontiera di un insieme regolare A = {z' : ¢(a’) < 0} definiamo la
normale esterna!®

vi= y(x):zm . (C.19)
Vo(o)

Infine se A & un aperto di R" e se F' € C'(A,R") definiamo la divergenza di F la funzione
continua da A in R data da

(C.20)

la divergenza di F' viene anche denotata con V - F.

Teorema C.9 (Teorema della divergenza) Sia A:={x € R" : ¢(z) < 0} un insieme
regolare in R"™ (Definizione C.8) e sia F € C1(A,R"). Allora

/V-Fdx:/F-ydan,l. (C.21)
A OA

Osservazione C.10 (i) La quantitd F - v in (C.21) prende il nome di flusso esterno del
campo vettoriale!” F' e dunque il Teorema della divergenza pud essere formulato dicendo che
“Iintegrale della divergenza di un campo regolare su di un insieme regolare A coincide con
l'integrale del flusso esterno sulla frontiera di A”.

(i) Se F € C1([a,b],R) e se interpretassimo la quantith F(b) — F(a) come il “flusso totale
esterno di F' dall’insieme [a,b]” vedremmo che (nel caso n = 1) 'enunciato del Teorema
della divergenza dato al punto (i) coincide sostanzialmente con il Teorema fondamentale del
calcolo (definendo , se si vuole, gli insiemi regolari in R come gli intervalli aperti e limitati). In
effetti vedremo che la dimostrazione del Teorema della divergenza ¢ conseguenza del Teorema
fondamentale del calcolo in una variabile.

C.3 k—forme differenziali

Fissiamo due 1-forme elementari in R™, diciamo dx; e dz; con 1 <, < n e definiamo il loro
prodotto esterno dz; Adzr; come la seguente forma bilineare ed antisimmetrica su coppie
di vettori in R™: dati §,n € R™ I'azione di dz; Adz; ¢ data da

da; Ada;(€,n) = det <§] Zj) = det (:ZJE?) gﬁj%’;};) . (C.22)
E immediato verificare che tale forma & lineare sia in & che in n e che
dx; Ndz;(&,n) = —dx; Adx;(n,§) ,
dz; Ndx; = —dxj Ndx;, Vi,j=1,..,n
de; Ndx; =0, Vi=1,..n. (C.23)

16Si noti che tale vettore (che & ben definito poiché V¢ # 0 su JA) ha norma unitaria. La parola “esterna”
& dovuta al fatto che “v punta verso I'esterno” ovvero “esiste ¢ > 0 tale che {z + vtV 0 <t < e} C A™.

Infatti: dalla formula di Taylor, se z € A (ovvero se z tale che ¢(x) = 0) e se ¢ > 0 & piccolo, ¢(z + vt) =
Vo(z) - vt + o(t) = |[Vo(a)|t + o(t) = t(\V¢(w)| + @) che & strettamente positivo se t & sufficientemente
piccolo. La parola “normale” si riferisce al fatto che v & normale (o “ortogonale”) ad un qualunque vettore
“tangente a OA in z” [un vettore £ € R™ si dice tangente all’elemento di varietd & in z € & se £ = 2/(0)
per una qualche applicazione z € C1((—4,§),R™) tale che 2(t) € & per ogni |t| < § e 2(0) = z; per maggiori
informazioni si veda C.2]. Infatti se £ = 2/(0) & un vettore tangente a A in z si ha, per definizione, che
z(t) € OA per |t| < & (per un qualche § > 0), ovvero ¢(z(t)) = 0 per |t| < §; derivando tale relazione in ¢t = 0
si ottiene 0 = V¢(2(0)) - 2/(0) = V() - € e quindi £ - v = 0.

17Un “campo vettoriale su A C R™ non & altro che una funzione F' da A in R™ (ovvero una funzione che ad
un vettore x € A C R™ associa un altro vettore, F(x) di R™).
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Definizione C.11 Il prodotto esterno di due 1-forme elementari si chiama 2—forma ele-
mentare. Una 2—forma differenziale, w?, su A aperto di R, é una combinazione lineare
(a coefficienti funzioni) di 2—forme elementari:

w? = Z fij dl‘i/\dl‘j (024)
=1

con fi; funzioni regolari su A a valori in R. Fissato x € A, l’azione di w? su coppie di vettori
in R™ ¢ definita, per linearita, come

W& ) = Zfij(x) dai Ndi(€,m) - (C.25)

Dunque da (C.23) e (C.25) segue immediatamente che w?(£,7) @ lineare sia in & che in 7 e
che

(&) =~ ), (= w68 =0). (C.26)

Si noti che, sempre in virth di (C.23), gli addendi in (C.24) con ¢ = j sono identicamente
nulli, e che i termini con j > ¢ possono esseri messi a fattore (col segno cambiato) di dx; A dz;
con i < j. Quindi, possiamo riscrivere (C.24), come

w? = Z Gij dx; N dl’j (027)

1<i<j<n

con g;; = fi; — fj: e dove la somma ¢ estesa a tutte le coppie ordinate (4, j) di interi tra 1 ed
n con ¢ < j.

Poiché il numero di coppie ordinate (i,j5) con 1 < i < j<ne (;), vediamo che assegnare
una 2—forma in A C R™ equivale ad assegnare <g) funzioni regolari su A.
Per esempio, in R3, ogni 2-forma si rappresenta come

w? = g1a dx1 Adxy + g13 dxy Adxs + gos dxg Adxs. (C.28)
L’estensione al caso k > 2 ¢ immediata. Una k—forma elementare in R" ¢ data dal prodotto

esterno di k 1-forme elementari dz;, A--- Adx;,, con i; € {1,...,n}, che agisce sulle k—uple
di vettori (€M), ..., £()) con £€®) € R™ secondo la regola

(1) (k)
&, - &
drg, A ANdag (€D, R =det | .
1) (k)
&, o &,
= det (dai, (€Y)), - (C.29)

Come sopra, da tale definizione, segue immediatamente che
dIil VANREIRWAN dIZk (f(l), ,E(k))

& lineare in ogni ¢U) e che scambiando di posto due £€U) o due du;,, il valore risultante cambia
segno e, quindi, se i, = i 0 se £9) = £U") per qualcuno degli indici che appaiono in (C.29),
il valore alla destra di (C.29) ¢ 0.

Definizione C.12 Una k—forma, w*, in A C R™ ¢& una combinazione lineare a coefficienti
funzioni delle k—forme elementari definite in (C.29).
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Con ragionamenti identici a quelli fatti pitt sopra vediamo che ogni k—forma in R™ puo scriversi
come
Wk = Z Giy iy dTiy A ANdxy, (C.30)

i1 < <ip
ij:l,...,n
e se £€U) sono k vettori in R™, (j = 1, ..., k), si definisce il numero w*(¢M) ..., £€%)) come

WHEW, L6 = N gy dag, A Nda (§9), 60 (C.31)

i< <lig
ij=1,...,n

Essendo il numero di k—uple di interi ordinati tra 0 ed n uguale a (Z) , vediamo che assegnare

una k—forma in A C R™ equivale ad assegnare Z funzioni regolari su A. Una k—forma viene
anche chiamata una forma (differenziale) di grado k.

Osservazione C.13 (i) Si noti che se k£ > n ci saranno sempre due dx;; ripetuti in (C.29) e
quindi ogni k—forma in R™ con k > n ¢ identicamente nulla.
(ii) Se k = n vi & una unica k—upla di indici ordinati e cioe (1,...,n) e quindi se k = n

w'=gdxi A - ANday, (C.32)

per una qualche funzione regolare g € C*°(A,R). In altri termini se definiamo ’elemento di
volume in R™ come la n—forma elementare dxy A --- Adx,, vediamo che w™ & proporzionale
all’elemento di volume in R™; vedi (ii) dell’osservazione C.15 piu sotto.

(iii) Nel caso k =n—1, Z = n e l’elenco di tutte (a meno di riordinamenti) le (n—1)—forme
elementari ¢ dato da e
dey N ANdxg N ANdxy,, (P=1,...,n) (C.33)

dove il simbolo (/\) su dx; significa che tale forma & omessa'®. Quindi, come nel caso k = 1,
assegnare una (n—1)-forma in R™ equivale ad assegnare un campo vettoriale F' € C*°(A,R™).

Data F € C*(A,R™) definiamo

n
= Z(—l)i_lFi drzy N ANdzp A - Ndzy, (C.34)
i=1
(la presenza del segno (—1)*~! apparira chiaro in seguito). Si noti che per n = 2 una 1-forma
¢ anche una (n — 1)—forma ma che w}, = Fidxy + Fadxry # a}, = Fidxy — Fydxq, essendo,
invece,

ak = w(lfF%Fl) . (C.35)

Questo & il motivo per cui abbiamo usato due simboli diversi (w e «) per denotare, rispetti-
vamente, le 1-forme e le (n — 1)—forme associate (univocamente) ad un campo vettoriale in
A CR™

Definiamo ora, in generale, il prodotto esterno di due forme differenziali di grado rispettiva-
mente k e h.

Definizione C.14 Siano

wh = Z Gir-wi, dwiy Ao Nda,

h .
o = fil“"ih, dxil VARERIVAN d.’Eih
i1 < <ip

18 per esempio d/x\l Adxo ANdxrs = dxo A dxs oppure dzy /\d/w\z ANdxs = dx1 Ndxs.
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due forme differenziali di grado, rispettivamente, k e h in A C R™. Il prodotto esterno w* A a*
e la k + h—forma in A data da

Z Z gil"‘ikfjl"'jhdmil /\/\diﬂ“ /\dl’jl /\"‘/\dl’jh. (C36)

1< <t J1<-<Jn

Si noti che molti dei termini nelle sommatorie in (C.36) possono essere nulli (non appena
irr = jpo per qualche 1 <k <kel<h' <h).

Come abbiamo fatto nella sezione precedente, possiamo definire I’integrale di una k—forma
su di un elemento di k—varieta orientato. Sia & = p(U) un elemento di k—varieta in
A C R"™ con l'orientamento indotto da ¢ (Or = Or (¢)) e sia w* una k—forma come in (C.30).
Si definisce allora

8(90217' 7@1 )
j;f’or Z /gzl o OQO det 8(’“17., y (U) du

1 <<tk uk)
dy Oy
_ k
= /Uw (—aUI yeees 781%) du . (C.37)

Osservazione C.15 (i) Qualora non ci sia ambiguita (e questo accadra la maggior parte delle
volte) ometteremo l'indicazione esplicita dell’orientamento negli integrali di forme differenziali
ma va sempre tenuto a mente che, al contrario degli integrali curvilinei e superficiali, gli
integrali di forme differenziali dipendono dall’orientamento fissato e si ha'®:

/ wh = —/ Wk (C.38)
< ,— Or <, Or

(ii) Per chiarire il termine ‘elemento di volume’ dato alla n—forma dxzj A --- Adzy,, consi-
deriamo un aperto U connesso e misurabile ed una funzione f continua su U. Tale aperto
U ¢ un elemento di n—varietd in R (esempio (E1) della sezione C.1). Allora, considerando
limmersione identica u € U — © = ¢(u) := u con il relativo orientamento Or, ed essendo

det 22 = 1 ¢ f o p(u) = f(u),

/dexl/\ R - /Uf(u)du: /Uf(:v)dx (C.39)

dove nell’'ultima uguaglianza abbiamo semplicemente cambiato nome alla variabile di integra-
zione. Quindi integrare in R™ la n—forma f(x)dxy A -+ ANdz, equivale a calcolare integrale
di Riemann della funzione f.

(iii) Uno dei motivi per la definizione data in (C.34) ¢ il seguente. Consideriamo un elemento
di superficie orientato in R*, & = ¢(U), Or = Or (). Si verifica allora immediatamente che

3@ Oy
2 = |F. —du
/yaF L 8u1 8u2
:/F-z/da (C.40)
S

dove v ¢ la normale esterna definita in (4.202). La quantita nell’ultima riga di (C.40) si chiama
il flusso esterno di F' attraverso la superficie orientata <.

Consideriamo ora una funzione regolare (almeno C*)

fiye BCR" wx=f(y) = (f1(y),- fuly)) € ACR"

con A e B insiemi aperti. Data una k—forma w”* su A definiremo ora una k—forma in B.

19Esercizio C.39.
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Definizione C.16 Siano A, B due insiemi aperti di, rispettivamente, R™ ed R™, sia f €
C>(B,A) e wk = Y is oy, Giniy, ATiy A--- Adxg, una k forma su A. Si chiama ‘pull—
back’ della forma w* la k—forma su B definita da

Frof =" giig o f dfiy Ao Ny, (C.41)
1< <ip

Osservazione C.17 (i) Tale definizione & significativa solo se k < min{n,m}, altrimenti
f*wk :=0.
(ii) L'operazione f* & lineare: se w* e a* sono due k—forme su A, allora?’

FH(WF + o) = fruf + ok (C.42)

(iii) Se k = m, per il punto (ii) dell’osservazione C.13, la forma f*w* sara proporzionale

all’elemento di volume dy; A --- Adyy, su R¥. Per (ii) qui sopra, bastera vedere come agisce
f*, in questo caso, su w* = gdz;, A --- Adz;, . Calcoliamo prima f*(dx;, A--- Adx;,):
frldogy, Ao Ndwg,) = dfy A Ndfy,

- ¥ Ofi Ofi

ayjl ayjk

dy;, N -+ - Ndys,

1k
Jn=1,....k

:( Z e af“...a‘fik)dyl/\.../\dyk,

(jlv"-vjk) i -
(J15esdk) EPr 8y]1 8y]k

a(fiu ) ka)
oY1, s Yk)

= det dyr A -+ Ndyy (C.43)

dove ;. denota 'insieme delle permutazioni dell’insieme {1, ..., k} e, come al solito, E(G1,mii)
denota il segno della permutazione (j1, ..., jx). Quindi,

firs oo fir)

(g dwiy A+ ANday, ) =go f (det o oy Ydyr A -+ Adyj . (C.44)

(iv) Sia ¥ = p(U) un elemento di k-varietd in A ed w* una k-forma su A. Mettendo insieme
le osservazioni precedenti, vediamo che I'integrale di w* su & (orientata secondo ) non &

altro che l'integrale su U di ¢*w":
/wk = /(p*wk (C.45)
&4 U

dove, naturalmente, l’orientamento su U nel secondo integrale & quello indotto dalla mappa
identica.

C.4 Derivata esterna di forme differenziali

Una funzione f regolare su A aperto di R™ ¢ anche chiamata una 0—forma su A. Il differenziale
‘d’ trasforma la 0—forma f in una 1-forma df. Estendendiamo tale operazione ‘d’, in modo
tale che d trasformi k—forme (su R™) in (k + 1)—forme (sempre su R™).

Definizione C.18 Sia w* = Zi1<-~~<z‘k Giy-iy, dxiy N ANdxg, una k forma su A CR™. La
derivata esterna di w*, denotata dw”, é la sequente k + 1 forma su A:

dw* = Z dgiy..i, Ndxiy N ANdw,
i< <ip
-y % %1 Edpj Adag, A A da, (C.46)
z;

i< <dp j=1

20Esercizio C.37.
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Per esempio, se w! = fdwy, con f € C*(R?), si ha:

0
! dxj Ndxg = fr,dey ANdxo — fr,dro Adzs.
Lj

3
dw! = df Ndzy = —
w If \dxs 28

Jj=1
Osservazione C.19 (i) Segue immediatamente dalla definizione che d ¢ lineare:
d(w" + ) = dw® + dn® . (C.47)

(ii) Se k = n, dw™ & una (n + 1) forma su R™ e quindi?! ¢ nulla: dw™ = 0.
(iii) Dalla definizione C.18 segue (ancora immediatamente) che la derivata esterna di una
forma elementare ¢ 0:

d(dziy N Ndzy,) =dlAdzyy A Adz;, =0Adx;, A--- Ndx;, =0. (C.48)
(iv) Sia F € C*(A,R™) e consideriamo la (n — 1)-forma o5 definita in (C.34). Allora

do/lé_1 =Y (=1)"YdF; Ny /\.../\jgi/\.../\dzn

I

«
Il
-

|

N OF .
(S By Ndey A AT A A di
Jj=1

P — O0x;
n _ F, .
= Z(—l)“lg de; Ndrxy N+ Ndx; A -+~ Ndxy,
i=1 i
= (Za Z)dgcl/\~-~/\daz?n,
i=1 Oz

Si noti che il segno (—1)"~! conta esattamente il numero di scambi (tra i dz;) che bisogna
fare per mettere il dz; al posto ‘giusto’: in termini piu precisi

E(i,1,2,im1,i41,...,m) = (—1)"*.

(v) In R® (n = 3), la derivata esterna di una 1-forma ¢ una 2 = (n — 1) forma; quindi, per
ogni F € C'(A,R3), A CR?, esiste una unica G € C(A,R3) tale che

dwh = a2 . (C.49)

Osservazione C.20 (i) Ricordando le definizioni di divergenza, vedi (C.20), e quella di
rotore, vedi (4.114), e dall’Osservazione C.19 segue che

da'=(V -F)dzi A - Ndzy,, (C.50)

con F € C'(A,R"), ACR" e
dw}:‘ :Oézv XF > (051)

con F € C1(A,R3), e A C R®. Tali identitd giustificano ulteriormente la presenza del segno
(—1)*=! nella definizione (C.34). Si noti che, in virtu del punto (v) dell’osservazione C.46, il
rotore di F si puo definire direttamente come l'unica funzione G : A — R3 per cui vale (C.49).
(iii) T simboli di prodotto scalare e vettoriale che appaiono in (C.20) e (4.114) suggeriscono
la seguente regola mnemonica: V - F = Y | 9, F; (dove il gradiente V := (9,,,...,0z,)
¢ trattato come fosse un vettore, ed, analogamente, il rotore V x F' & dato dallo sviluppo
simbolico?? fatto rispetto alla prima riga del seguente determinante formale:

e @ o)

det | 8y, 0n, Oy | - (C.52)
F F, F

21 Osservazione C.13, (i).
225i ricordi anche (4.175).
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Altre proprieta fondamentali dell’operazione d sono elencate nella seguente

Proposizione C.21

(i) d(dw®) = d?w* = 0.

(i) d(w* A al) = dwk Aol + (—=1)Fwk Adal.

(iii) d(f*w*) = f*dw”.

Naturalmente, nell’enunciato appena dato, w® e a” sono, rispettivamente, una k—forma ed
una h—forma su A C R, e f € C1(B,A) dove B C R™ (per il primo risultato occore che
w” € C%(A) mentre per gli altri risultati basterebbe assumere che le funzioni che intervengono
siano C1(A)).

Dimostrazione (i): Vista la linearita di d, basta verificare (i) nel caso w* = g @* dove @* &
la k—forma elementare @* := dx;, A -+ Adx;, (e g€ C?(A)):
d(dw®) = d(dg Aw®) = d( 2:: 52 = dz; AT) ; d(==> /\d;z:J A"

n

dxe Ndxzj N o"

M

= xjaacg

=3 oy
o 3:}@8965 &rgamj

)dxg/\da:j AwF =0.

(ii): per la linearita di d e del prodotto esterno, basta dimostrare (ii) con w* = g @"
ol = f @ dove @* e @ sono le forme elementari
oF =day, Ao ANda,, @ =dry, Ao Adxy, (C.53)

Usando le proprieta del prodotto esterno (in particolare la linearita e associativita) ottenia-
mo:

dwk Anah) =d(gf @ Aa") =d(gf) AT Aa"

= (f dgAT* AG") + (g df NT* AE")

= (f dgA@*)AE" + (g df AT* AGM)

= (f dgA&*) AT" + (=1)"(g @) A (df AT")

=dwf Ao+ (—1)FWF Adal.
(iii): di nuovo, basta dimostrare (iii) per w* = gw* con @* come in (C.53); si faccia attenzione
al fatto che qui f & una funzione vettoriale f : y € B C R™ — (f1,..., fn) € A C R™ mentre
g:x € ACR" — R ¢ una funzione scalare. Usando (C.121), otteniamo:

d(f*w*) =d(go fdfi, Ao Ndfy,) = d(go ) Adfi, A+ Ndfy,

glofdfi/\dfil/\mAdfik

&

= f*(z gg dw; Ny A Ad;,

Dal fatto che d? = 0 e da (4.99) segue subito che, se f € C?(A), A CR?,

0=d*f=d(df) =dwy ;=% v
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ossia?3

VXxVf=rotVf=0. (C.54)
Da (C.51) e da (C.50) segue che, se F € C1(A,R3) con A C R3,

0=d*wp =da%  r=(V -V x F)dzy Adry Adzs,

ossia

V -V xF:=divrot F =0. (C.55)

C.5 Forme chiuse. Forme esatte. Lemma di Poincaré
Consideriamo un insieme A C R™ e consideriamo 'insieme delle k—forme su A.

Definizione C.22 Una k—forma, w, su A si dice chiusa se dw = 0. Una k—forma, w, su A
si dice esatta se esiste una (k — 1)—forma, a, su A tale che w = da.

Osservazione C.23 (i) Ricordando che le 0—forme forme sono le funzioni, vediamo che una
1-forma w ¢ esatta se e solo se ¢ il differenziale di una funzione; equivalentemente w = wk &
esatta se e solo se F' = V f per una qualche funzione f. La proposizione 4.13 da quindi una
condizione necessaria e sufficiente (in termini dell’integrale di w! su curve chiuse) affinché una
1-forma sia esatta.

(ii) Dal punto (i) della proposizione C.21 segue che ogni forma esatta é chiusa (su qualunque
regione A). Il viceversa non &, in generale, vero. Infatti, se w! & la 1-forma definita in (4.111)
su A = R%\{0}, si vede subito che?* dw' = 0 e cioe che w! & chiusa. D’altra parte, per 4.52 e

per Posservazione (i) precedente, w! non ¢ esatta in A.

Il prossimo risultato mostra che su una larga classe di regioni A le forme chiuse coincidono
con quelle esatte. Per formulare tale risultato, diamo la seguente

Definizione C.24 Un insieme aperto A C R™ si dice stellato rispetto al punto xg € A se,
per ogni x € A, il segmento £(xg,x) di estremi x e xg & interamente contenuto in A.
L’insieme A = R?\{0} non ¢ stellato. Gli insiemi convessi sono stellati.

k

Teorema C.25 (Lemma di Poincaré) Sia A C R™ un aperto stellato. Una k—forma w" su
A ¢ chiusa se e solo se ¢ esatta.

La dimostrazione di questo teorema & basata sulla esistenza della seguente operazione
che associa ad ogni k—forma su un insieme stellato A una (k — 1)—forma su A. Definiamo,
dapprima, I’azione di .9 su k—forme del tipo gw*, con @* = dx;, A--- Adx;, una k-forma
elementare fissata; estenderemo poi, per linearita, la definizione di . ad una arbitraria k—
forma su A. Assumiamo, per semplicita, che 1’z nella definizione C.24 coincida con lorigine:
xo = 0 (essendo il caso generale riconducibile a questo mediante una semplice traslazione).

Nel caso k = 1, poniamo
1
9 gde;) = / g(tz)dt, (C.56)
0
nel caso k > 1, poniamo

(g dxiy, N+ Ndxy,) = (C.57)

1 k
{/ tkilg(t:ﬂ)dt} Z(fl)jflxij dry, A - Ndzg; A - Ndx,,
0 N
J=1

238 ricordi C.37 e C.38.
24Esercizio C.41.
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Infine per una generica k—forma poniamo

F( Z Giy vy ATiy A+ Nda,) = Z I(Giyoindziy N ANdxg,) . (C.58)

i < <ip i< <ip

Vale allora il seguente risultato che implica immediatamente il Lemma di Poincaré.

Proposizione C.26 Sia A stellato e sia

Z Giy--iy, dl‘il VARERIVAN dl‘ik (059)

i1 <<,
una arbitraria®® k forma su A. Allora
d(Iw) + 9 (dw) =w. (C.60)

Quindi se w ¢ chiusa (cioe dw = 0) segue che w = d(.$w) ossia w & anche esatta e quindi vale
il Lemma di Poincaré.

Dimostrazione Dimostriamo la proposizione nel caso n = 3 e k = 2. La dimostrazione del
caso generale ¢ assai simile e viene lasciata per esercizio.

Sia quindi
11 <i2
con i1 < iy (i; = 1,2, 3). Innanzitutto
agllzg
do= )" Z dxj Adzg, Adzg, . (C.62)
i1 <ig j=1

Dalla definizione di .¢ (essendo k = 2):

Z {/ tGiyiy (t)dt } (25, dwiy — i, ds,) (C.63)

i1 <ig

S (dw) Z Z {/ 220z 69“12 tw)dt} [xjda;, ANdxi, — (5, dej Adwg, — vi,dey Adxg,)].

i1 <ip j=1

Calcoliamo, infine, d(.$w): poiché

1 3
agll
d( [ tgi,(tz)dt) 222102 (1) dt ) d .64
([ 9 teo) ;_1:/ st} (C.64)

d(xildmiz - xigdl’il) = 2dz;, Ndz;,

otteniamo (ricordando anche che d(fg) = fdg + gdf)

Z Z / 2691112 )dt) (zildxj A dxiz — Ii2d93j A de“)

i1 <ip j=1

+2 Z {/ tGiyi, (ta)dt fda;, Adw, . (C.65)

i1 <i2

25g quindi non necessariamente chiusa.
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Quindi

J

11 <ig 0 Jj=1
Yd
= Z {l dt(t2911zz(m))dt} dl’il /\dmi2
i1 <iz

= Z Giyiy (2)day, Ny, =w. (C.66)

i1 <ig

Dal Lemma di Poincaré e dalla discussione fatta alla fine della sezione C.4 segue immediata-
mente il seguente

Corollario C.27 (i) Sia A un aperto stellato di R™ e¢ F € C'(A,R™). Condizione necessaria
e sufficiente affinché F = V f per una qualche f € C*(A,R) ¢é che
OF; OF,
8:57; B 3xj '

(C.67)

(ii) Sia A un aperto stellato di R® ed F € C*(A,R3). Condizione necessaria e sufficiente
affinché F = ¥V x H per una qualche H € C?(A,R3) ¢ che

divF =V -F=0. (C.68)

Dimostrazione La ‘necessarieta’ di tali condizioni e gia stata verificata alla fine della sezione
precedente (si ricordi in particolare (C.54) e (C.55) e C.38). Basta poi osservare?® che (C.67)
¢ equivalente a dire che dw}. = 0 e quindi, per il lemma di Poincaré, esiste una 0-forma (cioe
una funzione) f tale che df = wk che equivale a dire V f = F.

Analogamente, da (C.50) segue che (C.68) & equivalente a dire che da? = 0 e quindi, per il
Lemma di Poincaré, si ha che a% = dw}; per una qualche H € C?(A,R3), il che, in base a
(C.51), significa che F' =rot H.

C.6 Varieta con bordo
Sia H* il semipiano (chiuso) k—dimensionale:

H* .= {u e R*: u >0}. (C.69)

Definizione C.28 Un sottoinsieme di R™ connesso eﬁhiuso S CR" & una k—varieta con
bordo se per ogni xo € & esiste una inclusione ¢ : U C R¥ — & tale che U & un aperto
(nella topologia relativa) di H, ©(U) ¢ un aperto (nella topologia relativa) di & e xo € p(U);

assumiamo inoltre*” che linsieme U = {4 € R¥=1 : (4,0) € U} sia un sottoinsieme connesso
e misurabile di R*~1.

Com_e nel_la sezione precedente, chiameremo un atlante di & una collezione di inc_lusio_ni
{(¢®,U®)};c s che verifichino le proprieta della definizione appena data e tali che &) (U(?))
ricoprano, al variare di ¢ in J, la varieta &.

Definizione C.29 Sia & una k-varieta con bordo e {(¢D,UD)}ics un suo atlante. Sia J
Vinsieme degli indici i tali che UY N {uy =0} # @

J={ieJ: UDn{u=0}+#a}. (C.70)

26Esercizio C.45.
27Per evitare patologie inutili.
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Si chiama bordo di &, e si denota 0, il sottoinsieme di & costituito dai punti x le cui
‘coordinateu appartengono alla frontiera di H* (cio¢ abbiano uj, = 0):

33’:{1:g0(i)(u): we UY N {u =0}, sz} (C.71)
Nel caso J = @ 28 poniamo 0F = &.

Osservazione C.30 Per denotare il bordo di & si € usato simbolo 0: si osservi, pero, che,
in generale, il bordo di & non coincide con la frontiera di & né nella topologia di R™, né nella
topologia relativa si &. Si consideri, per esempio, un intervallo chiuso immerso in R?:

I'={zxecR?: z;€0,1], zo=0}. (C.72)

Come sottoinsieme di R?, I & chiuso ma non ha interno, cioe I = I ma I = @; dunque la
frontiera di I (nella topologia di R?) coincide con I stesso: I = I. Nella topologia relativa,
ogni sottoinsieme E C R™ ¢ sia aperto che chiuso®”; dunque, la frontiera, nella topologia
relativa, & vuota: 91 = @. D’altra parte, I & una 1-varieta con bordo in R? ed il suo bordo &
dato dai due punti z := (0,0) e y := (1,0): I = {z,y}. Vi e dunque un’ambiguita di notazione
nel simbolo 91; pero l'unica interpretazione non banale (nel caso di & varietd con bordo) &
quella di bordo. Quindi, d’ora in avanti, sara quest’ultima, 'unica interpretazione che daremo
del simbolo 0F nel caso in cui ¥ sia una varieta con bordo in R™. Notiamo, infine, che se &
¢ una n—varieta con bordo in R™, allora il bordo di & coincide con la frontiera di & (nella
topologia di R™)3°

Osservazione C.31 (i) Si noti che se U N {u € R¥ : uj, = 0} # & l'insieme p(U) non & un
elemento di varieta nel senso delle definizioni date precedentemente®'. In generale, chiameremo
elemento di varieta con bordo l'insieme ¢(U) dove (¢,U) & una carta di un atlante di
una varieta con bordo &. Il bordo di tale elemento di varieta e, per definizione, 'insieme

(U) NS . (C.73)

Essenzialmente, tutte le definizioni relative alla integrazione (di funzioni e di forme differen-
ziali) su elementi di varieta si estendono in maniera ovvia ad elementi di varieta con bordo.
Per esempio rimangono invariate le definizioni date in (C.16) e (C.18) di, rispettivamente, in-
tegrale curvilineo ed integrale superficiale su di un elemento di, rispettivamente, 1 e 2—varieta
con bordo. Analogamente rimane invariata la definizione di integrale di una k—forma su di un
elemento ¢(U) di k—varieta con bordo; si veda (C.40). In particolare si ha

/ w= /(p*w. (C.74)
»(U) U

(ii) Se U C {uy > 0}, dire che U & un aperto nella topologia relativa di H* & equivalente a
dire che U ¢ un aperto di R*. Dunque se tutte le carte di un atlante di & sono tali che U C
{ur, > 0}, allora & ¢ una varieta nel senso della sezione precedente ossia, pill precisamente, &
una varieta chiusa (come sottoinsieme di R™) con bordo vuoto. sia f := f;; la corrispondente
funzione di transizione relativa all’atlante ¢/, e sia u == (4, uy) con @ == (uq, ..., up—1). Si noti
che

fi=(froen fi) : UP CRE 5 UY) CRE

mentre

f:: (fh "'7fk—1) : UJ(Z) g Rk_l — Uz(]) g Rk_l .

28come, per esempio, nel caso di ST.

29 F & aperto perché E = ENR™ e R™ & un insieme aperto; E & anche chiuso poiché E = E\@ e l'insieme
vuoto ¢ un sottoinsieme aperto di £ (& = ENY e & ¢ un insieme aperto di R™).

30Esercizio C.5.

318i veda anche 1'esempio (S5) dato pill in basso.
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Sel</{s<k-—1,siha
Ofe
Oug

o
Oug

(@) : (,0) (C.75)

mentre, essendo f(4,0) := 0 per ogni @ € 0]@, si ha, perogni 1 <s<k—1,

Of
Oug

(@,0)=0. (C.76)

Inoltre, dalla definizione di varieta con bordo, segue che se h > 0 & tale che (u,h) € U 1(7) si
ha fi(a,h) > 0 e quindi

afi fi(@, h)

u,0) = li >0. .
I (u,0) hl{‘% N >0 (C.77)
Mettendo queste relazioni assieme si ottiene
ge@ @ (@0
det %(ﬁ, 0) =det of : o . o :
Je—1 (n Jk—1 (~ k—1 (7
ouy (U) Ut Quk—1 (u) gﬁ (A 70)
0 . 0 I (u7 O)
ok . of
= —"(4,0) det . C.78
S (3,0) det (@) (€7

Da tale relazione, essendo atlante & orientato (e quindi det %(Q,O) > 0), si evince che

Ofk

I (,0) > 0, e quindi che det % > 0 ossia che 'atlante «f & orientato. i

C.7 Integrazione di forme differenziali su varieta

Per definire I'integrale di una k—forma in A C R™ su di una k-varieta & C A con bordo e
limitata, abbiamo bisogno del seguente risultato. Denotiamo C§°(R™) 'insieme delle funzioni
C*°(R™) con supporto, supp(f), compatto®2. Si ricordi il Lemma 4.64.

Osservazione C.32 Una conseguenza immediata del lemma della partizione dell’unita e il
seguente

Corollario C.33 (“Lemma di Urysohn”) Siano D C U CR" con D compatto e U aper-
to. Allora esiste una funzione f € C§°(R™) a walori in [0, 1] con supporto contenuto in U tale
che f(xz) =1 per ogni x € D.

Dimostrazione Per ogni x € D, sia B(x) una sfera centrata in z e la cui chiusura ¢ contenuta
in U. Allora {B(xz) : € D} & un ricoprimento di D e, se {f; : 1 < j < N} & una partizione
dell’unita di D subordinata a tale ricoprimento, possiamo prendere f = Zjvzl fi i

Possiamo ora definire 1’integrale di una k—forma su una k—varieta compatta con
bordo. Cominciamo col definire 'integrale di una k—forma

w = Z Giyoviy, ATiy N ANdzy,

i1 < <ig

32 i ricorda che supp(f) @ la chiusura di {z € R" : f(x) # 0}. Per 0 < p < oo, una funzione f € C{(R™) ¢ una
funzione CP(R™) tale che esista un r > 0 per cui f(z) = 0 se |z| > r. In tal caso supp(f) C B,(0).
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che abbia supporto contenuto® in un aperto A tale che ANY = ¢(U) per una qualche carta
(¢,U) di un fissato atlante orientato of := _{gp(’:)',U(i))}ieJ. Sia Or Dorientamento indotto
dall’atlante ¢ ossia Or = Or (¢®) con (¢®,U®) € . In tal caso si definisce

. NPirs s Pi)
wi= [ p*(w) = /gil...i oy det ——————= du. C.79
Loe=fe@= 2 [a = (C.79)

i <<y

Sia ora w una arbitraria k—forma su un aperto A; sia ¥ C A una k—varietd con bordo e
orientabile e Or un orientamento fissato. Fissiamo una partizione®* dell'unita {f;} su &
subordinata a {4;};c; dove gli A; sono aperti tali che 4; NS = ¢ (U®). Allora, per ogni
J esiste un i; € J tale che supp(f;) C A;;. Possiamo allora definire le seguenti N forme a
supporto compatto

Wj = fjw . (080)
Dalle proprieta della partizione dell’'unita segue che
supp(w;) C Ay, (C.81)
e che
N
ij =w sud. (C.82)
j=1
Si definisce allora N
w = w;j . (C.83)
/f/,or ;»/T,Or(go(ij)) ’

Come gia fatto ometteremo il simbolo Or nella notazione tutte le volte che tale omissione non
produca ambiguita. Non e difficile verificare che tale definizione non dipende né dall’atlante
orientato fissato (purché lUorientamento su & sia tenuto fisso) né dalla partizione dell’unita
scelta. Da tale definizione segue anche immediatamente che se « e w sono k—forme su A e se
a e b sono due costanti

/ (a4 bw) = a/ a+b w, (C.84)
<, Or

<, Or <, Or

ed infine, se Or & I'orientamento opposto a Or

/7(.0: 7/ w. (C.85)
<, Or <, Or

C.8 Formula di Stokes

Il seguente teorema da una generalizzazione (multidimensionale) del Teorma fondamentale
del calcolo che lega l'integrale della derivata di una funzione ai valori di tale funzione sugli
estremi (cioé sul ‘bordo’) del dominio di integrazione.

Teorema C.34 (Formula di Stokes) Sia ¥ una k—varieta compatta, orientabile e con bor-
do e sia w una (k —1)—forma su A 2 S. Allora

/ydw = (—1)’€/6yw, (C.86)

dove gli orientamenti su S e su 0F sono compatibili*®.

33Una k—forma w = Zi1<---<1‘,k Giq g g
funzioni a supporto compatto; il supporto di w, supp(w), &, allora, dato dall’unione dei supp(gi,...;; ) al variare di
i1 < -+ < ig. Dunque dire che supp(w) C A con A C R" significa dire che g;;...;, () = 0 per ogni ¢ A e per ogni
i < - < g

345i ricordi il Lemma 4.64.

35Qvyvero l'orientamento della mappa f, definita per &, ma ristretta a 9%, & lo stesso della mappa g definita per
oS .

dxz;) A--- Adz;, sidice a supporto compatto se tutte le g;, . sono
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In particolare, se 0 = &, segue da tale teorema che fg, dw = 0 per ogni (k — 1)—forma w.

Dimostrazione Fissiamo un atlante orientato o = {(¢®,U®)},c ; ed osserviamo che pos-
siamo assumere che w abbia supporto compatto e che supp(w) C A dove A & un aperto tale
che ANY = ¢(U) per una qualche carta (¢,U) € &. Infatti, come & stato fatto per definire
Iintegrale di una forma su di una varieta con bordo, & possibile decomporre w in

N
w= ij (C.87)
j=1

con supp(w;) € A;; per una qualche i; e quindi, se il teorema vale per le suddetti forme,

otteniamo
N N
[ao= [, =Y" [aw,
& 7 i3 =

- <—1>’fé/wwj - (—1>k/8yéwj
=0t w. (C.88)

Assumiamo dunque che supp(w) C A con p(U) = AN e (p,U) € «. Vi sono due casi:
i) eU)NoSL =2, (i) U)NOY #o. (C.89)

Consideriamo (i). Chiaramente, in tal caso,

/a Jw=0. (C.90)

Ricordando le proprieta del ‘pull-back’, si ottiene

[do= [era = [aea. (Co1)

La forma ¢*w & una (k — 1)-forma su U C R*, quindi ¢*w = oz’;fl per un qualche campo

vettoriale f € C*(U,RF) ossia

k
Yrw = Z(—l)i_lfi(u)dul Ao Adug A A dug, (C.92)
i=1
e, quindi,
d(e*w) =V - fdus A -+ Aduy, . (C.93)

Da (C.91) e (C.92) segue allora che

/dw:
4

Ma essendo w a supporto compatto anche le funzioni f; hanno supporto compatto e se R =
[a1,b1] X -+ [ak, bgk] & un rettangolo che contiene al suo interno tutti i supporti delle f;, dal
Teorma fondamentale del calcolo segue che, per ogni i =1, ..., k,

k

/% du. (C.94)

Ou;
i=1 YU

bia i
a—i(u)dul = fi(ul, ~-~7bi7 ,’U,k) - fi(ul, ceey Qg ...,uk) =0. (095)

a;

Questo dimostra la validita dell’asserto nel caso (i).
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Consideriamo (ii). Anche in questo caso vale (C.94) e, ragionando come sopra, si vede che
anche (C.95) vale se 1 < ¢ < k — 1. L’integrale in u; va trattato in modo diverso, poiché
sebbene anche in questo caso fi sia nulla quando uy ¢ esterno all’intervallo [ag, by], il dominio
U ha la forma VN H* con V aperto di R¥ con intersezione non nulla con I'iperpiano {u, = 0}
quindi integrando in uy si ottiene

b b
ajduk = —fk(ul, oy U—1,0) = —fk(ﬁ,()). (C.96)
0 Uk

Quindi, ricordando le notazioni usate nella sezione § C.1, si ha

/y do = — /U Felit, 0)dit, (C.97)

dove U :=UnN {uy, = 0}. D’altra parte, essendo lorientamento su 9 'orientamento compa-

tibile,
L[
S U

k
= Z(—l)i_l/fi(ﬂ, 0).dug A+ Adug A+ A duy, (C.98)
i=1 u

Si osservi ora che, per ogni ¢ < k, la matrice

Uy, oy Ui 1, Uiy, - Ug)
8(u1, ...7uk,1)

ha 'ultima riga nulla e dunque ha determinante nullo. Allora
/fi(a,())dulA-uAd’JiA..-Aduk =0, (1<i<k-1), (C.99)
U

il che implica

w=(=1)1 @, 0)dd . )
/ay (-1) /Ufk( 0)d (C.100)

Tale relazione, assieme a (C.97), implica D'asserto anche nel caso (ii). Nl

Complementi
Complemento C.1: Retta tangente a una curva in R”

Sia I := ¢(I) un elemento di curva regolare in R™ (I = (a,b) e ¢ & una inclusione di [a,b] in R™).
Ricordiamo che una qualunque retta in R™ passante per un punto xo ¢ data da

¢={reR": z=mx0+1tfconteR}, (C.101)

dove ¢ & un vettore non nullo di R™. Non & restrittivo assumere che®® |¢| = 1 cosa che d’ora in avanti
faremo. Ricordiamo anche che dato un punto z € R"™ ed un sottoinsieme X C R" si definisce la
distanza di © da X (rispetto alla norma euclidea | - |) come

dist(z, X) == 12)f< |z —yl|. (C.102)
y

Si ha allora la seguente semplice

36Basta infatti cambiare il paramero t con s = ||t
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Proposizione C.35 Dato un punto z € R" ed una retta passante per vo € R™, £ = {xo + t&} (con
|| = 1), si consideri il sequente punto su £

pe(z) =x0 + (x — o) - € €. (C.103)
Allora pe(x) verifica
dist(z, ) = |z — pe()| (C.104)
ed & l'unico punto di £ per cui (C.104) valga.

Il punto p¢(z) si chiama proiezione di x su /.

Dimostrazione Per trovare la distanza di « da ¢ bisogna minimizzare la funzione t — |z — xo — t£|
0, equivalentemente, la funzione |x — xo — t£|. Tale quantita & uguale a

|z — zo|® +t° — 2t(x — o) - € (C.105)

che raggiunge il suo minimo per 'unico valore ¢ = (x — zo) - £. |

Definizione C.36 Sia zo € T' elemento di curva regolare in R™. Una retta £ passante per zo si
dice tangente a T (nel punto o) se per ogni successione di punti 9 e T, ) % o, tali che
limj oo z() = To st ha
dist(z@ ¢
dist(@?2, 0 _ . (C.106)
j—oo |z — 0]

dist(z7) )

@) o] 10D & altro che il seno dell’angolo tra la retta ¢ e la retta passante

Si noti che la quantita

per i punti xo e 2\,

Proposizione C.37 Sia T = ¢((a,b)) un elemento di curva regolare®” in R™ e sia xo € T'. Allora
esiste un’unica retta tangente a I' in xo data da

={r = ST : 8 ove T = 7¢,(t0)
C={x=0p(to) +sT:s€R}, d o (to)] (C.107)

11 versore 7 definito in (C.107) si chiama versore tangente alla curva I" nel punto zo mentre ¢'(to) ¢
un vettore tangente a I' in xo.

Osservazione C.38 Il versore tangente 7 definito in (C.107) & definito a meno del segno®®. 11 verso
scelto in (C.107) fissa un verso (ciog un ‘orientamento’) sulla retta tangente che corrisponde al verso
in cui ¢(t) ‘percorre’ elemento T.

Dimostrazione (della Proposizione C.37) Assumiamo, per semplicita di notazione che to = 0 e che
xo = 0 (situazione che puod sempre essere raggiunta tramite traslazioni in ¢ e x). Dimostriamo prima
che ¢ & tangente a I' in 2o = 0. Sia 290 € T" una successione convergente a 0 (con ) # 0); questo
equivale a dire che ) = ¢(t;) con t; — 0, (t; # 0), e ¢(0) = 0. Dalla Proposizione C.35 si ha che

dist(z"), ) _ |o(ty) —o(ty) 7 7| (C.108)

|| o (t5)]

D’altra parte per la formula di Taylor al prim’ordine si ha che esiste una funzione (vettoriale) J(¢)
tale che

o) =¢'(0)t+6(t), con lim @ =0. (C.109)

Inoltre, dalla definizione di 7, segue che
©'(0)- 17T =¢(0). (C.110)
Sostituendo (C.109) in (C.108) ed usando (C.110) otteniamo

dist(z"),0)  6(t;) —6(t;) -7 7| (C.111)

@) o a(t5)
=2 [t31 [¢'(0) + 222 |

37 Come al solito ¢ & una inclusione dell’intervallo [a, b] in R™.
381n effetti, la Proposizione C.37 asserisce 'unicita della retta tangente e ad una retta corrispondono due versori.
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e tale quantita tende a 0, quando j — oo, in virtl di (C.109)(ed essendo |¢'(0)| # 0).

Dimostriamo ora I'unicitd della retta tangente. Supponiamo che esista un’altra retta tangente ¢ :=
{zo + 57" : s €R} con |7'| =1 e 7’ # £ (il che equivale a dire che le rette £ e £ sono distinte). Sia
29 = 0 una succesione di punti in I’ che tendono a 0. Essendo le due rette tangenti a I' si ha che

@) _ 0. @) _ @)
TP ek QN TON l Y (C.112)
J—0o0 |$(3)‘ j—o0 |x(J)‘
Sia y) = 2% Tale successione appartiene a S™! := {z € R™ : |z| = 1}. Tale insieme & com-

|2 ()|
patto, quindi esiste una sottosuccessione y(]’“) convergente ad un punto § di S"~!. Inserendo tale
sottosuccessione in (C.112) e prendendo il limite per & — oo, otteniamo che

y-—y-rT=0=g-y-7 7 (C.113)

ossia y =gy-7 T =797 7. Prendendo la norma di tali relazioni e ricordando che |j| = 1, vediamo
che -7 =41 e j-7 = +£1, il che implica 7 = &7’ (essendo 3 -7 7 = § - 7' 7') producendo una

contraddizione. I

Complemento C.2: Spazio tangente ad una varieta
Sia ¥ = ¢(U) un elemento di k—varieta in R™ e o := ¢(ug) € &.

Definizione C.39 Si chiama spazio tangente a & in xo, e si denota TSy, , linsieme dei vettori
€ € R" tali che £ = 2/(to) per una qualche z : (a,b) — & di classe C* tale che z(to) = zo con
a <ty <b.

Si noti che se 2’(to) # 0, 'immagine di un intorno sufficientemente piccolo di ¢y ¢ un elemento di
curva regolare in ¥ passante per zo; d’altra parte prendendo z : ¢t € (0,1) — z(t) = zo € ¥ si vede
che 0 € T'Sz,. Per ogni zo = ¢(up) € ¥ = ¢(U) passano k—curve speciali, dette curve coordinate,
date da _ _

’y(l)(t) = p(uo + te(l)) = p(uo1, -, Uoi + t, ..., Uok) (C.114)
dove {eY} & la base standard in R* e ¢ varia in [—4, ] per § sufficientemente piccolo®®. Quindi i k
vettori

€D = (7Y (0) = aaTi(“O) (C.115)

appartengono a T'¥;,. Infatti, vale la seguente

Proposizione C.40 Lo spazio TSz, € un sottospazio vettoriale di dimensione k di R"™ ed una base
di tale spazio vettoriale ¢ data dai k vettori €V, i =1,..., k definiti in (C.115).

Dimostrazione Tramite una traslazione (¢ = to + s) possiamo assumere che gli elementi di 7'S,
siano realizzati da applicazioni differenziabili z definite in un intorno di 0 tali che z(0) = z¢. Dato
¢ € TS,,, facciamo vedere che € puo scriversi come combinazione lineare dei vettori €D Sia g = 2'(0).
Definiamo v(t) = ¢ ™' o z(t). Tale funzione (per il punto (vii) dell’Osservazione C.3) appartiene a
C*({0},R¥) ed inoltre p(v(t)) = 2(t) e up = v(0). Derivando p(v(t)) = z(t) si ottiene che, per ogni
7=1..n,

093 (uy)t(0) = 2}(0), (C.116)
i Ouw

ciod € = S°F | ;6™ con a; == v(0). Mostriamo che T'S,, & uno spazio vettoriale. Se £ := 2'(0) € T'Sy,

e a € R allora af = w'(0) dove w(t) := z(at) e quindi af € T'Sg,. Se &,n € TS, per quanto visto

precedentemente si ha che £ = Zle aifD en = Zle bie® e quindi € +n = <|  o(uos + (a1 +

dt
t=0
b1)t, ..., uok + (ax + by)t) ossia & + 1 € TSx,. Infine che i vettori £ siano linearmente indipendenti
deriva immediatamente dalla definizione di inclusione (in particolare dal fatto che lo jacobiano g—“: (uo)

ha rango massimo). i

Si noti che se k = 1, TSz, non ¢ la retta ¢ tangente definita in C.1 ma ¢ la retta parallela a ¢ passante
per Dorigine.

39 ‘Sufficientemente piccolo’ significa che v(¥)([—§, 6]) & contenuto in .
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Complemento C.3: Volumi di parallelepipedi k—dimensionali in R" (k < n)

Siano vV ,....v™) k vettori in R™ con n > k; sia Ilp == H(U(l), - v(k)) il parallelepipedo generato da
v(l),...,v(k). Lo scopo di questo paragrafo & di definire il volume (la misura) k—dimensionale di Il
(per le notazioni si veda § 4). Tale definizione & basata sui due seguenti lemmi (la cui dimostrazione
viene lasciata per esercizio). Sia V = V(U(l)7 s v(k)) lo spazio vettoriale generato da v ,....v®").

Lemma C.41 Siano ’U<1),...,’U<k) vettort indipendenti in R™ conn > k; sia B ::_{w(l),..., w(k>} una
base ortonormale in V. Denotiamo con u'” € R¥ il vettore delle coordinate di v*) rispetto a B (cioé
u® = (u?, ...,u;:)) ev® = 25:1 uS.Z)w(j)), e denotiamo con U e A le matrici U = [u™, ..., u®] e

A=W, 0v®]; UeR>* ¢ A c R, Allora UTU = AT A.

Lemma C.42 Siano k,n, v ed A come nel Lemma precedente e sia ¢ : V = R un isomorfismo
lineare che conservi il prodotto scalare. Allora

mis (@(H[U(l), ...,v(k)])) = misy, (H[cp(v(l)), ...,@(U(k))}) =VATA. (C.117)

Definizione C.43 Se vV ... v"®) sono vettori in R™ con n >k e se Ilp := (v, ..., v®) denota il
parallelepido generato in R™ dai vettors w(l),...,v(k>, si defisce la misura euclidea k—dimensionale di
IIy come

mis (ITo) = misy, (¢(n[v<1>, ...,v<k)])) : (C.118)
dove ¢ : V — RF & un qualunque isomorfismo lineare che conservi il prodotto scalare.

Osservazione C.44 (i) Un isomorfismo che conservi il prodotto scalare conserva anche gli angoli e
le lunghezze e quindi conserva la ‘geometria euclidea’.

(ii) In particolare da (C.117) mostra che la misura k—dimensionale di ¢(Ilo) non dipende dal partico-
lare isomorfismo ¢ (purcheé, naturalmente @ conservi il prodotto scalare). Dunque la Definizione C.43
¢ ben posta.

(iii) Per una nota formula di algebra lineare®® si ha che se A ¢ una matrice n x k con k < n allora
il determinante di AT A & uguale alla somma dei quadrati dei determinanti di tutti i minori di rango
massimo (ossia k). Dunque 'oggetto formale ‘doy’ che appare in (C.12) (e cioeé nella definizione della
misura di una varietd k—dimensionale in R™) puo essere interpretata come la misura k—dimensionale
9y dp Oy

du; (e si ricordi che i vettori ——,...
6’&1' ( 6’&17 ’8uk

del parallelepipedo ‘infinitesimo’ generato dai vettori

generano lo spazio tangente alla varietd).

Esercizi

Esercizio C.1 Se qualcuna delle affermazioni fatte in (E1)<+(ET7) di § C.1 non fosse completamente
chiara, la si dimostri con cural

Esercizio C.2 Dire se le seguenti funzioni definiscono delle inclusioni differenziabili e, in caso
affermativo, si disegni la traccia dei relativi elementi di curva e se ne calcoli la lunghezza:

(1) p(t) =r(t —sent,1 —cost), telgl—¢],(r>0,1>¢e>0),
(ii) o(t) = t(cost,sent), t€la,b], (0<a<b),

(iii) ¢ come in (i) ma con t € [0, 1].
[L’elemento di curva in (i) prende il nome di ‘elemento di cicloide’; quello in (ii) ‘elemento di spirale’.]

Esercizio C.3 Trovare un’inclusione, nell’intorno di zo = (1,10, 2,0), che realizzi {¢ = 0} con
o(x) = 17% +17g(133 —2)4cosxa —2.

Esercizio C.4 Si diano i dettagli della dimostrazione relativa all’affermazione fatta nel punto (i)
dell’Osservazione C.7.

40Tale formula & una generalizzazione della formula per il determinante del prodotto di due matrici quadrate ed

in alcuni testi & nota come ‘Teorema di Binet’; si veda, per esempio, ‘E. Sernesi Geometria 1, ed. Boringhieri.
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Esercizio C.5 Si dimostri che se & & una n—varietad con bordo in R™ allora il suo bordo coincide
con la sua frontiera (nella topologia usuale di R™).

Esercizio C.6 Si dimostri che le varieta descritte in (S3) e (S4) hanno bordo vuoto.

Esercizio C.7 Sia ¥ := ¢(U) un elemento di k—varieta in R™. Si trovi una inclusione (¢, V') tale
che ¥ = (V) e tale che V sia un aperto di R¥ contenuto in {u;, > 0}.

[Risposta nel caso in cui U N {ur < 0} # @: Sia m = infycy ux e sia ug = (0,...,0,1 — m); si pud
allora prendere V :=uo + U e ¢¥(v) := p(v — uo).]

Esercizio C.8 Sia ¥ = {¢ > 0} un insieme regolare in R™ (si veda (S7)) e sia v la normale
esterna in xp € 9Y. Si dimostri che ‘muovendosi’da x¢ nella direzione v si ‘esce’da &, mentre
‘muovendosi’nella direzione opposta si ‘entra’in &, piu precisamente, si dimostri che esiste £ > 0 tale
che

{zo+vt:0<t<e} CRNY, {mo—vt:0<t<e}CH. (C.119)

Esercizio C.9 (La funzione I' di Eulero) Sia I'(z) := / t*~' e 'dt. Si dimostrino le seguenti
0

proprieta:

P41 =20(), (V2); T2 =V,
(2n — 1)

'n+1)=n!, (neN); F(”‘Fl): on

3 V7, (neN).

Da queste relazioni e da (4.200) segue che il volume della sfera unitaria in R™ ¢ dato da

T R
W , se n e pari ,
Qn =
n—1
2(2m) 2
% , sen e dispari.
ni

Esercizio C.10 Sia I' C R? I'unione dei due segmenti {x € R* : 22 = 0,0 < 71 < 1} e {x € R?:
21 = 0,0 < z2 < 1}. Si dimostri che I" & una 1-varieta regolare a tratti ma non ¢ un elemento di
1-varietd regolare in RZ.

Esercizio C.11 Verificare che i vettori tangenti alla cicloide (C.2) nei punti (z,y) = ¢(n7) sono
paralleli all’asse delle z.

Esercizio C.12 (Orientamento su superfici) Fissare una particolare inclusione ¢ che realizza
&, elemento di superficie, equivale a fissare un orientamento su : si definisce Or (¢) la classe
di equivalenza costituita da tutte le inclusioni 1 : V — R® con (V) = & tali che det g—z > 0, dove
v(u) == ¥~ o p(u). Dimostrare che I’orientamento Or = Or (p) & una classe di equivalenza.

Esercizio C.13 Sia Or = Or(y) un orientamento fissato su & = ¢(U). Trovare l'orientamento
opposto.

Esercizio C.14 Dimostrare che su ogni elemento di superficie ¥ = ¢(U) si hanno due soli orien-
tamenti, ossia ogni inclusione 1 che realizza ¥ o appartiene a Or (¢) o appartiene a Or (@) =
—Or (p).

Esercizio C.15 (Orientamento su elementi di k—varieta) Le definizione date nel caso di curve
e superfici in R® si estendono immediatamente al caso generale. Sia ¥ = »(U) un elemento di k-
superficie in R™. Si definisce 'orientamento indotto da ¢ su & la classe di equivalenza costituita
da tutte le inclusioni ¢ : V : R” con (V) =  tali che det 2% > 0 dove v(u) =1~ ' 0 p(u).

Si generalizzino gli esercizi C.12, C.13 e C.14.

Esercizio C.16 (i) Si trovi una inclusione ¢ : U C R* — R? tale che o(U) = S> N {x3 > ¢} =

{zeR¥: |z =1leaz>e} (0<e<1)

(ii) Si determinino gli spazi tangenti a ¢(U) (¢ come in (i) con € =
1

1
(ﬁvoa ﬁ)

%) nei punti zo = (0,0,1) e
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Esercizio C.17 (i) Se ¢ & un elemento di (n — 1)-superficie in R" dato da {¢ = 0} N B con
¢ € CY(B,R) e B sfera aperta in R™, si dimostri che

Vé(z) L T, (C.120)

per ogni x € &.
(ii) Si trovino i versori (cioé ‘i vettori di norma 1’) normali a & in z.

Esercizio C.18 Siano
g:x€ACR" »g(x) €R, f:y€BCR™ = (fi(y), ... fn(y)) € A,
funzioni C! sui rispettivi domini. Dimostrare che

d(go f) = Z (gi o f) dfi. (C.121)

1=1

Esercizio C.19 (i) Si trovino tutti i vettori £ € R? tali che (dz1 + dz2)(€) = 0.

(ii) Sia w' = wj una 1-forma in A C R™ e si fissi zo € A. Si dimostri che {¢ € R" : wf, () =0} &

uno spazio vettoriale. Qual & la dimensione di tale spazio vettoriale?

(iii) Sia F(z,y) = (z,y). Si trovi una curva I' = ¢((0,1)) in R* tale che wi ,(¢') = 0 per ogni
€ (0,1).

Esercizio C.20 Si dimostri (4.104).

Esercizio C.21 Sia A C R" un dominio stellato che non contenga 'origine e sia f una funzione
n

continua su [0, 00). Si dica se w™ = f(|z]) E x:dx; & esatta su A ed in caso affermativo se ne calcoli
i=1
una primitiva.

Esercizio C.22 Si dimostri che una k-varietd regolare a tratti in R™ con k < m & un insieme
trascurabile.

Esercizio C.23 Si dimostri 'affermazione fatta dopo (4.106).

Esercizio C.24 Siamo a;, j = 1,..., N numeri complessi. Si dimostri (per induzione su N) che

vale
N

a1 + (1 — al)ag —+ -+ (1 — al) cee (1 — aN_l)aN =1- H(l — aj) . (C.122)

j=1

Esercizio C.25 (Integrali curvilinei e superficiali su varietd) Analogamente a come si & fatto
per definire I'integrale di una k—forma su di una k—varieta con bordo, ¢ possibile definire gli integrali
curvilinei e superficiali su, rispettivamente, 1 e 2—varieta. Se F' € C(¥,R") con & C R" k—varieta
con bordo (k = 1,2) e se poniamo F}; := f;F dove {f;} & una partizione dell’unita come sopra (e cioé
subordinata ad un atlante di &) definiamo

/F waﬂgm& (k=1)

,/yF( - Z/y,w 4y o, (k=2) (C.123)

(si ricordi il punto (i) dell’Osservazione 4.12).

Esercizio C.26 Sia f :==0su [0,1]\Q e f(z) =1/nsez=m/ncon 0 <m<n<1(medn
relativamente primi). (i) Dimostrare che l'insieme di discontinuita di f ¢ Q N [0,1]. (ii) Dimostrare
direttamente (senza usare il Teorema di Vitali-Lebesgue) che f € %([0, 1]).

Esercizio C.27 Sia f € S(E) esia C il suo supporto. Si dimostri che per ogni e > 0 esiste g € S(E)
con supp(g) C C tale che [,|f —g| <e.
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Esercizio C.28 Sia B, (zo) la sfera (euclidea) aperta in R™ centrata in zo e di raggio r. Dimostrare
che esiste Tp € Q" ¢ 0 < 7 € Q tali che il cubo aperto di centro Zo e lato 7 sia contenuto in By (zo) e
contenga xo.

Esercizio C.29 Dare un esempio di insieme Q C [0,1]? trascurabile (in R?) tale che per ogni
z,y € QN0,1], Q» e QY non sono trascurabile in R.

Esercizio C.30 (tratto da M. Reed, B. Simon Functional Analysis) Sia f : R> — R cosi definita:
f=1lsu{z>0,y>0,0<z—y<1}, f=-1suf{x>0,y>0,0<y—=x<1}e f=0 altrimenti.
Si calcolino gli integrali iterati di f e si spieghi il risultato.

Esercizio C.31 Per ogni k € N, sia aj := 25:1 % Se {z} denota la funzione ‘parte frazionaria di

x’ [ossia {z} & 'unico numero in [0,1) tale che x = n + {z} con n € Z], sia Ax = {z = {y} : ar <
y < ag+1}. Dimostrare che Ay & un insieme elementare e che

1
1

X4, =m(Ax) = ——, limsupy, (z)=1, Vazel01].

[ )= e N 0.1

k—oo

Esercizio C.32 Sia Aj come nell’esercizio precedente e fi = X, . Trovare (esplicitamente) una
sottosuccessione fx, tale che fy; — 0 qg.o. in [0, 1].

Esercizio C.33 Trovare una successione di funzioni a scalini e non negative in [0, 1] tale che fol S =
1 per ogni k e lim fx(x) = 0 per ogni z € [0, 1].

Esercizio C.34 (i) Si calcoli il valore della 2-forma cos(z122)dz; Adas — dra Adas su (€0, ¢@)
con £ =(1,0,2) e €& = (1,1,1) perz € {x €R® : zy = 7,2 = 1}.
(i) Si trovino tutte le coppie di vettori & ed n in R® tali che (dz1 A dx2)(€,n) = 0.

Esercizio C.35 (i) Si dimostri che il prodotto esterno & associativo:
WA ABE =W A A BY). (C.124)
(ii) Si dimostri che se f1 e f2 sono due funzioni
(frwt + fows) Ao = frwf A" + fawh Aa™ . (C.125)

(iii) Si dimostri che
WA = (1) AW (C.126)

Esercizio C.36 Si verifichi la seconda uguaglianza in (C.40).

Esercizio C.37 Sia w? = fdxi Adxs + gdzi Adzs una 2-forma su A C R®, si dimostri che w? =0
se e solo se f(x) = g(x) =0 per ogni x € A.

[Suggerimento: w? = 0 su A significa che w2(£,7) = 0 per ogni = € A e per ogni coppia di vettori &, 7
in R%. 11 ‘se’ & banale. Per dimostrare il ‘solo se’ si calcoli w?(&,n) con & = (1,0,0) e n = (0,1,0). Si
calcoli, successivamente, w?(&,n) con & = (1,0,0) e n = (0,0,1).]

Esercizio C.38 Si generalizzi 1’esercizio precedente. Si dimostri, ciog, che se

k
w' = E Giy e, dIil JANCERWAN dmzk
i1 <<y

¢ una k—forma su A C R™, w® = 0 se e solo se Gir iy = 0 su A per ogni scelta degli indici (i1, ...,1x).
[Suggerimento: si fissi una scelta di indici (i}, ...,7};) (con i§ < --- < i}) e si calcoli il valore di
WF(EW €)Y con €9 := )| essendo come al solito e la base standard in R™.]

Esercizio C.39 Si dimostri (C.38).
Esercizio C.40 Verificare (C.47), (C.50) e (C.51).

Esercizio C.41 Verificare che la 1-forma definita in (4.111) & chiusa (sul suo dominio di definizio-
ne).
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Esercizio C.42 Si dimostri il Lemma di Poincaré nel caso k = 1, n arbitrario.

n 1
[Suggerimento: w == wp, Swh = Z (/ Fi(tx)dt)z;, etc. ]
i=1 70

Esercizio C.43 Si dimostri il Lemma di Poincaré nel caso generale 1 < k < n.

Esercizio C.44 Si calcoli $w con w = (x2 + cos z1)dz1 + x1dw2.
[Risposta: z1x2 + senx1.]

Esercizio C.45 Si verifichi che dw} = 0 se e solo se vale (C.67).

253
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Appendice D

Algebra lineare

D.1 Spazi vettoriali

(1) Uno spazio vettoriale (o, anche, ‘spazio lineare’) V su un campo di scalari K & una coppia
di insiemi dotati di due operazioni: (z,y) € VXV = z+y € Ve (a,z) € KXV — av € V tali
che (V,+,0) & un gruppo! abeliano, (K, +,0,-,1) ¢ un campo?, e valgono le seguenti relazioni
di compatibilita, Va,b € K,z,y € V:

alz+y)=ax+dby; (a+bdx=ax+bx; (a-bzx=a(bx); lax=uz.

Normalmente 'operazione di prodotto nel campo K si denota semplicemente ab al posto di
a - b. In questo testo si considereranno, di norma, campi vettoriali su R (ossia, con campo di
scalari K = R) e campi vettoriali su C (ossia, con campo di scalari K = C). Gli elementi di
uno spazio vettoriale vengono chiamati vettori, e gli elementi del campo K scalari.

(ii) Un sottoinsieme U di uno spazio vettoriale V, si dice linearmente indipendente se
n
VneN,Vu,..,v, €U, Vay,...,a, € K : Zaivizo = a; =0, Vi; (D.1)
i=1

i vettori di un insieme linearmente indipendente si dicono linearmente indipendenti.

Si noti che se U C V ¢ linearmente indipendente, allora u # 0, Vu € U (altrimenti la (D.1)
sarebbe violata con n =1 e v; = 0).

(ii1) Un sottoinsieme U di uno spazio vettoriale V' (su un campo K) & un sottospazio
vettoriale di V se U ¢ uno spazio vettoriale (su K).

Se U & un sottoinsieme non vuoto di uno spazio vettoriale V', 'insieme
(U)y={ve V| dv, v, €U e ay,...,an € K| v=a1v1+ -+ aptn}, (D.2)

¢ (evidentemente) un sottospazio vettoriale di V' e si chiama sottospazio generato da U.

(iv) Uno spazio vettoriale V si dice finito dimensionale se esiste un suo sottoinsieme finito,
linearmente indipendente S tale che () = V; tale insieme ¢ una base (finita) per V; se un
tale insieme non esiste (e V # @), V si dice infinito dimensionale.

In questo Complemento considereremo solo spazi vettoriali finito dimensionali (e quindi il
termine ‘base’ sard, qui, sinonimo di ‘base finita®’).

Se 8 ={v1,...,u,} & una base per V, allora:

VoeV, 3! ah...,anEK‘ v:Zaivi (D.3)
i=1

IPer la definizione di gruppo, vedi https://it.wikipedia.org/wiki/Gruppo_(matematica).

2Per la definizione di campo, si veda https://it.wikipedia.org/wiki/Campo_(matematica).

3Nel caso infinito dimensionale, la nozione di base ¢ meno naturale e si possono introdurre varie definizioni, non
equivalenti; una nozione di base particolarmente naturale per ’analisi in ambiente infinito dimensionale & quello di
base di uno spazio Hilbert separabile; cfr. Sez 1.6.
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dove I'unicita segue dalla lineare indipendenza dei vettori* v;; gli scalari a; in tale rappresen-
tazione di v prendono il nome di componenti di v nella base (.

Esempio D.1 (i) R" e C" sono spazi vettoriali® (finito dimensionale) con campo di scalari,
rispettivamente, R e C, e una loro base (detta ‘base standard’) ¢ data da e(?) (detto ‘versore
nell’i-ma direzione’) le cui componenti sono date da:

, 1 set=j,
(e(j))l. = (5” = (D4)
0 sei##j.

(ii) L’insieme dei polinomi su un campo K di grado al piu n,
Kylz) ={P(@)=ay+amz+-- +aa"|a; € K, z € K},

& uno spazio vettoriale (finito dimensionale) ed una sua base ¢ data da {z*|0 < i < n}.

(iii) L’insieme di tutti i polinomi reali R[z] := (J,,~ Rn[2] &€ uno spazio vettoriale infinito di-

mensionale: supponiamo, per assurdo, che R[z] sia finitamente generato, R[z] = ({ P\, ..., P,})

con P; € R[z]. Sia d; = deg(FP;) il grado di P; e sia d = 1 + maxj<;<p d;. Chiaramente
n

z4 #+ Z a; P;(x) per qualunque scelta di a; e avremmo quindi una contraddizione®.
1=1

(v) Il prossimo lemma permette di definire univocamente la dimensione di uno spazio
vettoriale finito dimensionale come la cardinalita di una qualunque sua base:

Lemma D.2 (di Steinitz”) Sia V uno spazio vettoriale finito dimensionale e sia {vy, ..., vy, }
una sua base. Se {wy, ..., wy,} & un sottoinsieme di V' linearmente indipendente, allora m < n.
Inoltre, se m < n, esistono n —m wvettori v;, tali che

{wr, ooy Wi, V) gy v }) =V (D.5)

Dimostrazione Il caso n = 1 ¢ ovvio: se fosse m > 1, (poiché ({v1}) = V) si avrebbe
w1 = auy e wy = P con o, B # 0, e, quindi, wy = %wg contrariamente all’ipotesi che w; e
ws sono linearmente indipendenti.

Assumiamo ora n > 2 e supponiamo, per assurdo che m > n > 2. Dimostriamo la seguente
affermazione:

F1<iy <n| {wilU{v|1<i<n,i#i})=V. (D.6)
Infatti, esistono a; tali che wy = iaivi e (poiché wy # 0) non tutti i a; sono nulli: sia 4;
tale che a;; # 0. Allora =
Vi, = i(wl - Z#Z“ aivi) >

relazione dalla quale segue immediatamente (D.6).
Ora, sia 1 < k < n e assumiamo che esistano k indici (diversi) 41, ...,4; con 1 < ¢; < n tali
che

({wr, .we} U{vg| i #£4;,V1<j<k})=V. (D.7)

Allora, esistono scalari «; e §; tali che

k
wepr =Y ogwi+ Y Bivy,
=1

101,k

48e v = S aiv; = > ajvs, allora Y, (a; — af)v; = 0 e quindi a; = a} per ogni 1 <14 < n.

S+ Y= (1,0, Zn) + (Y1, o Yn) = (@1 + Y1, .-, Tn + Yn) € ax = a(z1,...,zn) = (aT1, ..., aTy).

6In questo caso ¢’ un candidato naturale per una ‘base’ per R[z], ossia I'insieme numerabile 3 := {x”| n € No}:
per ogni P € R[z], 3! ao, ..., an tali che P = 377 ajzd (tali ajnon sono altro che i coefficienti del polinomio P).
Questo € un esempio di ‘base di Hamel’; cfr. https://en.wikipedia.org/wiki/Basis_(linear_algebra).

"https://de.wikipedia.org/wiki/Ernst_Steinitz
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e, poiché i w; sono linearmente indipendenti) non tutti i 8; sono nulli. Quindi esiste jo #
i1, ..., tale che B;, # 0, per cui, ponendo ix41 = jo, da (D.7) segue che

k
1

Vippr = T(wlﬁl - E 0 Wj — E ijj) ’
Tk+1 j=1

JFEU it

relazione che, a sua volte, implica la (D.7) con k sostituito da k + 1. Per induzione (finita)
su k < n — 1 otteniamo dunque che ({wy,...,w,}) = V. Ma, allora, wg+1 € ({w1,...,wp})
contraddicendo la lineare indipendenza di {ws, ..., wr11}. Dunque m < n. Inoltre, se k < m,
iterando m volte la costruzione sopra descritta, si ottiene la (D.5). i

Elenchiamo alcune conseguenze immediate del Lemma di Steinitz:

(a) Definizione di dimensione di uno spazio vettoriale finito dimensionale
Se V # {0} & uno spazio vettoriale finito dimensionale e {v1,...,v,} € {wy, ..., W, } sono
due basi per V', dal Lemma di Steinitz segue che m = n e quindi la dimensione di V,
dim V', e, per definizione, la cardinalita di una sua base qualunque ed é univocamente
determinata. Se V & lo spazio vettoriale banale V' = {0} poniamo, per definizione,
dimV = 0.

(b) Se V & generato da una base 3 := {vy,...,v,} e U = {wy, ..., w;, } & un sottoinsieme di V'
linearmente indipendente, o m = n nel qual caso anche U ¢ una base per V', o & sempre
possibile completare U in una base 8’ = {wl, ...,wm,vjmﬂ,...,vjn} (con opportuni

Ji)-
(¢) Un sottospazio vettoriale W di uno spazio vettoriale finito dimensionale, & uno spazio
finito dimensionale con dim(W) < dim(V).

(d) Se V' & uno spazio vettoriale che contiene infiniti vettori linearmente indipendenti, allora
V' ¢ infinito dimensionale.

Somma e somma diretta di sottospazi vettoriali

Siano V;, per 1 < i < m sottospazi vettoriali di uno spazio vettoriale V. Chiamiamo somma
dei V; l'insieme

ZVi::‘/l—}—---—FVm::{v=v1—|—---—|—vm|vieVi}. (D.8)
i=1

Chiaramente tale insieme ¢ un sottospazio vettoriale di V.

(vi) Diremo che V é la somma diretta di sottospazi V; se valgono le seguenti due

condizioni:
V=Vit- 4V,

m (D.9)
Zvi:OconviGVi = v;=0,V1.

i=1
In tal caso, scriveremo
m
V=PVi=Vige--aV,. (D.10)
i=1
Per esempio, se V; = R% x {0} e v = (v1,v2,v3) € R® con v3 # 0, allora R® = V; @ ({v}).
Osservazione D.3 (i) E immediato verificare che la seconda condizione in (D.9) & equiva-

lente a richiedere che se vy + -+ + vy, = V] + -+ + ), con v, v € V;, allora v; = v} per ogni
1. Dunque,
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per ogniv € V1 @ --- @ V,,, esistono e sono unici v; € V; tali che v =v1 + -+ + vy,

Si noti anche che se v; € V;\{0} allora {v;} & un insieme indipendente: se Y a;v; = 0, poiché
a;v; € V; dalla condizione di somma diretta (D.9) segue che a;v; = 0 ed essendo v; # 0 si
deve avere a; = 0 per ogni 1.

(ii) Nel caso m = 2, (D.9) & equivalente a

V=Vi+Vs e VinVy={0}. (D.11)

Dimostrazione Assumiamo (D.11). Allora, se v; € V; e v1 + v = 0, si ha che V] 3 vy =
—vg € Va, e quindi v; € V1 N Va; ma allora, v; = 0 = va. Viceversa, se assumiamo (D.11) e se
v1 + v2 = 0, come prima v; € V3 N Vs e quindi v; =0 = vs. |

Nel caso generale, ¢ facile verificare che la condizione (D.11) si generalizza come segue:

V=V, e Vin) V;={0} Vi. (D.12)
i=1 ]

Ma, in generale, se m > 3, V =3 "V; e V;NV; = {0} se i # j non ¢ sufficiente a garantire

che V = @V;: per esempio se Vi = ({e®}), Vo = ({eV) + e} e V3 = ({e(V),el?)}), allora

R3 =V; 4+ V4 + V5 ma non & vero che® R® =V, & Vo & Vs.

(iii) B = {v1,...,v,} & una base per V se e solose V = (v1) @ --- @ (v,).

(iv) Se V=V, ®--- @V, & uno spazio n—dimensionale e se n; = dimV;, allora n = Z ;.
i=1

Infatti, vettori v; € V; sono tra loro indipendenti e quindi l'unione di basi di V; (la cui

cardinalita & )" n;) formano un insieme indipendente e generano V' dunque > n; = n.

m
Si puo dimostrare che vale anche il viceversa, ossia: se V=V, +---+V,, en = E n;, dove

i=1
n=dimV en; =dimn;, alloraV =V, & --- & V,,.

Prodotto scalare e ortogonalita

In R™ ¢ definito il prodotto scalare (1.4) che conduce alla nozione di ortogonalita (cfr.
Osservazione 1.3—(iv)).

(vii) Una base ortonormale di uno spazio vettoriale V- C R™ ¢ una base {uy, ..., up} di V
tale che u; - u; = ;5.

Se 8 = {u1,...,um} € una base ortonormale di uno spazio vettoriale V. C R™, ogni vettore
v € V si rappresenta come

v= Z(v.uj) uj, (D.13)

ed inoltre

P =v-o=> |v-ul. (D.14)
j=1

Dimostrazione Essendo [ una base di V' si ha che esistono e sono unici a; € R tali che
m

v = Z aju; e calcolando il prodotto scalare di v con u; e usando la proprieta di ortonormalita
j=1
di (3 si ottiene:

m m m
v-ui:<g ajuj)-uizg ajuj-uizg a;0;j = a;,
j=1 Jj=1 Jj=1

, Vg = e 4B ¢ vy = —e(m, allora v; € V; e 0 = v1 + v2 + v3, ma v; # 0.

83e v = —e®)
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da cui segue (D.13). La (D.14) segue sviluppando il prodotto scalare e usando la relazione
u;j - u; = 0;5: in generale, per ogni a; € R,

m m m m m m
2 9 I
‘ E ajuj‘ = ( E ajuj) . ( E ajuj) = E aiajui 'Uj = E aiajéij = E |a7;‘ .
Jj=1 7j=1 j=1 i—1

i,j=1 i,j=1
In generale se V' & un sottospazio di dimensione m di R™ € sempre possibile trovare una base

ortonormale di® V:

(viii) (Lemma di Gram—Schmidt) Sia V' é un sottospazio di dimensione 1 < m < n di
R™ e sia {v1,..., v, } una base di V. Si definiscano, ricorsivamente, i seguenti vettori*’:

wi

wy = V1, up =

[wi]”
= ws (D.15)
wj =0 — Y (v up) up, u]—ﬁ, V2<ji<m
h=1 J

Allora, per ogni 1 < 1,5 <m, si ha
Uj * Uy :(51‘]‘, e ({ul,...,uj}> = <{1}1,...,1}j}>. (D16)

In particolare {uy, ..., un} € una base ortonormale di V.

Dimostrazione Dimostriamo (D.16) per induzione su i,j < pcon 1 <p < m. Sep =1
e i,j = 11la (D.16) & ovvia. Assumiamo (D.16) per 1 < 4,5 < p < m e dimostriamola per
P

p+ 1. Da (D.16) con i,j < p segue che il vettore w, = Z(va cup) up € ({u1, .., upk)
h=1

e quindi wp41 = Vpp1 — Wp € linearmente indipendente da {u1,...,up} € {v1,...,vp41}) =

({u1, ..., ups1}). Per ogni h # k < p, up, - up = dpi (per ipotesi induttiva), e quindi, per ogni

k < p, si ha:

P

Wpir Uk = (Upr1 — Wp) Uk = Vpyp1 - Uk — Y (Upp1 - Un) Up - Uk
h=1

= Upt1 UL — Vps1-up =0.
Quindi upq1 - ux = 0 per ogni k < p e poiché |upt1]| = 1, si ha che la (D.16) vale con p
sostituito da p + 1. |

Esempio Siano v; = (1,1,0), va = (1,0, 1), v3 = (0,0, 1). Si verifica facilmente che tali vettori
sono indipendenti su R? e, da (D.15), troviamo una base ortonormale {u1,uz,uz} con:

1 1 1
Uy = %(1, 1,0), Uy = % (1,-1,2), ug = ﬁ (-1,1,1). (D.17)

(ix) Se V & un sottospazio di R™, si definisce il complemento ortogonale di V I'insieme

Vl::{ueR”|u'v:0,Vv€V}. (D.18)
Dalla linearita del prodotto scalare nella prima componente segue immediatamente che V-
¢ uno spazio vettoriale.

Se V e W sono spazi vettoriali in R™ poniamo

Viw & pw=0 YWweV,YweW. (D.19)

911 Lemma viii, a volte, & chiamato ‘algoritmo di ortonormalizzazione di Gram—Schmidt’; Cfr. https://it.
wikipedia.org/wiki/Ortogonalizzazione_di_Gram-Schmidt.
10Nel caso m = 1, la seconda riga non va considerata.
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Si noti che se dim(V) = n, allora V =R" e V+ = {0}.

Assumiamo, ora, che dim(V) = m < n. Sia § = {uy, ..., } una base ortonormale di V

(Lemma viii). Possiamo completare!! 3 in una base 8" = {u1, ..., Unm, ...u, } di R?, che, sempre

per il Lemma viii, possiamo assumere ortonormale. Sia W = ({tu41, ..., up }). Dimostriamo

che W = V1. Chiaramente, essendo la base 3’ ortonormale, W C V*. Sia ora v € V1,

allora, in particolare, v - u; = 0 per ogni j < m, quindi (cfr. (D.13) che vale essendo 5’ una
n

base ortonormale di R™) v = Z (v-uj) u; € W. Dunque V+ C W e quindi V4 = W.
j=m+1

Poiché chiaramente R™ = ({1, ..., um}) ® {tm1, ..., un}), segue che R* = V & V=L e che

dimV+ = n — m. Si noti poi che, dalla simmetria tra V e W (ossia che gli elementi della

base dell’'uno sono il complementare degli elementi della base '), segue immediatamente che

W+ =V, ossia che (V+)* = V. Abbiamo dunque dimostrato:

(x) Sia V un sottospazio di R di dimensione m < n. Allora, dim(V+) =n—meR" = VoV,

Inoltre (V+H)t = V.

Sia u € R™ e V un sottospazio di R”. Da (x) segue che esiste un unico v € V tale che u = v4+w

con w € V1 tale v si chiama proiezione ortogonale di u su V e si denota con my (u). Se

{u1,...;um} € una base ortonormale di V, per quanto visto sopra, si ha

my(u) = (u-uj)u;,  YueR". (D.20)
j=1
Ovviamente!?,
7Tv|v:id, 7T‘2/ =Ty Oy =Ty . (D21)

La proiezione ortogonale ha anche la seguente caratterizzazione ‘variazionale’:

(xi) Sia V un sottospazio di dimensione m di R™ e sia v € R™. Allora, esiste, ed é unico,
vg € V tale che
lu — vo| = min{|u — v||v € V}, (D.22)

e tale vy coincide con Ty (u).
Dimostrazione Sia {u1,...,un} ¢ una base ortonormale di V' e {uy,...,u,} una base orto-
n

normale di R”. Un qualunque u € R™ si sviluppa come u = Z(u -uj) u; e un qualunque

j=1
m
v eV come v = Z ajuj, con a; € R. Allora, usando (D.14),
j=1
n m 2 m n 2
lu—v* = ‘Z(u'uy‘) uj =Y aj uj| = ‘Z((u'uy‘) —aj)ui+ > (u-uy)
j=1 j=1 j=1 j=m+1

3

1 n
= (- ug) —agP 4+ Y [ ug)?,
j=1 j=m41

il che mostra che il minimo ¢ raggiunto quando a; = u - u; per ogni 1 < j < m, ossia quando

v =7y (u). i

(xii) Su C™ si definisce il seguente prodotto hermitiano:
n
(u,v) =u-v:= Zujﬁj , (D.23)
j=1

dove la barra denota complesso coniugato.

et (v).
1286 f: A BeV CA, fly:z €V — f(z) € B denota la restrizione di f a V.
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Tale forma quadratica & sesquilineare'3

seconda:

, ossia, lineare nella prima variabile e antilineare nella

(au,v) = alu,v), (u, av) = alau,v) , VYa € C,V u,veC". (D.24)

Come nel caso reale, il prodotto hermitiano € legato alla norma dalla relazione

uf = |u;* = (u,u), VueC". (D.25)
j=1
Si noti anche che
(u,v) = (v,u), YV u,veCm. (D.26)

\

Una base ortonormale di un sottospazio vettoriale V' di C™ & una base {uy,...,un} di V tale
che (ui, ’LLJ‘> = 5”

A questo punto é facile verificare che i risultati descritti da (vii) a (xi) si estendono al caso
di C”, sostituendo il prodotto scalare u - v con il prodotto hermitiano (u,v).

D.2 Applicazioni lineari

(xiii) Dati due spazi vettoriali V' e W (sullo stesso campo K), una funzione!* L :u € V
Lu € W & una applicazione lineare se L(au+bv) = aLu+bLv per ogni u,v € Vea,b € K.

Si noti che, se L & lineare, L0 = L(0v) = 0Lv = 0.

Un’applicazione lineare tra spazi vettoriali V e W che sia iniettiva e suriettiva si chiama
isomorfismo (di spazi lineari) e V e W si dicono isomorfi.

Un’applicazione lineare da V in se stesso prende il nome di endomorfismo lineare.

Chiaramente, come in generale per funzioni, 'insieme delle applicazioni lineari da uno spazio
vettoriale V' in uno spazio vettoriale W (con lo stesso campo di scalari) forma esso stesso uno
spazio vettoriale che si denota con £(V, W) e nel caso V.= W con'® £ (V).

Dal lemma di Steinitz segue:

(xiv) Due spazi vettoriali (finito dimensionali) sono isomorfi se e solo se hanno la stessa
dimensione.

Dimostrazione Supponiamo che V' e W abbiano la stessa dimensione e siano {vy,...,v,} e
{w1,...,wy} due, rispettive, basi. Definiamo

Jro=Y Au €V j)=> MNweW. (D.27)
j=1

J=1

Dall’unicita dei coefficienti di un dato vettore rispetto ad una data base, segue che j & un
isomorfismo lineare.

Viceversa, sia j : V — W un isomorfismo e 8 := {vy,..,v,} € 8 == {w1, ..., wy, } rispettive basi.
Essendo j un isomorfismo, segue che j(53) & linearmente indipendente in W e, analogamente,

j~1(B") & linearmente indipendente in V. Quindi, dal Lemma di Steinitz, segue che n = m.

In particolare:

Qualunque spazio vettoriale su K di dimensione n & isomorfo a K™ e, fissata una base 8 =
{v1, ..., vp} di V, chiamiamo I'isomorfismo

j,@:szaziviEVHjﬂ(v)zxz(xl,...,xn)EK", (D.28)
i=1

13Cfr. https://it.wikipedia.org/wiki/Forma_sesquilineare.
4m genere, per mappe lineari, si omettono le parentesi tonde, se cid non crea confusione.
15Come al solito, se a,b € K e L, M € £(V,W), (aL + bM)(u) := aLu + bMu, per ogni u € V.
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isomorfismo canonico tra V e K" subordinato alla base [3.

(xv) Data un’applicazione lineare L € £(V, W), definiamo, rispettivamente, il nucleo (o
kernel) di L e 'immagine di L gli insiemi

kerV:={ueV|Lu=0}, imL:={w=LueW| ueV}. (D.29)

Dalla linearita di L segue immediatamente che questi insiemi sono spazi vettoriali. Un’ulteriore
conseguenza del Lemma di Steinitz ¢ il seguente fondamentale

Teorema D.4 (nullitA-rango'®) Sia L : V — W un’applicazione lineare tra spazi vettoriali
(finito dimensionali). Allora,

dim(ker L) + dim(im L) = dim V. (D.30)

Infatti, se L # 0, esistono m vettori u; € V tali che gli m vettori Lu; € W sono indipendenti
e
V=kerL® (uy,..,um) e {(Luy,..,Luy,)=1imL. (D.31)

Dimostrazione Se L = 0, allora ker L =V e dim(im L) = 0 e il teorema & banalmente vero.
Assumiamo dunque'” L # 0.

Se vettori Lu; sono indipendenti, lo sono anche i vettori'® u;j. Dunque, da (D.31) segue che
(U1, ..., um) € im L hanno la stessa dimensione e, quindi, dal punto (iv) dell’Osservazione D.3
e (D.31) segue imediatamente (D.30). Dimostriamo direttamente (D.31).

Sian = dim V e siano'® {vq,...,vx} e {w1, ..., w,, } basi di, rispettivamente, ker L e im L, dove
m > 1ek > 0, con la convenzione che se k = 0, ker L = {0} e i vettori v; non esistono.
Siano u; € V, tali che Lu; = w;j, per ogni 1 < j < m. I vettori {u;} sono linearmente
indipendenti (altrimenti, sarebbero linearmente dipendenti anche i {w;}). Mostriamo che
I'insieme 8 = {v1, ..., Vg, U1, ..., U } & linearmente indipendente. Se

k m
Zaﬂ)i JrZﬂjUj =0,
i=1 i=1

allora, u := ) fju; = —Y o;v; € ker(L), e quindi 0 = Lu = ) fjLu; = > fw;, il che
implica che a; = 0, per ogni j (essendo i vettori w; indipendenti); dunque si avrebbe anche
>~ a;v; = 0, che implica anche a; = 0 per ogni 4: in conclusione § & un insieme indipendente.
Mostriamo, infine, che (8) = V. Sia v € V. Se v € ker(L), allora v € (/3). Se v ¢ ker L, allora
Lv # 0 e quindi Lv = Y B;w; per opportuni «; non tutti nulli. Ora, L(v — Zaiui) =0,
ossia, v— Y a;u; € ker(L) e quindi v — Y ayu; = Y Biv;, ossia, v = > azu; + > Biv; e quindi,
anche in questo caso, v € (f3).

Osservazione D.5 (i) Dalla formula (D.31) segue facilmente che, se V; := (uy, ..., un ), allora
la restrizione di L su Vi, L|y, : Vi — im(L), & un isomorfismo lineare tra V; e im(L).

(ii) La dimensione di W non gioca nessun ruolo nella dimostrazione e infatti il teorema e la
sua dimostrazione continuano a valere anche se W non ha dimensione finita.

(xvi) (Endomorfismi nilpotenti) Un endomorfismo lineare N € £(V) si dice nilpotente
se esiste m € N tale che N™ = 0. Se N ¢ nilpotente si definisce il suo indice di nilpotenza
il numero naturale v := v(N) := min{p € N| N? = 0}.

Per esempio, la mappa N : K2 := K x K — K? tale che N(z,y) := (y,0) & (chiaramente) un
endomorfismo lineare di K2 e N?(z,y) = N(y,0) = (0,0) per ogni (z,y) € K? e quindi N &

1614 ‘nullitha di L’ & la dimensione del nucleo, mentre il ‘rango’ & la dimensione dell’immagine.
7L # 0 significa che esiste u € V tale che Lu # 0 e quindi ker L # V e dim(im V') > 1.

185e > aju; =0 = 0=L> aju; =Y ajLu; = a; =0 per L # 0 e ogni j.

19Qui usiamo il Lemma di Steinitz.
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nilpotente con indice ¥(N) = 2. Ovviamente, se N & nilpotente, v(N) = 1 se e solo se N = 0;
inoltre, N = 0 per ogni p > v.

Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione n. Se N € £ (V') é nilpotente, allora v = v(N) < n,
infatti esiste u € V tale che I'insieme J = {u, Nu,...,N""1u} & linearmente indipendente.

Dimostrazione Per definizione di indice di nilpotenza, N¥ = 0 e N¥~! £ 0, dunque esiste
u € V tale che N“"1y # 0 e NYu = 0. Se v = 1, la tesi & ovvia con J = {u}, con u un

v—1
qualunque vettore di V' diverso da 0. Sia v > 1 e sia w = Z axN*u una combinazione lineare
k=0
di elementi di J e assumiamo che w = 0. Allora, 0 = N*"'w = aoN*~!u e quindi (essendo
N¥~1u # 0) si ha che ag = 0. Ma ora, 0 = NY~2w = a; N”~!u e quindi anche a; = 0. Iterando

(se v > 2) si ha che ar = 0 per ogni k. La tesi segue ora dal Lemma di Steinitz. i

Un insieme J := {u, Nu, ..., N1y} tale che N7~1u # 0 e N7u = 0 prende il nome di catena
di Jordan?°. Le catene di Jordan saranno centrali nella discussione della forma canonica di
Jordan pit avanti (cfr., in particolare, (lii)).

(xvii) (Spettro, autovalori ed autovettori) Sia V' uno spazio vettoriale n—dimensionale
su K e T € £(V) un endomorfismo lineare. Un elemento A € K si dice autovalore di T e
u € V\{0} un autovettore relativo a A se Tu = Au. Il sottospazio V) := ker(T' — AI) C V di
tutti gli autovettori relativi ad un autovalore A\ (assieme al vettore nullo) prende il nome di
autospazio relativo a A; la dimensione di V), prende il nome di molteplicita geometrica di
A e si denota g(A). L’insieme o(T) := ox(T) C K di tutti gli autovalori di T prende il nome
di spettro di T (su K).

(xviii) Ad autovalori distinti corrispondono autovettori indipendenti. Pii1 precisamente, siano
TeZLWV), My.sdm € 0(T) con \; # Aj sei # 5 eTu; = \u; con u; € V\{0}. Allora

{u1,...,;um} & un insieme indipendente.
m

Dimostrazione Supponiamo che Z ajuj =0 con a; € K. Fissiamo 1 < i < m. Definiamo?!

j=1
S = [1;,(T —A;I). Sinoti che gli endomorfismi (T'— A1) e (T'— Ap1) commutano?®? e quindi
I’ordine nel prodotto che definisce S € irrilevante. Ora,

0:S<Zajuj> :ZajSuj :aiSui :CLZH(Al—)\]) B a; =0. I
=t J=1 i
Dunque, la dimensione geometrica g(A) di un autovalore A € o(T) é un intero tra 0 e n.

Osservazione D.6 dim V) = 0 equivale a dire che ¢(T') = @. Un esempio di endomorfismo
con spettro vuoto ¢ il seguente. Sia V =R? (K =R) e T(u,u2) := (—uz,u;). Allora A € R &
autovalore se e solo se 3 u # 0 tale che Tu = Au, ossia (—ug,u1) = A(ug,us), il che implica

up = —A2uq e ug = —A2uy e, dunque, \> = —1, equazione che non ha soluzione in R; quindi,
deve essere o(T) = @.

Vedremo in seguito che se il campo degli scalari é il campo complesso (K = C), allora
o(T) # @.

D.3 Matrici

(xix) Sia &, = {i € N|i < n}. Una matrice n x m a coefficienti nel campo K & una
funzione
A:(i,j)egnx%nHAijeK.

20https://it.wikipedia.org/wiki/Camille_Jorclan
217 denota I’endomorfismo identita: Ju = u per ogni u.
220ssia, [T, 5] :== TS — ST = 0.
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I valori ?3 A;; di una matrice A vengono detti ‘elementi di matrice’. L’insieme delle matrici
n x m a coefficienti in K si denota con K"*™.

E uso comune rappresentare una matrice A € K™*" come una ‘tabella rettangolare’ con n
righe e m colonne

Ay - Ay - A
A == All R A'L] R ALm (D32)
Ani oo Any oo A

L’insieme delle matrici K™*™ ha una struttura naturale di spazio vettoriale su K: se A =
(A”),B = (BU) S Knxm, a € K, (A + B)ZJ = Aij + B” e (G,A)” = (LA” Tale spazio
vettoriale ha dimensione nm (una base ¢ data dalle nm matrici (6;;) (con 1 < i < n e
1<j<m), doved;; =1,8¢i=jed; =0sei#j) ede dunque isomorfo (come spazio
vettoriale) a K™™.
Le righe di una matrice A = (4;;) € K™*™ sono gli n vettori in K dati da (A1, ..., Aim) con
1 < i < n; le colonne di una matrice A = (Aij) € K™ ™ sono gli m vettori in K™ dati da
(Alj7 ...,Anj) con 1 < j < m.
Dati m vettori in 20) € K™, indichiamo con [z, ..., 2(™)] la matrice n x m che ha come
colonne i vettori z(), ossia

(2D, ..., 2™]); = 2 (D.33)
nel caso m = 1, la matrice (n x 1), [z], si identifica, di solito, col vettore x.
(xx) Data una matrice A € K"*™ la sua matrice trasposta, AT & una matrice (m x n) in
cui le righe e le colonne sono scambiate tra loro, ossia, Ag;. = Aj;. Una matrice A € K"™*" si
dice simmetrica se A7 = A.
Se K = C, A* = AT ¢ C™*" denota la matrice aggiunta (o ‘complesso—coniugata’) data
da (A*);; == Aj; (dove la barra, come al solito, denota complesso—coniugato). Una matrice
A € C™*™ si dice autoaggiunta se A* = A.
(xxi) Date due matrici A € K"*™ e B € K"*P si definisce il prodotto righe per colonne
di A per B, e si denota AB, la matrice K™*P i cui elementi di matrice sono dati da:

(AB)ij; =Y AuB;, 1<i<n,1<j<p. (D.34)
k=1

Tale prodotto & (come si verifica immediatamente) associativo: se A € K"*™ B € K™*P,
C € KP*1 si ha (AB)C = A(BC) € K"*1.
Si noti che se A € K™ ¢ vV, .. vP)] € K™*P (ossia, v\9) € K™), allora

AW, oP] =AW AP e KnxP (Ae Kmxm yl@) e R™). (D.35)
Infine, si osservi che se A = [v(M), ... v(™] € K™*™ (ossia, v1)) € K"), allora
v = 4el) (D.36)
dove €9 & il j-mo versore in K™.

Particolarmente importanti sono le matrici ‘quadrate’:

(xxii) Una matrice quadrata é una matrice (n X n); il numero n prende il nome di ordine
della matrice A.
E importante osservare che, se n > 2, il prodotto tra matrici in K™*"™ non é commutativo.

Per esempio:
EHED-EDE-CHEY  om

235 volte, i valori di una matrice A si denota con la lettera minuscola a;;; noi, di norma, useremo la notazione
A = (A;;) per indicare una matrice e i suoi valori.
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La matrice identita in K™*"™ & definita come:

1 0 0--- 0
01 0--- 0

I,=]. » (In)” = 5ij ) (D38)
0 1

e soddisfa A, = I, A per ogni A € K™*",

(xxiii) Una matrice quadrata A € K™*" si dice invertibile se esiste una matrice B € K™*"
tale che AB = BA = I,,; tale matrice se esiste & unica®* e si denota con A~".

L’insieme delle matrici invertibili (nxn) in K™*" forma un gruppo che si denota con GL(n, K)
o con?® GL,(K).Sen>2, GL(n,K) & un gruppo non commutativo.

D.4 Determinanti

Nella teoria delle matrici gioca un ruolo fondamentale la ‘funzione determinante’ (o, sem-
plicemente, ‘il determinante’) det : K™*"™ +— K. Per definire e studiare le proprietad del
determinante di una matrice, discutiamo brevemente il cosiddetto gruppo simmetrico delle
permutazioni di n oggetti.

(xxiv) Il gruppo simmetrico su n elementi (o, n oggetti) & 'insieme delle funzioni
biunivoche?®
o:1€F:={1,.,n}t— 0, €F,y.

Spesso denoteremo un elemento ¢ € S,, come una n—pla (o1, ...,0,) € F*. Gli elementi di S,
si chiamano permutazioni (di n oggetti). Per esempio,

S1={1}; S2={(1,2),(2, 1)}, S3={(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2),(3,2,1) } .

Per induzione, si vede facilmente che #S,, = n!.

Poiché componendo funzioni biunivoche si ottengono funzioni biunivoche, se o, 7 € S,,, allora
o1 =007 € S,. Rispetto a tale prodotto, 'unita & data dalla identita o¢ == id = (1, 2, ..., n).
Inoltre, poiché I'inversa di una funzione biunivoca ¢ biunivoca, 6=t € S,, e ¢~}
o9. Dunque S,, forma un gruppo (rispetto alla composizione, con unita oy = id; l’associativita
& ovvia).

Per n > 2, esempi di permutazione sono le trasposizioni: 7 € S,, € una trasposizione se
scambia tra loro due indici, lasciando gli altri invariati: ossia, 3 1 < k < £ < n, tali che
T =4, 7o = k e 7, = i per ogni i # k, £. Per esempio, So = {0¢, 7} dove o9 = (1,2) & 'unita
e 7 = (2,1) & una trasposizione. In generale, se 7 & una trasposizione 7-! = 7 e dunque
2=7.-7 =0y

.0':0'.0'71 =

Lemma D.7 Sia n > 2. Per ogni 0 € S,, esistono N trasposizioni 7V ....7N) tali che
o=+0 ... (N)

Dimostrazione Se o = 0y, la tesi € vera con N = 2; infatti, se 7, € una qualunque trasposi-
zioni e T9 = 71: per quanto osservato sopra, 7| - 7» = 7£ = id = 0.

Assumiamo ora che o # 0. Sia i il piu piccolo naturale tale o; # 4. In tal caso, esiste i < j < N
tale che o; = ; si noti in particolare che, necessariamente, ¢ < IN. Scegliamo 7MW come la
trasposizione che scambia i con j: allora, (V) := 7(1) . 5 & tale che o, = £ per ogni £ < i. Se
oM =gy, siha 7)) = g ela tesi & vera con N = 1. Se o)) # oy, possiamo ripetere quanto fat-
to prima: sia k il piu piccolo naturale tale che o} # k: chiaramente, k > i e possiamo ripetere

2486 anche C € K™*"™ verifica CA = I,, allora, C = CI,, = C(AB) = (CA)B = I,, B = B. Le matrici nell’esempio
7 ~1
(D.37) sono invertibili, infatti: (?) ?) = <1é2 (1)> e (i }) = (_11 ;l)

25Cfr, https://en.wikipedia.org/wiki/General_linear_group.
2611 tal caso gli ‘oggetti’ sono i primi n numeri naturali &%,,, ma, ovviamente, al posto di & (n) si possono considerare
n elementi distinti di un qualunque insieme.
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la costruzione fatta prima, definendo 7 in modo che o(® = 7(2) . ¢(1) gja tale che 022) =/
per ogni ¢ < k. Per induzione finita, esiste N > 2, tale che o) .= 7(M) ... 70 . 5 = ¢, il
che equivale a o = 7 ... 7(N) che ¢ la tesi.

Sia o € S,,. Si definisce il segno di ¢ il numero?®”
Eo = H sgn(o; — oy), (D.39)
i<j
dove € R — sgn(x) & l'ordinaria funzione ‘segno di z’, ossia sgn(z) = 1sez > 0, sgn(z) = —1
se < 0, sgn(0) = 0. Si noti che, essendo o iniettiva o; # 0; se i < j e quindi e, € {—1,1}.
Dalla definizione segue immediatamente che €,, = 1, mentre se 7 ¢ una trasposizione e, = —1.
Pilt in generale, si vede subito che se 7 € una trasposizione, allora €,., = —¢,, per ogni o € S,,.

Dunque dal Lemma D.7 segue che

la mappa o €S, — &, € {—1,1} & un omeomorfismo®*® dal gruppo simmetrico S,, sul gruppo
moltiplicativo di ordine due ({—1, 1}, )

Da questa proprietd e dal Lemma D.7 segue che se o = 70 ...7(N) allora e, = (-)N e

dunque la parita di N nella rappresentazione di o come prodotto di trasposizioni dipende
solo da o (e non dalla scelta delle trasposizioni, che ovviamente non & unica).

(xxv) Data una matrice A = [v™) ... 0] € K™ si definisce determinante di A il
numero in K dato da:
det A = Z €o Aty Apo, = Z €o v%al) ceplom) (D.40)
oeS, ocES,

Esempio D.8 (1) Sen=1, K}*! = K edet A = A, per ogni A € K'*1.

(2) Sen=2,
det (AH A12) = Z €010, A2y, = € 2)A11A22+€(2 1)A12A21 = A11 A2 — A12401 .
A9 Ag = ! ’ ’
(3) Sen =3,
An A A
det [ A1 Age Az | = Z €0 Ao A0, Asoy
A1 Azz Ass o€Ss

= €(1,2,3)A11A22A33 + €(1,3,2)A11 423 A32 + £(2,1,3)A12421 A33
+e(2,3,1)A12423A431 + £3,1,2)A13A21 432 + £(3,2,1) 413422431
= A1 A Az — A11 Az Aga — A9 A2 Az + Ao Agz Azy + A13 A1 Az — A13 A A3, .

(4) Se A e una matrice triangolare, ossia, A;; =0,V ¢ < j (in tal caso, si dice ‘sopra—
triangolare’), oppure, A;; =0, V i > j (in tal caso, si dice ‘sotto-triangolare’), allora

Infatti, se A ¢ triangolare, Vo # o¢ se i = min{k" o # k}, allora esiste j > i tale che
o; =i e dunque nel prodotto Aj,, - - Angy, compare il prodotto A, Ajo; = Aj, Aji in
cui ¢ < 0; e 7 >4 quindi o 'uno o 'altro sono 0. Dunque, 'unico termine non nullo ¢
quello corrispondente a o = 0 ed essendo €,, = 1 si ottiene 'asserto.

In particolare, se A = diag(A1, ..., \,) € diagonale, ossia A;; = 0se i # j e Ay = \;,
allora det A = Ay -+ A\,

27In altri testi, £, si denota sgn(o).
28 Ossia €57 = EgEr € Egq = L.
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(5) Sia M € KM+m)x(+m) yna matrice con un ‘blocco angolare di (m x n) zeri’: per

esempio, M;; =0 se i > n > j. Una tale matrice M ha la forma

A B
=0 ¢)
con Ae K" Ce K™*™ B e K" elo 0 ¢ una matrice K™*™ composta da tutti

zeri. Allora,
det M =det A-detC'. (D.42)

Infatti, se 0; > n per un qualche i < n, allora deve esistere un 1 < j < m tale che?®
On+j < n, il che implica M, j),,,, = 0. Dunque, nella somma su o € Sy, (che appare
nella definizione di determinante di M) si possono escludere tutte le permutazioni con
o; > n per un qualche i < n, il che significa che la somma & fatta sulle permutazioni
0 € Spym della forma o = (6,n +6) con 7 € S,, e 6 € S,,,. Quindi, osservando che3’
€ = E5 * €5, S1 ha:

det M = Z EoMig, -+ Mnz, - Mni1)(n+61) *** M(ntm)(ntém)

o=(5,n+5)

GESH,6ESm

= Z €5 €Mz, - Mnz, - M(nt1)(n+61) " - Mntm)(n+é.m)

o=(5,n+6)

GES,,0ESH,

= Z eeMiz, - Mps, - Z €6 Mty (nt61) "  Mntm)(n+é.m)
G€ES, GESm

= detA-detC.

(xxvi) Dalla definizione di determinante seguono le seguenti fondamentali tre proprieta:

(d1)

(d2)

(d3)

se T € S, ¢ una trasposizione, allora det[v(™), ..., v(™)] = —det[v™, ...,v(™)]; (scam-
biando due colonne il segno del determinante cambia);

det[av+bw,v? | ..., 0] = adet[v,v?, ..., v™M]+bdet[w,v?), ..., v(™)]; (il determinante
¢ una funzione lineare nella prima variabile, ossia, nella prima colonna);

detle®, ..., e(™] = det(I,) = 1.

Le proprieta (d;) e (d2) implicano immediatamente anche le seguenti proprieta del determi-
nante:

(da)

(d7)
(ds)

il determinante € una funzione lineare di una sua qualunque colonna;
se una matrice A ha due colonne uguali, allora det A = 0;

se in una matrice A una colonna ¢ combinazione lineare delle altre colonne, allora
det A = 0;

Se v(M | ..., v sono linearmente dipendenti, allora’! det[v(l), e v(”)] = 0;

se in una matrice A ad una colonna si aggiunge una qualunque combinazione lineare di
tutte le colonne, il valore del determinante non cambia

In effetti le prime tre proprieta caratterizzano il determinante:

290n+j per j che varia in {1, ..., m} non pud assumere tutti i valori {n+1,...,n 4+ m} essendo uno di questi valori
assunto da o;.

30Cfr. (xxiv).

3lge an(l) =0 e a; # 0 per un qualche j, allora o) = L Zi#j a; v e (d7) segue da (dg).

1

“j
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Lemma D.9 Sia § : K™ — K tale che

(i) se T €S, ¢ una trasposizione, allora §(v(™), ..., v(™)) = —§(vM .. v(™);

(ii) 6(av + bw,v®, ..,v™) = ad(v,v@, ..., v™) + bS(w,v?), ..., v™).

Allora, § = cdet con ¢ == (e, ..., e™). In particolare, se (e, ..., e™) = 1, allora § = det.

Dimostrazione Le proprieta (i) e (ii) (come gia osservato nel caso del determinante), im-
plicano che & & lineare in ogni argomento. Dunque, espandendo v(/) nella base canonica,
o) =3, Ugj)e(i), si ha, per ogni (v(V, ..., v™) € K™

S0, e) = Gl e, ST el )
i1 in

= Z U(]‘)"'UZ(:I) 6(€(i1)7...7€(i"))

&) Z vl () (5(6(‘71) e(”"))
o1 on PRREY)
gES,
(%) ST gl 5, ™)
o€S,

dove nell’'uguaglianza (), abbiamo usato il fatto che se due indici ¢; nella somma nella se-
conda riga, allora da (i) segue che §(e(),...,e(*»)) = 0 e dunque la somma su tutti gli indici
si restringe ad una somma in cui ogni indice e diverso dall’altro, il che ¢ equivalente a som-
mare su tutte le permutazioni di S,,; nell’'uguaglianza (x*), abbiamo usato il fatto che ogni
permutazione o € prodotto di N trasposizioni e che ogni volta che scambiamo due argomenti
di 6 il suo valore cambia segno e che g, = (—1)V. %

Un corollario immediato di questo lemma e
(dg) det A = det AT, per ogni A € K™*™.
Dimostrazione Sia

S, . o™y = detfo™, .., 0T = Z o v )
gES,

Si verifica subito che ¢ verifica (dy), (d2) e (d3) e dunque dal Lemma D.9 segue che
S, . 0™) = detfoM, ..., 0],

ossia det AT = det A. |

Osservazione D.10 Poiché la matrice trasposta di A ¢ la matrice che ha come righe le
colonne di A, da (dy) segue immediatamente che le proprieta (dy )+ (dg) valgono sostituendo
le parole ‘colonna/e’ con ‘riga/he’ e il simbolo [v™V), ..., v(™)] con il simbolo

e

= A, dove A;; = vj(-i) . (D.43)

()

Un’altra conseguenza importante del Lemma D.9 e:
(d10) il determinante é una funzione moltiplicativa:
det(AB) =det A - det B, VA,Be K™, (D.44)

e, quindi:
det(AB) = det(BA), VA,B € K™ (D.45)
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Dimostrazione Fissiamo A, e, per ogni (v(l), ...,v(")), poniamo

S, . 0™ = det[AvD), ..., Av(™)] P29 Got (A[v(l), s U(")]) .

PIEEEY)

Chiaramente, d verifica (i) e (ii) del Lemma D.9. Dunque § = cdet con ¢ = 4(I,), ossia
¢ = det(A4), ma questo implica la (D.44). La (D.45) segue immediatamente dalla (D.44) .

Da (d1p) segue la seguente importante caratterizzazione.

(xxvii) E possibile rappresentare una qualunque matrice in GL(n,K) come prodotto di
‘matrici elementari’

Chiameremo matrice elementare una matrice del seguente tipo:

(a) riscalamento di un fattore A nella i-ema direzione: R} = [eM), ..., e ... e(™)], dove
1<i<neO#AeK;

(b) scambio di versori: T = [e{™), ...,e{™)] dove T € S,, & una trasposizione; pill specifica-
mente, indicheremo con 7%, per i # j, la matrice associata alla trasposizione 7; = j e
T; = 4; € conveniente anche porre T := I,;

(c) somma di versori:

colonna

—
S = [eM el 4 ], e

Osservazione D.11 (i) Gli elementi delle matrici elementari sono date da:

(5hk s Se kj 75 i,
(a) (R\)nk =
Ak, sek=1;
(b) Thie = Ohrys
(c) (S7)nk = Onk + Ok, - (D.46)

(ii) Dalla definizione di determinante segue che, per ogni ¢ e per ogni j # i, si ha
det RS = \; det TV = —1; det S =1. (D.47)

(iii) Da (D.46) segue che, moltiplicando una matrice arbitraria [v("), ..., v(™] a destra per le
matrici elementari si ottiene:

(1) M1. Rt — (M (@) (n)
[ o] R = [0, WL o]

[, o™ el elm)] = [pm) | ()]
[, o™ 849 = M| 0@ 4 @) (] (D.48)
(iv) Sia E una matrice elementare e A = [v™, ..., v(™)] con v\ linearmente indipendenti.

Allora, le colonne di AE sono linearmente indipendenti.

Dimostrazione Nel caso E ¢ di tipo (a) o (b) la tesi ¢ ovvia. Supponiamo E = S%. Da
(D.48) segue che le colonne di AE sono date da {v™)|h # i} U {v® 4+ v}, Ora, se questi
vettori fossero linearmente dipendenti si avrebbe 0 = 7, apv® + a(w® +00)) e a #
0 (essendo {v(h)’ h # i} linearmente indipendente), ma questo significherebbe che v(® =
> koti alogv® — 90 ma (si ricordi che i # j) questo contraddice il fatto che {v*)} & un

insieme linearmente indipendente. |

Proposizione D.12 Data A € GL(n, K) esistono N > 1 matrici elementari E tali che

A=FEW...gWN), (D.49)
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Dimostrazione Chiaramente, per n = 1 ’enunciato € banale, essendo, in tal caso A scalare
e A= RY. Siaoran>2esia B:=A"" = [vM .. v™]. Dimostreremo che esistono E(
elementari tali che B - E® ... EN) = T, il che ¢ equivalente a (D.49).

Primo passo: Poiché i vettori {v(i)} sono indipendenti®?, formano una base; quindi esistono:
1<m<n,1<j; <m strettamente crescenti in i e «; # 0 tali che

eV = Zaiv(ji) . (D.50)
i=1

Dunque, da (D.48) segue che

B =M, o™]. R . RIm = [ a0 a0
ooy " o=l o y ey QU yee] s
B? =Bl ghiz...ghim = [ W a; oUm) ]
B? = BTV = [eW @ ™). (D.51)
dove, in vista dell’Osservazione D.11-(iv), i vettori u(*) definiti nell’ultima uguaglianza, for-

mano assieme al versore e(!), una base; quindi, in particolare, B3 € GL(n, K).
Secondo passo (iterativo): Sia 1 <i < n — 1 e assumiamo B* € GL(n, K) sia della forma

B* = [6(1)7 vy €7D () ...,u(”)] . (D.52)
Allora, poiché {e(l), G ION ...,u(”)} ¢ una base, esistono:
0<p<i—1,esep>0,1</{ <p strettamente crescenti in k, By # 0,

1<m<n-—1+41,1i<j, <n strettamente crescenti in k, v, # 0,

tali che: )
(D) — nge(fk) + Z’qu(jk) , (D.53)
k=1 k=1

dove, se p = 0, la prima somma ¢ assente (ma che m > 1 segue dal fatto che e() ¢ indipendente
da {e™...,el"=11). Con passaggi del tutto analoghi a quelli fatti in (D.51), si ottiene

B> =pB* R'.-.R1.S§'...8971.T = [e(l), ORTIGN ...,w")] ,

dove, ¢ = m + p, R* sono della forma Ré’; o RIk (se p > 0) oppure (se p = 0) RZY’;, Sk sono
della forma S“7 se p > 0 oppure S se p=0e T =T%. Se i =n — 1, i vettori w¥) sono
assenti, B° = I, e il lemma & dimostrato, altrimenti (essendo B®> € GL(n, K)) si itera il passo
due (un numero finito di volte) fino a ottenere la matrice I,,.

(xxviii) Formula di Laplace per il calcolo del determinante e formula per la matrice
inversa

Data una matrice A € K"*" con n > 2 e dati 1 < i,j < n, definiamo A7) ¢ g (n—1)x(n-1)
la matrice ottenuta ‘cancellando da A la i-esima riga e la j-esima colonna’, ossia, se A =
M), . 0] e se?

_ k k k n
k) = (vg ), ...,vg_)l,v§+)1,...,v( )),

allora,
AGT) — [5(1), m’@(j—l)’@(jﬂ)w.’@(n)].

Definiamo poi il minore (i,5) di A come il determinante di A®7):

mi; = mij(A) = det A(i’j) . (D54)

32gi ricordi che [v™), ..., v(™] € GL(n, K) <= i vettori v sono linearmente indipendenti: cfr. (xxiii).
33Naturalmente, sei=1, o = [1)(2)7 ..A,U(")] esei=n, (") = [v(l), ...,v("’l)].
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Allora, per ogni A € K™*" per ogni 1 <i <n si ha

det A = Z(—l)i+inj m;j . (D55)
Jj=1

La dimostrazione della formula (D.55) si basa sul seguente lemma combinatorio. Chiamiamo
S = {o € Sn‘ o; = j} e osserviamo che S,, & 'unione disgiunta per 1 < j < n di S%.

Lemma D.13 Se o € S¥, allora

n >’

£ = (—1)Mes (D.56)

dove & ¢ la permutazione din — 1 oggetti 6 : k € J — 6 =0y € J, dove J = {k € N’k <n

¢k # j}.

Dimostrazione Dalle definizioni di €,, S;J e &, segue che

€ = H sgn(op —op) = H sgn(op — op) - H sgn(oy — op) - H sgn(ox, — op)

h<k h<k h<k h<k
h, ki h=1i k=i
= H segn(oy — op) - H sgn(op, — 0y) - H sgn(o; — op)
h<k h>i h<i
h,k#i
= e [[senlon— i) - [[ senG —on) (D.57)
h>i h<i

Ora, sia p = #{h < z’ op <jteq=+#{h> z‘ op, < j}. Chiaramente,

[Isen(on—3) =17, ]sen(G—on) = (-1)"""".

h>i h<i

Essendo, p+ g =7 — 1, da (D.57) segue la tesi. i

Dimostrazione della formula di Laplace (D.55):

det A = Z €o ﬁ Ao, = zn: Z €o i Ao,
k=1 1

o€ESy = j=loeSi k=

= ZAZ] Z o H Akcrk

J=l gesii k#j

(D)™ A5 Y o [] Aron

oesSy k#j

12
2
NE

<.
Il
Jan

(—1)i+inj mij . I

\E

<.
I
—

Osservazione D.14 Dalla definizione di S* e di minore (i,j) segue immediatamente che
mi;(AT) = mj;(A), dunque essendo det AT = det A otteniamo la seguente ‘versione trasposta’
della formula di Laplace3*

det A = detAT = Z(*l)HjAZ;mij(AT)
j=1
j=1

34Tale formula viene a volta chiamata ‘espansione di Laplace per colonne’, mentre la (D.55) viene chiamata
‘espansione di Laplace per colonne’.
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Vediamo, ora, come dalla formula di Laplace segue una formula analitica per il calcolo
dell’inversa di una matrice con determinante non nullo.

Definiamo la matrice dei cofattori di A come la matrice C = C(A) con elementi di matrice
Cij = (—1)"m;; e la matrice aggiuntiva®® di A, adj(A), come la trasposta della matrice
dei cofattori di A:

adj(A) = CT. (D.59)

Proposizione D.15 Per ogni A € K™*™, si ha
A adj(A) = adj(A) A= (det A) I, . (D.60)

Dimostrazione Per ogni i si ha

(Aadi(4)), = 3" Ay adj(A);; = S (=1 Aggmy; "= det A

j=1
Analogamente,
(adJ Z adJ ﬂ = 2(71)1+JA]17TLJZ (D£8) det A.
Jj=1
Se i £k,
= = ; (D.55) A
(Aadj(A)),, = > Ayadj(A)je =D (1) Aiymy; =" det A,
j=1 j=1

dove A & la matrice ottenuta da A sostituendo la k-esima riga con la i—esima riga. Poiché A
ha due righe uguali (la i—esima e la k—esima), per I’Osservazione D.10, det A = 0.

Da (D.60) segue immediatamente che

det A#0 = AcGL(n,K) e A'= q 114 adj(A). (D.61)

Dunque si ha la seguente importante caratterizzazione:

Proposizione D.16 A € GL(n, K) (ossia, A ¢ invertibile) <= det A # 0, o, equivalente-
mente,
GL(n,K) ={A € K™"| det A # 0}. (D.62)

Se A€ GL(n,K), det(A™!) = (det A)~!

Dimostrazione Se A ¢ invertibile allora esiste A~! tale che AA™! = I, e da (dyp) segue,
che, essendo det I,, = 1, 1 = det I, = det(AA™1) = det A - det(A™!) e quindi det A # 0 e
det A=t =1/ det A.

Viceversa, se det A # 0 allora da (D.61) segue che A ¢ invertibile e, come prima, per (d1g), si
ha che det A=* =1/det A. 1

(xxix) Due matrici A,B € K™ si dicono simili se esiste U € GL(n,K) tale che A =
U~1BU; in tal caso, diremo anche che U coniuga B a A. Da (dyg) e dalla Proposizione D.16
segue che due matrici simili hanno lo stesso determinante.

35Adjugate matrix in inglese.
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D.5 Matrici e applicazioni lineari

(xxx) Ad una matrice A € K™*™ si puo associare in modo canonico una applicazione lineare
L€ £(K™,K™) come segue3®

Ly:z=(x1,.xm) EK™" = y=(y1,..,yn) = Lax € K", (D.63)

m
dove Yi Z:ZAZ'J'ZL']‘, 1§z§n
j=1

E uso comune identificare la matrice A con la mappa lineare L 4: scriveremo, quindi, Ax al
posto di Lax.

Osservazione D.17 (i) Se x € K™ si identifica con il vettore colonna [z] € K™*!, allora
Lz non ¢ altro che il vettore colonna (n x 1) ottenuto dal prodotto righe per colonne delle
matrici, A € K"*™ con x = [z] € K™*!, ossia la matrice Az.

(ii) La parola ‘canonico’ usata in (xxx) si riferisce al fatto che nella corrispondenza L4 «— A
abbiamo fissato a priori spazi vettoriali canonici, ossia, K™ e K™, insieme alle loro basi
canoniche {e()}.

(xxxi) Piu in generale, & possibile far corrispondere ad una applicazione lineare T € £(V, W)
tra due spazi vettoriali V' e W di dimensione m e n con campo di scalari K e due basi § CV
e B C W fissate una matrice A € K™*™:

Siano, infatti, 8 = {v1,...,0m} € 8" == {wy,...,w,} due basi di, rispettivamente, V e W e
T e L(V,W). Per ogni 1 < j < m, il vettore Tv; € W ha un’unica espansione nella base 3,

T’Uj = Zagj)wi = ZAijwi 5 (D64)
i=1 =1

e i numeri A;; formano una matrice (n x m) che rende commutativo il seguente diagramma:

1% r w (D.65)

ijﬁ ljﬁl

ossia:
jﬂ/OT:Aojﬁ < A:jB/OTOjﬁ_l. (D66)

m

Infatti, ricordando la definizione di isomorfismo canonico jz in (D.28), se v = Z x;vj, si ha
j=1

jg(v) =2 = (21,...,xm) €

TU:ZZL’jT'Uj = Z:EJZA”wl :Z (ZA”Z'])’UJZ
j=1 j=1 =1 i=1  j=1
e quindi jg (Tv) = Az = A jg(v), ossia (D.66)
Denotiamo la matrice A cosi ottenuta con matg g (T'). Chiaramente, la mappa

TG.%(V,W) I—)A:mat[—}ﬁ/(T) c Kmm (D67)

¢ un isomorfismo di spazi vettoriali*’. Nel caso n = m, sceglieremo 3 = /3’ e denoteremo
matg g con matg.

36La linearita della mappa definita in (D.63) & ovvia.
37 particolare, dim £(V, W) = dim K"*™ = nm.
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(xxxii) (Cambi di base) Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione n su K. Se T € £L(V)
ese 8 e 8/ sono basi di V, allora matg(T') e matg (T') sono matrici simili.

Dimostrazione Siano 8 = {uq,...,un} e ' = {u],...,ul,}. Per ogni j, espandendo, rispetti-
vamente, u; nella base 5’ e u; nella base 3 si ha, per opportuni U/, U;; € K,

35

i=1 =1

I numeri UZ-/j e U;; costituiscono gli elementi di due matrici U, U € K™*™ che sono una
Iinversa dell’altra: infatti, per ogni j si ha

n

i=1 =1

ik=1 i=1

relazione che implica ZUkiU{j = 04, ossia UU' = I,,. Sia, ora, A = matg(T) e B =
i=1

matg (T). Da (D.64) segue che
i=1 i=1

Dunque dalla definizione di U’ e U e da (D.69) segue che

" (D.69) (D.68) v (D.69) w— (D.68) <
Zthu;L = T’LL; = ZUZJTUZ = Z UijAk,-uk = Z UijAkiU}/Lkulh
h=1 i=1 i,k=1 i,k,h=1

h=1 k,i=1

Ji= h=1

da cui segue B = U’ AU, ossia, B = U1 AU. i

Osservazione D.18 Osservando che la seconda uguaglianza in (D.68) pud essere scritta
formalmente come®® 3’ = U, dove 3 ¢ la n-pla di vettori (uq,...,u,) e B’ & la n-pla di
vettori (uf, ...,u,,) la formula del cambio di basi puo essere scritta come:

matg (T) = U 'matg(T) U, B =U"B. (D.70)

Esempio Sia V = Ry[z] lo spazio vettoriale dei polinomi su R di grado al pin 2 e sia T il
‘troncamento’ T : p(z) = ap + a1z + azx? ~ ag + ayz. Chiaramente, T € £(V). Fissiamo
in V le seguenti due basi: 8 := {1,z,22} e f' := {1,22 — 1,2 + 2?}. L’isomorfismo canonico
jg : V — R3 ¢ dato da jg(ap + a1x + azz?) = (ag, a1, az), mentre, I'isomorfismo canonico jgr
e dato dato da

. al —a a; —a
]gl(a0+a1x—|—a2$2):(a0+ —, — 2,a2)'

2 2
Da (D.66) e dalla relazione B = UT3 segue che

1 00 1 0 % 1 -1 0
A=matg(T)=[0 1 0], B:=matg(T)=(0 1 3], v=(0 2 1},
0 0 O 0 0 O 0o 1 1

e, come si pud anche verificare direttamente, U coniuga A a B cio¢, B = U1 AU.

38,@ & una n—pla di vettori di V, mentre 3 ¢ un insieme di vettori di V' (di cardinalitd n); ‘formalmente’ significa
che la relazione 8’ = UT 3 ¢ definita dalla seconda uguaglianza in (D.68).
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(xxxiii) Se A = [vW), ..., vM™]) e K»*™ (vU) € K™), e x € K™, allora

Az = ijv(j) . (D.71)
j=1

Dunque, im(A) = im(La) = {Az|z € K™} ¢ il sottospazio vettoriale di K" generato dai
vettori colonna (dalle colonne) di A e il rango di Ly, rank(L4) =: rank(A), per definizione,
ne ¢ la dimensione, che quindi coincide con il massimo numero di colonne indipendenti di A.

Dal Teorema nullita-rango D.4 segue che: una matrice A € K"*" ¢ invertibile se e solo
rank(A) = n.

Possiamo, ora, raccogliere, varie caratterizzazione dell’invertibilita di una matrice:

(xxxiv) (condizioni di invertibilita) Sia A =: [v(}),...,v(™] € K™*". Allora:

det A#0 2% A cGLn K)

(

(xxx) (xxxiii)

<= L, é un isomorfismo su K™ "< rank(4) =n

A ) p(my = gn

(xxxv) Se A € K™ e {eM} & la base ortonormale standard di K", allora ¢ immediato
verificare che

)

D.71 . . . .
<= T'unica soluzione x € K™ dell’equazione Ax =0 é x = 0.

Ael . el = 4 (K=R);  (Ae W)y =4, (K=C). (D.72)

R

(xxxvi) Se A € R™*™ o A € C"*™ allora (come si verifica immediatamente) si ha, rispetti-
vamente, che®”

Au-v=u-ATv, (Yu,v€R™); (Au,v) = (u, A™v), (Vu,ve€C"). (D.73)

(xxxvii) A € R™*" & simmetrica® se e solo se Au-v = u-Av per ogniu,v € R". Analogamente,
A € C™"*™ ¢ autoaggiunta se e solo se (Au,v) = (u, Av) per ogni u,v € C™.

Dimostrazione Verifichiamo il caso complesso (il caso reale ¢ del tutto analogo). Se A* = A,
da (D.73) segue immediatamente che (Au,v) = (u, Av) per ogni uw,v € C". Viceversa se
(Au,v) = (u, Av) per ogni u,v € C", prendendo u = e e v = el) per (xxxv), si ha che

Ay = (Ae',el) = (¢!, Ae!) = (Aed ') = Aj; = Aj - i

(xxxviii) Una matrice U € GL(n,R) si dice ortogonale se U~ = UT o, equivalentemente,
se UTU = 1,,. Se U = [uM, ..., u™], la relazione UTU = I, & equivalente a u() - ul)) = §;;.
Dunque:

una matrice é ortogonale se e solo se le sue colonne formano una base ortonormale di R™.

Una matrice U € GL(n,C) si dice unitaria se U~! = U* o, equivalentemente, se U*U = I,.
Se U = [u™, ...,u™], 1a relazione U*U = I,, & equivalente a (u'), u(?) = §;;. Dunque:

una matrice ¢ unitaria se e solo se le sue colonne formano una base ortonormale di C™.

L’insieme delle matrici ortogonali in GL(n,R) forma (come & immediato verificare) un sotto-
gruppo di GL(n,R) che si denota con O(n).

L’insieme delle matrici unitarie in GL(n,C) forma (come ¢ immediato verificare) un sotto-
gruppo di GL(n,C) che si denota con U(n).

Le matrici ortogonali/unitarie sono le matrici che conservano il prodotto scalare/hermitiano:

(i) U € O(n) se e solo se Uu - Uv = u - v, Yu,v € R™; ossia le matrici ortogonali sono le
matrici che conservano il prodotto scalare in R™.

39g;j ricordi (xx).
40g;i ricordi (xx).
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(ii) U € U(n) se e solo se C™: (Uu, Uv) = (u,v), Vu,v € C"; ossia, le matrici unitarie sono
le matrici che conservano il prodotto hermitiano in C".

Dimostrazione Consideriamo il caso complesso (il caso reale & analogo): se U € U(n),
(Uu,Uv) = (u, U*Uv) = (u,v), per ogni u,v € C". Viceversa se (Uu,Uv) = (u,v) per ogni
u,v € C", si ha che (u, U*Uv) = (u,v) per ogni u,v € C", e prendendo u = e, v = eU) si
ha che (U*U);j = 6;5, ossia, U*U = I, e quindi U € U(n). i

(xxxix) (Polinomio caratteristico) Data una matrice A € K™*™ il polinomio in z € K
definito da
Pear(2; A) = det(A — 21,) =0, (D.74)

prende il nome di polinomio caratteristico di A (su K); se non & necessario esprimere la
dipendenza da A, scriveremo pear(2) al posto di pear(2; A).

Ricordando la definizione di*! spettro (data per una applicazione lineare generale), e ricor-
dando che det(A — AI,) = 0 se e solo se I'equazione (A — Al,)u = 0 ha una soluzione non
banale*? u € K™\{0}, segue che le radici del polinomio caratteristico sono gli autovalori di

A:
A€o(ld) <= pear(N)=0. (D.75)

Se A € o(A), allora®® (2 — \)|pear(2) e il numero
a()) == max{1 < j < ntale che (A — 2)7 |pear(2)} (D.76)
prende il nome di molteplicita algebrica (su K) dell’autovalore A € o(A).

Vediamo alcune proprieta del polinomio caratteristico.

(i) Lo spettro e un invariante per matrici simili: se A e B sono due matrici quadrate simili,
allora pear(2; A) = pear(2; B) € quindi 0(A) = o(B).
Dimostrazione Se B = U~ AU, allora

Pear(z:A) = det(A — 2I,,) P2V det(UY(A — 21,)U) = det(U AU — z1,,)

det(B — zI,,) = pear(2; B) . i

(ii) Dal punto precedente e dalla formula di cambio di base (D.70) segue che possiamo
definire il polinomio caratteristico pc.;(z;7T) di un qualunque endomorfismo
T € £(V), V spazio vettoriale n dimensionale su K, come det(A — zI,,) dove A =
matg(7T) ¢ la matrice rispetto ad una qualunque base 8 di V.

Questo permette di estendere tutte le considerazioni sullo spettro di una matrice al caso
piu generale di endomorfismi lineari.

(iii) II polinomio caratteristico di A € K™*™ & un polinomio di grado n della forma
Pear(2) = 2™ + 12" P44 g (D.77)

Dal punto precedente segue che i coefficienti oy, == ay(A) € K sono degli invarianti di
A, ossia, non cambiano per coniugazioni a matrici simili. In particolare, gli invarianti
Qp, Qp_1 € g sono dati da:

an=(=D", an1=(=D""Y Ay, oo =det A. (D.78)
i—1

A Ofr. (xvii).
L20fr (xxxiv).
43(z — A) divide pear(2), ossia, pcar(z) = (z — A)Q(z) con Q polinomio in z di grado n — 1.
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Dimostrazione p.,,(0) = det A e quindi oy = det A. Dimostriamo le prime due re-
lazioni per induzione su n. Per n = 1, si ha A = A1 € K e pear(2) = A — 2z ¢
dunque a; = —1 = (—1)" e a9 = A = det A (si noti che a,,_12""! = ). Assumiamo
ora che (D.77) valga per n > 1 e dimostriamola con n + 1 al posto di n. Sia dunque
A e K(tD)x(+1)  Usando lo sviluppo di Laplace del determinante (D.55) con i =1
(‘sviluppo rispetto alla prima riga’) e denotando con O(z*) un polinomio in z di ordine
al piu k, otteniamo

Pear(A = A1) = (Any = 2) s (4) +0(=" ),

dove my1(A) = det(AY —XT,,) con ALY € K™*™ ottenuta da A cancellando la prima
colonna e la prima riga. Per ipotesi induttiva,

n+1
mll(A) = (—1)"2’” + (_1)n—1zn—1 Z A+ O(Zn_2) s

1=2

n—2>

dove se n =1, il termine O(z ¢ assente. Svolgendo l'algebra, si ottiene

n+1
Pear(A = A1) = (1"t 4 (=) Y A+ 0" 1),
=1

n
Il numero tr(A) := Z Aj;, che appare in (D.78), prende il nome di tracciadi A € K™*".
i=1
E immediato verificare direttamente che la traccia verifica le seguenti tre proprieta®?:

tr(A+ B) = tr(A) + tr(B), tr(aA) = atr(4), tr(AB) = tr(BA).  (D.79)

Il polinomio caratteristico di una matrice 2 x 2, come ¢ immediato verificare, ¢ dato da
_ 2 2x2
Pear(2) = 2° —trAz + det A, (Ae K**%), (D.80)
e quindi gli autovalori dipendono solo dai due invarianti tr(A4) e det A.

Se K non e algebricamente chiuso, lo spettro di una matrice puo essere vuoto: per
0
1
or(A) = @. D’altra parte, A € C2*? ¢, su C, pear ha le due radici +i e dunque oc(A) =
{i,—i}. Si noti che A? = —I.

esempio, se A = _01) € R>*2, pear(2) = 22 + 1 che non ha radici reali e quindi

In generale, se K = C, dal teorema fondamentale dell’algebra, segue che esistono (e
sono unici) 1 <m <n, a; € Ne \; € C tali che

Pear(2) = (=1)"(z — A1)™ -+ (2 — App) ™, a1+ Fam=n, NFAsei#],

(D.81)
cosicché o(A) = {1, .., A\m} e a; = a()\;) & la molteplicita algebrica di A;. Inoltre, da
(D.77), (D.78) e da (D.81) segue che

det A = ﬁ )\?j 5 Zn:A” = zm: )\i . (DSQ)
j=1 i=1 i=1

In particolare, un endomorfismo lineare su uno spazio vettoriale su C ha sempre almeno
un autovalore.

44gi noti che l'ultima proprieta da una dimostrazione alternativa che la traccia & un invariante per matrici simili.
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D.6 Sottospazi invarianti e matrici a blocchi

(x1) Date m matrici quadrate A® di ordine n;, block(A™M), ..., A™)) denota la matrice a

blocchi B di ordine nn = an, con le matrici A® (in ordine) sui blocchi centrali: pilt

j=1
precisamente gli elementi di B := block(A™), ..., A™)) € K™% sono definiti come segue: sia
k
ng=0eperl<k<m,n,:= Zns, (i, = 1), allora, per ogni 1 < k < m, se poniamo,
h=1

perogni 1 < 4,5 <mny, ' =n,_1+iej =ng_1+j,si ha By = Agf) e B;; = 0 per ogni
altra coppia di 4, j.

Per esempio,

2100 0 0 am (21
0100 0 O 0 1
oo 40 0 o] 1) 4@ 1) A@) — 4
B= 0003 0 2 = block(A'™, A% A¥))  con 3 0 9
0001 0 0 AB® =1 0 o0
00 0 3 -1 V2 3 —1 V2

Si osservi che se V; sono gli ‘spazi coordinati’ definiti da
Vi = C?x{0} x{0} x {0} x {0}, Vo = {0} x {0} xCx {0} x {0} x {0}, V3 = {0} x {0} x {0} xC?,

allora A : V; — V;, ossia, gli spazi V; sono sottospazi invarianti per A. Piu in generale, se
B ¢ una matrice a blocchi come in (x1), allora K™ = K™ @---® K" ¢ A:V; — V; con

Vi={0} x--- x {0} xK™ x {0} x --- x {0} .
— ——
(n1+:--m;—1 volte) (ni41+-nm, volte)
Su tali sottospazi invarianti la matrice A si ‘riduce’ alla matrice A®). Questo ‘processo di

riduzione’ ¢ assai importante da un punto di vista teorico e pratico. A tal proposito si ha la
seguente caratterizzazione:

(xli) (Lemma di riduzione a blocchi) Sia A € K™*" con n = an, (n; € N). Esiste
j=1
una matrice U € GL(n, K) e m matrici AU) € K"i*" tali che

U~YAU = block(AW ..., A™)) | (D.83)
se esolose K" =Vi@®---®V, con AV; C V; eU = [u§1)7...,u5111),...,u&m)w..,ugﬁ)] con
{u?)’ 1< j<mn;} base di V;.

Dimostrazione Facciamo la dimostrazione nel caso m = 2; il caso generale presenta diffe-
renze solo formali. Poniamo, dunque,

D) i)
m=2, ni=p, no=gq, C:=AY = ., D=A® = © | , B =block(C,D).
(P d@
con ¢¥) € K? e dU) € K. Allora,

3U € GL(n,K)|U'AU=B <<= 3U¢cGL(n,K)| AU=UB

U=[u®, . . u® o™ @]
T @, u®) 0D, @) = K

C 0
(&) ® Ay (9] =
& [Au' ) A A L A = U <O D) .
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Esplicitando 1'ultima uguaglianza si ha che

p q
Au®) = 3"y € (W, Py = v, Au® =5 a0 € (v, v @) = 1,
j=1

j=1

che equivale a dire che gli spazi V; sono invarianti per A. i

D.7 Diagonalizzazione

(xlii) Un caso particolarmente interessante del Lemma di riduzione a blocchi ¢ quando m = n
e n; = 1 per ogni j. In tal caso, B ¢ una matrice diagonale, ossia

B= diag()\h vy >\n) <~ Bij = )\2(5” s (D84)

e la matrice A, agisce lungo gli ‘assi invarianti’ V; = {tu(i)|t € K} associati ad una base
{u(l), - u(")} di K", semplicemente come moltiplicazione per lo scalare ;.

Una matrice A € K™*™ si dice diagonalizzabile (sul campo K ) se ¢ simile ad una matrice
diagonale.

Da (xli) segue immediatamente:

(xliii) A € K™*™ ¢ diagonalizzabile (su K) <= K™ ha una base di autovettori di A <=
a(A) = g(\) per ogni A € o(A).

Da (xviii) e (xliii) segue:

(xliv) Se una matrice di ordine n ha n autovalori distinti, allora ¢ diagonalizzabile.

Naturalmente, non & vero il viceversa.

2 0 3
Esempi (i) Sia A= [0 1 0] , considerata come mappa lineare su R* (K = R). Allora,
0 0 1

Pear(A) = (1 —X)?(2 — \) e quindi o(A4) = {1,2} (e le dimensioni algebriche sono a(1) =2 e
a(2) = 1). Cerchiamo gli autovettori:

Au=u <= wu; = —3us, Au=2u <= ups =0=ug3

e quindi, u(M) = (0,1,0) e u® := (=3,0, 1) sono due autovettori indipendenti relativi all’auto-
valore 1 e u(®) = (1,0,0) & un autovettore relativo all’autovalore 2 (le dimensioni geometriche
sono g(1) =2 e g(2) =1). Da (xli) segue che

-3

0 0
U'AU = diag(1,1,2) = 0], con U = [u(l), u®?, u(s)] =11 o0
2 0 1

SO =
:]> O = O
OO =

e quindi abbiamo diagonalizzato A su R.

(ii) Sia A = 1 _i) Allora, pear(A) = A2 + 1 e A non ha autovalori reali e dunque A non &
diagonalizzabile su R. D’altra parte, A ha due autovalori complessi distinti A\ =i e Ay = —1
ed & dunque diagonalizzabile su C. Infatti, u(") := (1 +1, 1) & un autovettore relativo a \y =4
e u® = (1 —1,1) & un autovettore relativo a Ay = —i. Dunque,

U—LTAU = diag(i, —i) = (é —Oz> , con U := [u(l),u@)] — (1 Jlrz 1 1z> '

(iii) Se g(A) < a(A) per un autovalore A € o(A), allora A non puo essere diagonalizzata:

0 1). Gli autovalori sono Ay = A2 = 0 (molteplicta algebrica

I’esempio piu semplice & A = 0 0
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2), ma Pautospazio corrispondente Vo = {(t,0)|t € K} (K pud essere sia R che C) e quindi
dim V5 = 1 e A non puo essere diagonalizzata (né in R, né in C). Si noti che A% = 0.

Una classe importante di matrici diagonalizzabili su C o su R sono, rispettivamente, le matrici
autoaggiunte o le matrici reali simmetriche. Cominciamo con alcuni risultati preliminari.

(x1v) Se A € C"*" & autoaggiunta, allora oc(A) C R.
Dimostrazione Sia A € oc(A) e Au = Au con u € C*"\{0}. Allora,

)\|u|2 = Mu,u) = Qu,u) = (Au,u) = (u, Au) = (u, \u) = Mu,u) = 5\|u|27

il che implica A = ), ossia, A € R. [

Osservazione D.19 il risultato & ancora vero nel caso speciale in cui A ha elementi in R,
nel qual caso l'ipotesi A* = A si riduce a AT = A (A & una matrice reale simmetrica). In
generale, un autovettore corrispondente a A & un elemento di*® C". Cionondimeno, possiamo
sempre trovare un autovettore reale corrispondente all’autovalore \. Infatti, se Au = Au con
AcR"™™ X\ cReu € C" allorasi ha anche* A% = \ii. Per cui, Av = \v con v := u+% € R™.

(xlvi) Se A € C™*™ ¢ autoaggiunta, Au = \u e Aw = pw con A # u, allora (u,w) = 0.

Dimostrazione Essendo, per (xlv), u € R, si ha
Mu, w) = (A, w) = (Au, w) = (u, Aw) = (u, pw) = p(u, w),
per cui, essendo \ # p, si deve avere (u,w) = 0. 1

E immediato verificare che, nel caso in cui A abbia elementi reali, vale 'affermazione analoga,
ossia:

Se A € R™*™ & simmetrica, Au = Au e Aw = pw con u,v € R™ e A # p, allora u-w = 0.

(xlvii) (Teorema spettrale in R™) Se A € R™*"™ ¢ una matrice simmetrica, allora 0(A) C R
e A & diagonalizzabile tramite una matrice ortogonale*” U, ossia:

3U € O(n) tale che UT AU = diag(a, ...,a,) con a; € R. (D.85)

Dimostrazione Da (xlv) sappiamo che oc(A) C R e da (xlvi) che autovettori reali corrispon-
denti ad autovalori diversi sono ortogonali in R”. Sia oc(A4) = {A1,.., Amtcon 1 <m <ne
A1 < -0 < A (se m > 1). Siano V; gli autospazi reali di \;, ossia, V; = {u € R”| Au = \ju}.
Per 1’Osservazione D.19, si ha che dim V; > 1 per ogni ¢. Per ogni ¢, fissiamo una base or-
tonormale di V; (che esiste sempre per il Lemma di Gram-Schmidt (viii)) e sia {u1,....,up}
l'unione (ordinata) di tali basi. Sia V = Vj + -+ V,, e sia W = Vi nRe I’ortogonale
reale di V. Se W = {0}, il teorema & dimostrato, poiché, in tal caso, V1 @ --- ® V;,, = R™,
p=ne, se a; = a()\;) denota la molteplicita algebrica (su R) di A\;, oy = -+ = g, = A1,
Qg+1 = *** = Qgy+ay = A2, etc. Chiaramente, in tal caso, si ha che a1 + -+ a,, = n (e
quindi le molteplicita algebriche degli autovalori su R coincidono con quelle su C?).

Assumiamo, ora, che dimW > 1. In tal caso, V& W =R" con V L W. W & un sottospazio
invariante per A: sia, infatti, w € W e v € V (per cui u - w = 0), allora esiste \; tale che
Au = A\u e quindi

O0=(Au—Nu) - w=Au-w— u-w=Au-w=1u-Aw,

e quindi Aw € W. Sia {up41, .., un} una base ortonormale di W (di nuovo Gram-Schmidt)
cosicché {uq,....,un} forma una base ortonormale di R™. Sia U = [uq, ..., uy]; per (xxxviii),

453 faccia attenzione: qui stiamo considerando la mappa lineare L4 : C" — C™ con A € R™*™, cosa diversa da
considerare la mappa L4 : R™ — R"™.

460vviamente, W= (Ug, ..., Un).

ATCfr. (xxxviii)
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U € O(n). Per (xli) si ha che UTAU = block(A;, A3) con A; € RPXP e Ay € RI*? con
g:=mn—p>1. Essendo UT AU una matrice simmetrica, lo sono anche A; e Ay. Quindi A,
(vista come mappa da R? — R?) ha un autovalore reale A ed un autovettore w € R?\{0}:
Agw = M. E se w := (0,%) € R™, Allora block(A;, Az)w = (0, Agw) = A(0,®) = Aw, il che
implica AUw = AUw. Ma

0 N N
Uw = [u1, ..., Up, Upt1, -, Un) (UA)> = Wilpy1 + -+ Weun €W,

il che vuol dire che Uw & un autovettore (reale) di A (corrispondente all’autovalore \)
che appartiene a W, ma questa ¢ una contraddizione perché tutti gli autovalori reali di A
appartengono per definizione a V' = W+=. Dunque questa seconda alternativa non esiste.

Osservazione D.20 (i) Come gia osservato nel corso della dimostrazione, le dimensioni degli
autospazi reali e degli autospazi complessi di una matrice simmetrica coincidono.

(ii) 11 teorema spettrale da una ‘rappresentazione’ particolarmente semplice delle matrici
simmetriche: siano, infatti, come sopra, Vi,...,V;, gli autospazi distinti di A = AT € R**"
corrispondenti allo spettro {A1,....; A} di A (A1 < -+ < A, se m > 1) e denotiamo con ;
la proiezione ortogonale su V; (cfr. (x)). Allora, A é una combinazione lineare di proiezioni
ortogonali:

A= "\, (D.86)
i=1

infatti, ogni vettore u € R™ si decompone in modo unico come somma di vettori negli autospazi

m
V;, ossia, u = E U, e

i=1
Au = A(imu) = iA(m-u) = i/\imu, VueR". (D.87)
i=1 i=1 i=1

In altre parole, A ‘agisce separatamente su ogni proiezione 7;u come una moltiplicazione per
il numero reale \;’.

(iii) Nel caso complesso, si ha un enunciato del teorema spettrale del tutto analogo a quello
reale:

Teorema spettrale in C" Se A € C"*™ ¢ una matrice autoaggiunta, allora c(A) CRe A ¢
diagonalizzabile tramite una matrice unitaria U, ossia:

AU e U(n) tale che U*AU = diag(Ay, ..., A\p) con \; €R. (D.88)

La dimostrazione & simile (infatti, pitt semplice) alla dimostrazione del caso reale*®.

Esempio Sia

4 -1 -1
A=1[-1 4 1]. (D.89)
-1 1 4
A & simmetrica e il sup polinomio caratteristico ¢ dato da pear(2) = —23 + 1222 — 452 + 54 =

—(2—3)%(2—6), quindi o(A) = {3,6}. Si verifica facilmente che w; = (1,1,0) e wy = (1,0,1)
sono autovettori indipendenti dell’autovalore 3 e che wy = (—1,1,1) & un autovettore di 6.
Tali vettori sono perpendicolari tra loro. Normalizzando, otteniamo

w1 1 Wo 1 ws 1

uy = — =—(1,1,0), wup:=—"-=—(1,0,1) wuz:=—=—(—-1,1,1).
VS ) = g B h0y == (0D = = R (L L)

4830stituendo sistematicamente R con C e il prodotto scalare col prodotto hermitiano; naturalmente i V; saranno
definiti come gli autospazi complessi in C™ di A corrispondenti agli autovalori (sempre reali).
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Quindi, se U = [ug,ug,u3] e A = diag(3,3,6), si ha che UT AU = A.

Una semplice conseguenza del teorema spettrale ¢ la seguente caratterizzazione della norma
di una matrice autoaggiunta o simmetrica:

(xlviii) Se A € C"*™ ¢ autoaggiunta allora

Al .= sup |Az|= sup |[(Az,z)| =max{|\|: A€ o(A)}, (D.90)

zeCn:lz|=1 zeCn:jz|=1

dove |z| = \/(w,z) = /> i_; |i|?. Analogamente, se A € R"*" é simmetrica allora

|Al = sup |Az|= sup |Az z|=max{|A|: )€ d(4)}, (D.91)

rzER™:|z|=1 zER™:|z|=1

dove |z| =z T = 1/Z;L:]L |z |2

Dimostrazione Diamo la dimostrazione nel caso complesso, essendo quella nel caso reale
completamente analoga. Dal teorema spettrale segue che A = U*AU con U € U(n) e A =
diag(Aq, ..., A) diagonale e reale. Allora, poiché le matrici unitarie conservano il prodotto
hermitiano e la norma euclidea,

|AII> = sup (Ax, Az) = sup (UAU*z, UANU*z) = sup (AU*z, AU*z) = sup (Ay, Ay)
=1 Jo|=1 jol=1 Uyl=1
= sup (Ay, Ay) = sup Z)\?|yj|2 = max)\?.
lyl=1 lyl=1 j=1 J

Allo stesso modo,

sup [(Az,z)| = sup (UAUz,x)| = sup (AU"z,U"x) = sup [(Ay,y)| = sup [(Ay,y)]

z[=1 lz|=1 |z|=1 |Uy|=1 lyl=1

n
sup Y |\l > = max ;] i

ly|=1 j=1

D.8 Matrici definite positive/negative

Una matrice simmetrica A € R"*"™ si dice semi definita positiva, e si scrivera A > 0, se
Az -z >0, Vz € R™; (D.92)

si dice definita positiva, e si scrivera A > 0, se in (D.92) vale la disuguaglianza stretta per
ogni x # 0; A si dice (semi) definita negativa se —A ¢ (semi) definita positiva (e si scrivera,
rispettivamente A <00 A < 0).

Analoghe definizioni si danno nel caso complesso:

Una matrice autoaggiunta A € C"*" si dice semi definita positiva se
(Az,z) >0, Vo € C™; (D.93)

si dice definita positiva se in (D.93) vale la disuguaglianza stretta per ogni x # 0; A si dice
(semi) definita negativa se —A & (semi) definita positiva.

(xlix) Sia A € K™*™ una matrice simmetrica se K = R o autoaggiunta se K = C. Allora, A
é semidefinita positiva se e solo se o(A) C [0, +00).

Dimostrazione Facciamo la dimostrazione nel caso reale, il caso complesso essendo del tutto

analogo. Se A ¢ semidefinita positiva e se A € o(A) con Au = Au con u € R™\{0}, allora
da (D.92), segue che 0 < Au-u = Aul?, e quindi A > 0. Viceversa, se o(4) C [0, +00), dal
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Teorema spettrale segue che UL AU = diag(\1, ..., \n) = A con )\; > 0 e quindi se x € R" e
y:=UTz si ha

Ax'm:UAUTx~x:AUTx-UTx:Ay-y:ZAiy?20~ i
i=1

Analoghe affermazioni (con le ovvie modifiche) si hanno negli altri casi.

Dunque se A & una matrice reale definita positiva, la forma quadratica (x,y) — Az-y definisce
un prodotto scalare su R™, ossia, una forma bilineare, simmetrica e tale che Ax-x > 0 per ogni
z # 0. L’immagine di A della sfera euclidea unitaria di raggio 1, ossia I'insieme {Az| |z < 1}
e un ellissoide di semiassi principali 0 < A1 < Ay < -+ < A\, dove \; sono gli autovalori
(contati con molteplicita) di A.

1 1 . .
11 ¢ simmetrica e Az - x = (1 +22)%> > 0 e
quindi & semi-definita positiva (Az - 2 = 0 sulla retta {z € R2’ x1 + xo = 0} e gli autovalori
sono 0 e 2).

Osservazione D.21 (i) La matrice A =

(ii) La matrice A in (D.89) & simmetrica reale e, come abbiamo visto, ha autovalori 3 ¢ 6 e
dunque & una matrice definita positiva. Infatti,

Az -z =2z)* + (21 — 23)* + (v2 — 21)* + (22 + 23)> >0, V2 cR*\{0}.

(iii) Se A € C™*™ non ¢ difficile verificare che la condizione (Au,u) > 0 per ogni u € C"
implica che A sia autoaggiunta* e quindi nelle definizioni date sopra per matrici complesse
la condizione che A sia autoaggiunta pud essere omessa. Questo non € vero nel caso reale.
1 1 . .
1 1), allora, per ogni € R?\{0} si ha Az -2 = 22 + 23 > 0, ma
o(A) = {1xi} e, se u=(1,3), (Au,u) = 2(1 +4) ¢ R (e quindi tale matrice A, non & una
matrice definita positiva vista come matrice complessa e senza la condizione di simmetria si
avrebbe una inconsistenza tra la definizione per matrici reali e quella per matrici complesse).

Per esempio, se A =

D.9 Forma normale (o canonica) di Jordan

In questa sezione finale discutiamo un risultato fondamentale — dovuto al matematico francese
Camille Jordan®’— sulle trasformazioni lineari di spazi finito-dimensionali (su C) che gene-
ralizza il teorema spettrale e permette, in particolare, di trasformare, tramite un opportuno
cambio di base, una qualunque matrice quadrata complessa in una forma particolarmente
semplice.

Un blocco di Jordan di ordine n € N e autovalore A € C ¢ una matrice quadrata J =
Jn(A) € C™*™ con tutti A sulla diagonale principale e tutti 1 sulla sopradiagonale principale,
ossia, se n > 2,

A1 0 O
0O A 1 0 1, sej=i+1
Jn()‘) = — (Jn()‘))” = ’
A1 0, altrimenti
0 A
(D.94)

9nfatti, sia A = U+iV con U := (A+A*)/2 e V := (A— A*)/2. Le matrici U e V sono autoaggiunte e, per ogni
z € C", (Az,z) = (Uz,z) + i(Vz,z) = o+ iB. I numeri a e f sono reali (per esempio, « = (Uz,z) = (z,Uzx) =
(Uz,z) = @) e quindi dovendo essere (Az, z) reale si deve avere 8 = 0 ossia (Vz,z) = 0 per ogni z € C™. Ma questo,
per (xlix), significa che ||[V|| = 0, ossia che V = 0, il che implica che A = U, ossia che A & autoaggiunta.
50nttps://it.wikipedia.org/wiki/Camille_Jordan
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mentre, nel caso n = 1, si pone J;(\) := . Si noti che®!
Jn(N) = M, + J,(0) = ML, + [0, .. e Y], (D.95)

(1) Teorema della forma normale di Jordan Sia A € C"*". Esiste una matrice U €
GL(n,C) tale che
U~ 'AU = block(Jy, ..., Jp), (D.96)

dove J; sono blocchi di Jordan. La ‘forma normale di Jordan’ block(.Jy, ..., Jg) & unica a meno
dell’ordine dei blocchi.

La dimostrazione (cfr. (liv)) di questo risultato fondamentale si basa su due risultati, interes-
santi di per sé, sugli endomorfismi di spazi vettoriali complessi: un lemma di ‘splitting’ di V' in
somma diretta di spazi invarianti per T' (‘autospazi generalizzati’) su cui (7'— A;I) € nilpotente
e sull’esistenza di opportune basi formate da catene di Jordan per matrici nilpotenti®?.

(li) Splitting spettrale Cominciamo con alcune definizioni preliminari. Sia V' uno spazio
vettoriale complesso di dimensione n, sia T' € £(V) e sia o(T) = {A1,.., A} il suo spettro
(M €Ce X\ # A sei # j). Poniamo®, per ogni 1 < i < m, N; :=T — \;I e consideriamo
gli spazi vettoriali ker N” con p > 1. Chiaramente, ker N C ker N*™* per ogni p e se u & un
autovettore di T' con autovalore®® );, allora N;u = 0 e quindi v € ker N; e dunque dim Nf >1
per ogni p > 1.

D’altra parte se ker N C ker N*** allora dim ker N? < dim ker N**' e quindi, poiché, per ogni
p, ker N C V' (che ha dimensione finita n) deve esistere un primo numero naturale p tale che
ker N” = ker N” *1. Chiamiamo indice di nilpotenza relativo all’autovalore J; il numero
naturale v; := v/(\;) = min{p € N| ker(T' — A\;J)P = ker(T — \; )P}

kerNi:keer, sey; =1,
(D.97)
kerN; € --- Cker N = kerN'i’f‘H, sel <y, <n.
Dimostriamo, ora, che, a partire da p = v; in poi, gli spazi ker N si ‘stabilizzano’:
ker N/ *? = ker N | ¥V p>0. (D.98)

Dimostrazione di (D.98) Per p = 0 (D.98) & una tautologia e per p = 1 & vera per definizione
di v;. Assumiamo (D.98) vera per p > 1 e dimostriamola per p + 1. Se (tralasciando per sem-
plicita di notazione I'indice i) ker N*+? = ker N*+*P*1 ]a tesi ¢ vera. Se ker N**P C ker N¥+P+1
allora esiste u tale che N**P*ly = 0 e N¥™Py # 0. Sia v = Nu. Allora, 0 = NV*Py —>
v € ker N“*? = kerNY = N'» =0 = NY*P~ly = N**Py = (0, ma questa & una
contraddizione, quindi solo la prima alternativa e vera.

Da (D.98) segue che

V=kerNY @imNY, VY1<i<m. (D.99)
Infatti, v € ker N} Nim N} se e solo se N’v = 0 ed esiste u tale che NJ'u = v ed allora
v=N/u 0.2%) N2¥iy = N¥iy = 0. Quindi ker N Nim N¥* = {0}, e (D.99) segue dal Teorema

nullita-rango.

Lo spazio vettoriale K; := ker N* C V prende il nome di autospazio generalizzato relativo
all’autovalore \; e i suoi elementi si chiamano autovettori generalizzati. Si noti che, dalla
definizione di v;, segue che esiste v € K, tale che u = Ni”"_lv # 0 (essendo ker N;’i_l -
ker N/#) e poiché N,u = NJiv = 0, tale u & un autovettore con autovalore \; e quindi ogni
autospazio generalizzato contiene almeno un autovettore di T'. In particolare dim K; > g(\;) >

517,(0) = 0.

52Per 1a definizione di applicazione nilpotente e di catena di Jordan, si veda (xvi).

531 denota, come al solito, la mappa identita I : v — v = v.

54L’ipotesi che lo spazio vettoriale sia complesso & essenziale e garantisce, per esempio, che ker N; # {0}.
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1. Si noti, anche, che, poiché T' commuta con N;*, l'autospazio generalizzato K; é invariante
per T, ossia TK; C K;. Inoltre, la restrizione di N; su K; & nilpotente con indice di nilpotenza®®
V.

Lemma D.22 (Splitting spettrale) Sia V uno spazio vettoriale complesso®® di dimensio-
nen, sia T € L(V), sia o(T) = {A1,..,\n} il suo spettro (\; € C e \; # X\j se i # j).
Allora,

V=K1® - & Ky,, (D.100)

dove K; e l'autospazio generalizzato relativo a \;.

Dimostrazione (Induzione finita su m) Se o(T) = {A\1}, da (D.99) si ha che V =ker N* @
imN7* e se fosse imNy* # {0}, T[;;, 1 avrebbe un autovalore che necessariamente (per
somma diretta) dovrebbe essere diverso da A; e si avrebbe una contraddizione: dunque se
m =1,V = K; e (D.100) & vera. Assumiamo, ora, il risultato veroper 1 <m —-1<n-—1e
dimostriamolo per m. Di nuovo per (D.99) con ¢ = m, si ha che

V =kerN/» @ im N/ . (D.101)
Se W := imN!» = {0}, si avrebbe che V = ker N¥ ma questo implicherebbe che T non

m
ha altri autovalori eccetto A, ottenendo una contraddizione (stiamo assumendo che m > 2):
infatti, se esistesse Ay # Ay, e u € V\{0} tale che (T'— A I)u = Nyju = 0, allora si avrebbe
0 =NVmy = (A1 — Am)¥™u, che & una contraddizione. Dunque, dim W > 1. Poiché T e N,,
commutano, W & uno spazio invariante per 7. Poniamo T == T|w : u € W + Tu € W.
Poiche dimker N¥m > g()\,;,) > 1, si ha che 1 < dimW < n — 1. Poiché, come visto sopra,

T|k,, (T ristretto a K,;,) ha il solo autovalore A, si deve avere o(T) = {A1,..., Am—1} €

7; = min{p € N| ker(T — M I)? =ker(T — )P} =v;, V1<i<m-—1.
Dunque, per lipotesi induttiva,
W =ker(T—M1)" @ - dker(T — A1 1)’ = ker(T =\ )" @ --Dker(T — N1 1)" ",
ed essendo, per (D.101), V = W @ ker(T — A, I)"™ si ha la tesi. i

Osservazione D.23 (Polinomio minimo) Siano V, T, \; e v; come nel Lemma di split-
ting D.22. Si definisce polinomio minimo di 7T il polinomio

Pmin(2) = (2 = A1) - (2 = Ap)"™ (z€C). (D.102)

Tale polinomio & il polinomio monico di grado minimo che annulla T, ossia tale che®” i, (T)
= 0. Infatti, dal Lemma di splitting segue che pmin(T)u = 0, per ogni u € V. Assumiamo ora
che p(z) sia un altro polinomio monico che annulla T'. Se u; € un autovettore con autovalore \;,
allora 0 = p(T)u = p(A;)u, che implica che p(A;) = 0, ossia che \; ¢ una radice di p. Dunque
p(2) = q(z)(z—A;)" per un qualche r € N e ¢ polinomio monico tale che ¢(\;) # 0. Supponiamo
(per assurdo) che 7 < v;. Sia u € K; un vettore tale che N¥* "'y # 0 e poniamo v == N¥i 17"y,
Allora si avrebbe 0 = p(T)v = q(T)(T — \I)"NY 1"y = g(T)NY "ty = q(\)NY 1 £ 0,
contraddizione. Dunque r > v; e p(z) = ¢(z) pmin(z) per un qualche polinomio monico ¢ che
non ha per radici A;. In conclusione o p = pyin oppure degp > deg Pmin.

(lii) (Catene di Jordan) Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n e N € £(V') un’appli-
cazione lineare nilpotente di indice v. Ricordiamo ((xvi)) che una catena di Jordan per N
¢ un insieme della forma v = {u, Nu, ..., N"1u} con 1 < j < v tale che N~y # 0 e NVu = 0;
la lunghezza (o ‘ordine’) della catena « & j := #v. Chiameremo i vettori u e N7~ lu, rispet-
tivamente, base e vertice della catena . Una catena v si dice massimale se la sua base
u ¢ im(N).

55Cfr. (xvi).

56L’ipotesi che V sia uno spazio vettoriale su C & essenziale e serve a garantire che o(T) # & (cosa in generale
non vera, per esempio, per spazi vettoriali su R).

57 pumin(T) = 0 significa che ((T — A\ I)"1 -+ (T — A I)*™)u = 0 per ogni u € V. Osserviamo che i ‘monomi’
(T — X\;I)”i commutano tra loro e quindi I'ordine nella definizione di pmin € irrilevante.
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Osservazione D.24 (i) Dalla definizione segue immediatamente che il vertice di una catena
di Jordan & un elemento del nucleo di N (ossia, un autovettore con autovalore 0) e che una
catena massimale di ordine 1 & formata da un vettore u € ker N tale che u ¢ im N.

(i) Se v = {u,..., N~} & una catena di Jordan di ordine j > 2, allora
Ny = {Nu, ..., N/ "1y, N9y} = {Nu,...,N/ "1y, 0} = 5 U {0}, (D.103)

con 7y = {Nu, ..., N7 "1y} catena di Jordan di ordine j — 1 e con lo stesso vertice di ~.

(iii) Catene di Jordan con vertici indipendenti formano insiemi indipendenti. Pit precisamen-
te:

Siano ~y; catene di Jordan di uno spazio vettoriale V. Se i vertici delle catene sono indipendenti,
allora I'insieme U~; forma un insieme indipendente; in particolare, gli elementi di una catena
di Jordan sono tra loro indipendenti.

Dimostriamo questa affermazione per induzione su k = # U ;. Se k = 1 il risultato e
banalmente vero. Assumiamo il risultato vero per k > 1 e dimostriamolo per k 4 1. Siano
dunque ~; p catene di Jordan con #U~; = k+1 (1 < p < k+1) e vertici indipendenti w;. Sia
w = Y a;w;+w una combinazione lineare di elementi di Uy; (w combinazione lineare di vettori
in U(y;\{w;}) o il vettore nullo). Se w = 0, allora, essendo i w; indipendenti si deve avere
a; = 0 per ogni i e abbiamo finito. Assumiamo ora @ # 0 e osserviamo (essendo Nw; = 0) che
Nw = Nw. Ora, @ & una combinazione lineare di catene di Jordan (cfr. osservazione (ii) qui
sopra) la cui cardinalita ¢ k = k+1—p con 1 < k < k e quindi, per ipotesi induttiva, formata
da vettori indipendenti: dunque w deve essere la combinazione lineare nulla, ossia, w = 0. Ma
allora, per l'indipendenza dei vertici w;, anche w deve essere la combinazione lineare nulla.

(iv) Ad una catena di Jordan corrisponde un blocco di Jordan con autovalore 0. Piu precisa-
mente:

Se N € CF*k ¢ Ck = ({u, Nu, ..., N*"1u}), con N¥~1y £ 0, allora®®
U™INU = J,(0), con U:= [Ny . Nu,u. (D.104)
Infatti, NU = [N¥u, N¥~1y, .. Nu] = [0, NF1y, ... Nu] e

(D.95) (D.36)

U Ji(0) Ul0,eM,...,e* D] = [0,Uue, ..., UV [0,NF=1u, ..., Nu],

e dunque vale (D.104). Inoltre, se A = N + Al}, da (D.104) segue che

U YAU = UTINU 4 M\ = J(0) + M = Ji(\) .

(v) Lo spazio vettoriale generato da una catena di Jordan v = {u,...,N*"1y} di N ¢ uno
spazio invariante per N. Infatti, da (D.103) segue che, se k = 1, N : (y) — {0} e se k > 1,
N: (y) = ({Nu, ..., NF-1y}).

(liii) Lemma delle basi di catene di Jordan Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione
n e N € £(V) un endomorfismo nilpotente. Allora, esiste una base 8 = U;y; di V formata da
k catene di Jordan v; con 1 <k <n e

V=m)& & mw, (i catena di Jordan). (D.105)

Dimostrazione Se N = 0, il lemma & banalmente vero con 8 = {uq, ..., u,} base qualunque
di V (k =n). Se n = 1, I'unico endomorfismo nilpotente ¢ N = 0 e quindi il lemma & vero.
Assumiamo, quindi, N#0en > 2esia 1 < v < n lindice di nilpotenza di N (ossia NV = 0,
NY=1 #£0). Per 0 < j < v — 1, siano W; 1 seguenti insiemi indipendenti: W, _; ¢ una base

585i ricordi (D.95).
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di N7V = N*"'V nkerN e (ricorsivamente per v — 2 > j > 0) W; ¢ un completamento di
W,—1U---UW,41 in una base di N7V Nker N. Poniamo® k; = #W;. Per costruzione®’,

v—1
NIV NkerN=W; & - &@W,_1, dim(NVNkerN)=> r;, V0<j<v—1. (D.106)

=]

In particolare, W := UW; ¢ una base di ker N. Si noti anche , se W; # @, ad ogni elemento
w € W; corrisponde una catena di Jordan y(w) di ordine j+1: infatti, se w € W) si ha w = Niy
per un qualche u € V e Nitly = 0, e y(w) = {u,Nu,...,Nu} con Ny = w. Chiamiamo
I' = {y1,...,7} l'insieme di queste catene di Jordan: se W = {w;} dove 1 <i <k =) &,
allora ~; := y(w;). Si noti che

v—1
ki=#T = rj=#kerN. (D.107)
j=0

Sia, ora, I = Uv; I'insieme dei vettori che formano tutte le catene di Jordan in I': dall’Osser-
vazione D.24-(iii) segue che I' & un insieme indipendente con cardinalita®!

v—1
#T =D (G + 1)k, (D.108)
7=0
Osserviamo, ora, che
dim N’V = dim N 'V + dim (ker NN N7V) VOo<j<v—1; (D.109)

infatti, se chiamiamo N = N|nsv la restrizione di N allo spazio N7V, si ha che N(NjV) =
NItV e che kerN = (kerN N N7V) e la (D.109) segue dal teorema di nullitd-rango. Se
chiamiamo, per® 0 < j <v+1, d; = dimN/V, da (D.109) e (D.106) segue che

v—1
dj=djz1+ Y ki, YVO<j<v—1,  (dj:=dimNV), (D.110)

=

relazione che, iterata, implica

v—1v—1 v—1 1 v—1
T SIS 3 3 3 LI
3=0 i=j i=0 j=0 i=0
e dunque (essendo [' un insieme indipendente) <f‘> = V. Inoltre, essendo gli spazi (7;)

invarianti per N (Osservazione D.24—(v)) si ha (D.105).

Osservazione D.25 (i) La dimostrazione appena fatta ¢ costruttiva e contiene pit informa-
zioni dell’enunciato: in particolare, fornisce un algoritmo che permette di trovare le catene v;
che generano V, algoritmo riassunto qui di seguito:

1. determinare I'indice di nilpotenza v di N (v = min{p > 1‘ NP =0})
2. determinare una base W,_; di N*~1V/

3. ricorsivamente determinare (per v —2 > j > 0) un insieme di vettori W} che completino
Wy_1U---UWj41 in una base di NV N ker N; definire x; := #W;

59@ =0 <= W, = . Si noti che k,—1 > 1, ma altri k; potrebbero essere nulli.

60NO = J ¢ quindi N°V NnkerN = ker N; N* 'V C ker N e quindi N~V nkerN = N "1V,
61¢i sono kj catene di Jordan di ordine (e quindi di cardinalita) j + 1.
62dy = dimV, dy 41 = 0.
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4. per ogni k; > 0 (k,—1 > 1 sempre) e per ogni w; € W; si determini una catena di
Jordan v; = «y(w;), determinando, in modo ricorsivo, j vettori uf tali che u} = w; e
Nuf*1 =uk.

(ii) Applicando il Lemma delle basi di catene di Jordan ad una matrice N € C"*" nilpotente

(identificata, come al solito con 'endomorfismo Ly), da (D.105), dal Lemma di riduzione a

blocchi (xli) e dai punti (iv) e (v) dell’Osservazione D.24 segue

U™INU = block(J,, (0), ..., Jn, (0)),  con U= [N" "oy ug, o N g ]

71 Yk

(D.111)
(iii) Abbiamo dimostrato, in particolare, che:
Se N & una trasformazione nilpotente come in (liii) con v; = {u;, ..., N"~tu;} per 1 <i <k,
allora®: o(N) = {0}, a(0) = n, dim(kerN) = g(0) = k, v(0) = maxn;. Una base di ker N
(ossia dell’autospazio dell’unico autovalore 0) & data dai k autovettori w; = N ~1u,.
(iv) Le catene di Jordan che generano V sono tutte massimali: se una di esse non lo fos-
se, diciamo v; con base u;, allora esisterebbe u € V tale che Nu = w;, ma allora (Osser-

vazione D.24-(iii)) il vettore u sarebbe indipendente da {Uy;} il che e impossibile poiche
(Uyi) = V.

A questo punto il teorema di Jordan (1) segue facilmente:

(liv) Dimostrazione del Teorema della forma normale di Jordan (1)

Sia 0(A) = {A1,.., A} lo spettro di A (A\; € C e \; # Aj se i # j). Per il Lemma di splitting
spettrale D.22 con V = C™ e T = A (identificando, come al solito, la matrice A con la mappa
lineare L4), si ha che

C'=Ki® - ®Kn, K =ker(A-N)", (D.112)

dove K; & I'autospazio generalizzato associato a A; e v; 'indice di nipotenza associato a A;.
Gli spazi K; sono invarianti per A. Denotiamo con A; : K; — K; la restrizione di A a K; e con
N; .= A; — \;1. Allora, N; : K; — K; ¢ un’applicazione lineare nilpotente di indice v;, quindi,
per il Lemma delle basi di catene di Jordan (liii), esistono k; catene di Jordan 7@, ...xy](;)
tali che (cfr. (D.105)) K; = <’y§l)> & <7;(:1)> e (D.96) segue dal Lemma di riduzione a
blocchi (xli), dall’Osservazione D.25-(ii) e dall’Osservazione D.24—(iv).

La forma normale di Jordan (a meno dell’ordine) & determinata da: gli autovalori A; e i relativi
indici di nilpotenza v; (che determinano lo splitting (D.100)); gli autospazi generalizzati K; =
ker NY* (relativi a A;) che hanno dimensione a;; e poi, per ogni 1 < i < m dal numero
di blocchi di Jordan k;(\;) con autovalore A; di ordine j che ¢ dato da (cfr. (D.106)) da
k;(Ni) == qj — gj+1 con ¢; = dim(N} K; Nker N;). Tutti gli oggetti coinvolti sono geometrici
(ossia, non dipendono da scelte di basi) e dunque la forma canonica di Jordan ¢ unica a meno
dell’ordine. i

Esempi

(1) L’esempio non banale pitt semplice & ovviamente il caso di A € C2*2. In questo caso lo
spettro e formato o da due elementi distinti A\; # Ay o da un solo elemento A (di molteplicita
algebrica 2). Nel primo caso la molteplicita geometrica ¢ g = 2 e la matrice ¢ diagonalizzabile
tramite una matrice U = [u', u?] con u® autovettore relativo a \;. Nel caso di unico autovalore
A si definisce N = A — A, e si cerca il polinomio minimo che & o (z — \) oppure (z — \)2. Nel
aso Pmin = (2—\), si ha v = 1 e per il Lemma di splitting C?> = ker(A—\I3), e quindi g = 2 e

la matrice ¢ di nuovo diagonalizzabile tramite U = [u!, u?] con u® autovettori indipendenti di

63 Come al solito, a(\) = dimensione algebrica di A; g(\) = dimensione geometrica di A; v()) indice di nilpotenza
di A.
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A. Nel caso pyin = (z—A)?,sihav =2 (N # 0, N2 =0), e C? = ker(A— \I3)?. In questo caso
la forma canonica di Jordan & Jo(\) e per trovare U che coniughi A a Jy(\) bisogna trovare
una catena di Jordan (di ordine 2), ossia, bisogna trovare un vettore u tale che Nu # 0 e si
prenderd U = [Nu, u].

1 1
-1 3

2

Vediamo un esempio concreto. Sia A = ( > Il polinomio caratteristico di A ¢ 2% —

4z 4+ 4 = (2 — 2)2. Dunque, o(A) = {2} e a(2) = 2. La matrice N = A — A\ = (:1 1)

Quindi N # 0 e N2 = 0, dunque v = 2. La forma canonica di Jordan & quindi data da J(2).
Determiniamo una catena di Jordan di ordine 2. Poiché Nu = (ug — w1, u2 — up), possiamo

prendere v = (0,1) e Nu = (1,1). In conclusione, se U := (1 (1)>, si ha che UTYAU = J,(2).
3 1 -1
(2) Sia A= [0 2 0 |.Allora, pear(2) = —(z — 2)3. Dunque, o(A4) = {2} e a(2) = 3.
11 1
1 1 -1
SiaN:=A4A-2I3=(0 0 0 |.Dal Lemma di splitting D.22 segue che C? = ker N” con
1 1 -1

v indice di nilpotenza di N (relativo all’unico autovalore A = 2). Poiché N? = 0 si ha che
v = v(2) = 2. Da questo gia possiamo concludere che la forma normale di Jordan di A &
J = block(J2(2), J1(2)) = block(J2(2),2). Per trovare esplicitamente una matrice U € GL(3)
tale che U1 AU = J implementiamo 1’algoritmo descritto nell’Osservazione D.25(i).
Determiniamo N¥~1C? = NC3. Poiché Nu = (u; + ug — u3,0,u1 + uz — u3), si ha che NC?
e la retta complessa {z(1,0, 1)| z € C} e una sua base ¢ Wi = {w} con w = (1,0,1).
Determiniamo ora Wy in modo che W7 U Wy sia una base di ker N, che coincide col piano
complesso {u € C*|uy + uz — ug = 0}. Possiamo, prendere Wy = {w"}, con w® = (0,1,1).
Infine per calcolare la catena di Jordan di vertice w, determiniamo u tale che Nu = w.
Possiamo prendere u := (1,0, 0). In conclusione:

U AU =

O O N
(el O
N OO

1 1
U= [Nu,u,u’] = [0 0
1 0

=)
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